5. Integracién en R

5.1. Definicién y propiedades

Sea f acotadaen [a,b]. Dividimos [a,b] en n subintervalos de
la misma longitud Ax por medio de los n+1 puntos: M,

a=xo<x3<---<x,=b con xk+1—xk:1%EAx. N

my

Para cada n llamamos suma inferior L, y superior U, a: T A e

my=1nf{f(x): x€ [xe_1,x]}
My =sup{f(x): x€ [xx_1,x]}

L,= Y mAx, U, =Y MyAx, con
k=1 k=1

Si ambas sucesiones {L,} y {U,} convergen hacia un
mismo limite, decimos que f es integrable en [a,b],
representamos ese limite comun por [ ab fo/ ab f(x)dx
y le llamamos integral de f en [a,b].

Def.

[Esta no es la definicién de ‘integral de Riemann’ habitual (ver Spivak), pero es mucho mads corta].

El significado geométrico es claro: si >0, la integral (>0) representa el area A de la regién
limitada por la graficade f,el eje x ylasrectas x=a y x=b: A es paratodo n mayor que
la suma L, de las dreas de los rectdngulos pequefios y menor que la suma U, de los grandes;
al crecer n , ambas sumas tienden hacia A . Si <0, L, y U, son negativas. La integral (<0)
en valor absoluto es el 4rea de la region (situada bajo el eje x ) limitada por el eje x, la grafica
de f ylasrectas x=a y x=>b.Si f es positiva y negativa, la integral :
I f f serdla diferencia entre las areas de las regiones que queden por | Y /
encima y las areas de las que queden por debajo del eje x : | s \S b

Con los teoremas que veremos, para saber si f es integrable y calcular la integral no necesi-
taremos usar la definicion casi nunca. Por ahora, s6lo con lo visto, veamos unos ejemplos:

n k—1 2 1fprececereee
L=f 6 = A0t (1) /
Ej. f(x)=x%, x€[0,1]. S o )
Un=Y 25 = [+ +n7] /
k=1
Usando el resultado que vimos en un problema de sucesiones: 0

12+"'+”2:w; Ln:ww’m’:%; Ln,Un—ﬁ%:fOlf,

—1 six=a , , , i _
Ej. g(x)=< 0 si a<x<b . Ly=-24,U,=2% = [Jg=0. X
1 six=b —] —
g es discontinua, pero integrable. Seguiria siendo |’ ; g =0 si cambiamos :‘;a b
i b4 n

el valor 0 por cualquier otro en un nimero finito de puntos de (a,b).

Veremos pronto que funciones acotadas con un niimero finito de discontinuidades son siempre integra-
bles, asi que las funciones no integrables tienen que ser tan patolégicas como la siguiente.

Ej. h(x)= { (1): ig(R)—Q , x€[a,b]. En cada [x;_1,x;] hay puntosde Qy de 1

R-Q = L,=Y 024 =0, U,=Y 129 —b—a Vn = hno integrable.
k=1 k=1
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Las siguientes propiedades son intuitivamente claras a la vista del significado geométrico de la
integral y se demuestran mecdnicamente usando de las definiciones (las dos primeras se resumen
diciendo que °‘la integral es lineal’, como la derivada):

Teorema:

Sean f y g integrables en [a,b] . Entonces:
i Jief=cllf, ceRs [+ =Jf+]lg-
Sim<f<Men [a,b] = m(b—a)< [P f<M(b—a).

mp--

Jrr| < Sif<genlabl = [If<[ls.

% Si f es impar [“, f=0. ﬂ Sifespar [ f=2[f.

La siguiente sigue siendo intuitiva, pero es pesada de demostrar con nues-
tra definicion. [Para f continua serd trivial usando los teoremas de 5.2,
pero la propiedad es cierta también para f integrable y discontinua]. a c b

Teorema:
Si a<c<b; f integrableen [a,b] = f integrableen [a,c] y [c,b].e [P f=[f+["f.

Definiendo [“f=0 e [*f=—[{f,laigualdad es vélida para a,b,c cualesquiera.

Los dos siguientes teoremas dicen que las f (acotadas) no integrables son extrafias:

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f integrable en [a,b]. ‘

Idea de la demostracion. Se prueba que {L,} y {U,} siempre convergen (sus limites se llaman
integral inferior y superior de f) y asi f es integrable si U, — L, — 0. Como f es uniformemente
continua, la diferencia entre dos valores cualesquiera de f en dos x,y€ [a,b] es tan pequefia como
queramos para x e y suficientemente préximos; en particular, lo es la diferencia entre los valores
mdaximo y minimo de f en [x;_1,xg], si el intervalo es muy pequefio. Asi, si n es suficientemente
grande tenemos que para cada k:

n
My—my < 3% Ve = U,—L, =Y (My—my)Ax < & para n grande = U,—L, — 0.
k=1
. . . . . . f continua a trozos
Ya vimos que funciones discontinuas podian ser integrables. Una (integrable)

f se dice continua a trozos en [a,b] si es continua salvo en un
ndmero finito de puntos y en ellos posee limites laterales.

[No lo son las funciones 1 o sen(1) en [0,1], defindmoslas como las definamos en x=0].

Teorema: ’ f continua a trozos en [a,b] = f integrable en [a,b]. ‘

. [dividimos en subintervalos de modo que f sélo tenga
L= | i f. + | : discontinuidades en los extremos; en cada intervalo es
. | ./ | : facil ver que es integrable por ser suma de una funcién

continua y de otra integrable como la g del ejemplo].

Como es 0 el valor de la integral de una funcién como g se ve que cambiando el valor de una
f integrable en un nimero finito de puntos, la nueva funcién /. continiia siendo integrable
y el valor de la integral es el mismo, pues 7= f+g conuna g de esas y la integral es lineal.

[Hay funciones integrables con infinitas discontinuidades; por ejemplo, una f creciente y acotada

es integrable (pues My_1=my, k=1,...n = U,—L,= M) , aunque tenga infinitos saltos] .
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5.2. Teoremas fundamentales

Estos teoremas fundamentales del calculo infinitesimal relacionan las derivadas y las integra-
les y nos permitirdn hallar muchisimas integrales prescindiendo de la definicién.

Sea f acotada e integrable en [a,b] ; para cada x€ [a,b] la [ f existe (y es un nimero).

'area'=F(x)

Podemos, pues, definir una nueva funcién: | F(x) = ; f.x€la,b]

Primer teorema fundamental del calculo infinitesimal:

f integrable en [a,b] = F continuaen [a,b].
Siademds f escontinuaenun c€ (a,b) entonces F esderivableen ¢ y F'(c)=f(c).

(Y por tanto, si f es continua en todo [a,b] entonces F’(x) = f(x) Vx€[a,b]).

Como f es acotada en [a,b], existen supremo e infimo de f en cada intervalo C [a,b] .

Sea ¢ € (a,b) y sea h > 0. Llamemos: cth
My =sup{f(x):x€c,c+h]}, my=inf{f(x):x€lc,c+h]}. J: ‘f\/\
Entonces: myh < [T f = [T f— € f=F(c+h)—F(c)< Myh \-

| a (iij—h b

= [F(c+h)—F(c)]—0,si h—0".
Asi pues, F' es continua en ¢ (cambiando detalles se veria para 7 — 07).

Sea ahora f continuaen c. Si h>0 se deduce que: my < w <M,

(y a la misma igualdad se llegarfa, de forma andloga, para h<0).

Como f continuaen ¢, Mj,,m;, — f(c) si h — 0,y por tanto w et fle).
—

f ¢ f(F [El teorema nos dice que, al contrario que al derivarla,

T 2, M L, u la F obtenida integrando f es ‘mds suave’ que ella. Si

f es discontinua en c, F es continua en ¢ (aunque F

| tenga un ‘pico’ en c); y si f tiene picos, desaparecen
al integrarla. En general, f € C" = F € C"*!'].

d/dx | d/dx

Ej. f(x)=e*" () continua Vx = F(x)= [ f, G(x) =[5 f,... tienen por derivada f(x) Vx.
[F'(x)=f(x) también para x<a (si f continua en x), pues si ¢<x con f integrable en [c,a] :

Fx)=[if=f-JEf]

Segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal:

f escontinuaen [a,b] y f=g' para alguna funcién g = fahf =g(b)—g(a) = g}Z

Como F' = f=g = F(x)=g(x)+k para algiin nimero k.Como 0=F(a)=g(a)+k
= k= —g(a) = F(x) = g(x)—g(a) . En particular: F(b) = [”f=g(h)—g(a).

Def. ’ Dada una funcién f, una g cuya derivada sea f se llama primitiva de f. ‘

El segundo teorema dice que para calcular la integral de una f continua basta hallar una
primitiva de f (y no es necesario utilizar las sumas superiores e inferiores). Si g es primitiva
de f, es claro que cualquier otra primitiva de f es de la forma g+ K .
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Def. | El conjunto de todas las primitivas se designa por f flx)dx.

(Son funciones y no un nimero como |, f f; aveces se llama integral definida de f
entre a y b a esta dltima, e integral indefinida al conjunto de primitivas).

En algunos casos, hallar la primitiva de una f es inmediato y, por tanto, lo es calcular algunas
integrales. Por ejemplo, es ahora ya trivial calcular la primera integral vista en 5.1:

Ej. fol x2dx = %](1)

(todas las primitivas de x> son Ik *dx = %x3+K ; si para el célculo de esta integral
tomasemos otro valor de la K #0, llegariamos, desde luego, al mismo resultado).

1 © B 2 dxX _ 2.
= 3 pues 5 esunaprimitivade x° yaque 7% =x";

De hecho, cada derivada conocida nos proporciona una formula de integracion:

Ej. ‘/C(j’s’ﬁx:tanx, [shx=chx, I/Hi—’;]z:ﬁ, /ffibl‘:log|x2—1|,...

(mads exacto seria escribir tanx+K , chx+K, ... ; nosotros no lo haremos pero tengdmoslo en cuenta).

A menudo al integrando le faltardn constantes que se calculan derivando de cabeza (como con
la x? de arriba: derivando x> se tiene 3x?, luego falta % en la primitiva):

s [ dx 1 -5/34, — _3.-2/3 " dx dx _1 x
Ej. / ek arcsen (3x) , [x3dx=—3x , /4+X2 —/74““)(/2)2] = yarctany , ...
Pero en muchisimas ocasiones calcular primitivas puede ser largo o muy complicado (a ello
nos dedicaremos en la préxima seccién). Mas atn, hay funciones de apariencia sencilla para
las que se demuestra que no tienen primitivas que puedan escribirse como suma, producto,
composicion,... de funciones elementales, como:

[senx?dx, [e“dx, [E=20ax, [Sdx, [{&, [VI+3dx, [V1+x2dx, ...

logx >

Si f es continua una primitiva suya es la F' de los teoremas fundamentales (pero esto no
sirve para calcular una integral concreta); asi F(x) = [ sent?dt , F*(x) = [*, sent?dt , ... son
todas primitivas de f(x)=senx?; es decir, [senx’dx = [ sent’dt+K .

Las variables x, ¢, ... son mudas, pero no se repite la letra del limite de integracion en el
integrando porque podria dar lugar a errores: F(1) es [, sent>dr peronoes [, senldx y a
esto nos podrfa llevar la incorrecta notacién [; senx?dx.

También hay funciones integrables sin primitivas (claramente no pueden ser continuas):

. [ 1six=0 1 . ... orx
Ej. f(x) 7{ 0six#0 0! no tiene primitiva (F(x) = [ f =0 Vx noloes).
x dt

De los TFCI se deducen las propiedades que habiamos adelantado para el | logx= [} <

f(x) =1 continuasi x>0 = F(x) =logx derivable (y continua) si x>0y F’(x) =1,

X
[De la definicién también se deducirian, aunque no lo vamos a hacer aqui,
las otras propiedades: log(ab)=loga+logb (si a,b>0),...].

El segundo TFCI permite también probar con facilidad algunas de las propiedades generales de
las integrales vistas en 5.1, en el caso particular de que el integrando sea continuo; por ejemplo,
si F'y G son primitivas de f y g se tiene:

JP1f +8) = [F+G)(b) — [F +Gl(a) = F(b) — F(a) + G(b) = G(a) = [V f+ [V g ,
Jf=F(b)=F(a)=F(b)~F(c)+F(c)=F(a)= [{f+ '] . ..
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Pero recordemos que también son ciertas estas propiedades para las funciones continuas a
trozos. De hecho, sabemos hallar ya facilmente integrales de muchas f de ese tipo, dividiendo
el intervalo y aplicando los TFCI en cada subintervalo:

- T cosx,0 <x<7m/2 1
_ COS X
Ej. Hallemos/of,SI fx) {_177-;/2<x§7l' ' ’\

Jof= foﬂ/Z cosxdx—l—f,f/z[—l]dx = [senx]g/2+ [—x}g/z =1-2. 0

[ pues f,f/zf = fg/z[fl]dx , ya que coinciden salvo en x = % ]. =l

También sabemos hallar Vx € [0, 7] la primitiva:
/x Jocostdr, 0 <x<m/2 senx, 0 <x < 7/2
0 Oﬂ/zcostdﬂrf,f/z[fl]dt, n/2<x<m |1+%-x,m/2<x<m
[funcién que, como nos aseguraba el primer TFCI, es continua también en x = /2 ].
Como sabemos hallar derivadas de funciones definidas por integrales, sabemos hacer con ellas
todo lo visto en cdlculo diferencial: rectas tangentes, crecimiento y decrecimiento, extremos,
limites indeterminados,...
Ej. Hallemos la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de F(x f 1 [4 gdtenx=1:
Fl(x)=F

[podrfamos (primitiva inmediata), pero no es itil, calcular la F(x) = j [log |x*—4| —log3 |.

()= —§ s F(1) = f_l mdt =0 (mtegrando impar) = tangente: y = —’“g—l .

Ej. Sea F(x)= [{ arctane’dr . Estudiar dénde F es inyectiva. Precisar si F(0)>0 6 F(0)<0.
Integrando continuo Vx Er '(x) = arctan(e*) > 0 Vx, pues e*>0 Vx
= F es estrictamente creciente en R = F es inyectiva en todo R.
Serd F(0) < 0 porque F es estrictamente creciente y F(1)= [ =0,
o porque F(0)= [ =— fol y es fol >0 (integrando positivo en todo R).

1 [*|coss’|
X Jo 12+1

Ej. Determinemos, si existe, el limite de G(x) = dt cuando x — 0 y cuando x — 0.

El numerador F = [ es continuo y derivable Vx (integrando continuo) y es F(0) = [ =0

Cuando x — 0 tenemos indeterminacién 0/0. Por L’Hdpital,

|
=1.

3 . F'(x) .. |cosx
MO =TT =

Si x — oo, tal vez no valga L’Hopital (;tenderd F a «?). De hecho, no hay indeterminacidn,
pues vamos a ver (aunque la primitiva sea no calculable) que F estd acotada. En efecto:

0< |°(2’S+xl‘ < 2“ Vx = 0<SF() < fy 75 4 = arctanx Vx
:O<hmG<hmarCtanx O:>G—>O.
X—roo x—0

En ocasiones se trabaja con funciones similares a la F(x), definidas por integrales de funciones
f continuas, pero con limites de integracién que son también funciones (derivables) de x. Los
TFCI también nos permiten derivarlas:

(%)

Si H(x) = f:(x) f entonces H'(x) = f[b(x)]b'(x) — fla(x)]d'(x) .

(Para los x tales que f sea continua en [a(x),b(x)]) (0o en [b(x),a(x)] si a(x)>b(x) ).

[H(x) = f(fmf— f(;‘(x)f =F[b(x)] — Fla(x)], con F(x) = [y f,y regladela cadena]
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Ej. Utilicemos la férmula anterior para hallar dos derivadas de la funcién: H(x) = x 23; e"dt .

H (x)= [T e dt+x[e™ - 3—e4".2] = H'(x)=2[3e "% —2¢ 4] +:2x2[8e 4~ — 27e ']
[expresiones validas Vx, tanto si es positivo como negativo].

Ej. Probemos que L(x) = 11_+;

(valores en los que integramos si x€ [0, 3] ) podemos derivar la L ahi:

L'(x) =log(1+x)-1—log(1—x)-[—1] =log[l—x?] < 0 si x € [0, 1].

logtdt es decreciente en [0, %} . Como logx es continua en [%, %}

Era esperable: las dreas negativas que aparecen son mayores que las positivas.
En este caso la primitiva si seria calculable (por partes, como veremos), pero

log x ... . . .
g es un rodeo tonto hallar primitivas para derivarlas a continuacion.
. 1 4 Determinemos el x & [1,3] que hace maximo el valor de E
Ej. SeaE(x):/ e dt. s ]q/ . )
5_2x y probemos que este valor maximo es mayor que 3 .

4 o =
E'(x) =0+ 2¢ 29" >0 = E es estrictamente creciente en todo R, con lo que el valor
. ) i o
médximo se toma en x=3 y serd E(3) = [', e~ dr (la primitiva no es calculable).

4 4
tel-L1] = <l = e >el = [lleldr>[lleldt=2>2.

Ej. Estudiemos en qué x € [0,27] alcanza sus valores extremos la funcién: S(x) = fo\/; sent?dt .

Su derivada es §'(x) = sen [(\/5()2]2%/; -0= % , Vx>0.

Maiximo y minimo de S existen por ser continua. Los candidatos
son los extremos y los puntos en que S'=0, es decir, x=0, x=7
y x=27. Con el signo de S’ se ve que S crece antes de 7T y
decrece después, luego en ese punto se alcanza el maximo.

[No era necesario hallar S’ para decirlo: estaba claro viendo la grifica de f(x)=senx?, pues
hasta x*> =7 afiadimos dreas positivas y a partir de entonces quitamos 4reas bajo del eje x].

Precisar cudl de los minimos locales es el absoluto exige saber cudl de estos niimeros es menor:
S(0)=0 6 S2m)= [y " sen(1?)dt

La gréifica de f sugiere que S(27) >0, pero no podemos dar el valor exacto, por no tener f
primitiva elemental (veremos cémo aproximar numéricamente las integrales en la seccién 5.5).
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5.3. Calculo de primitivas

Ya vimos en la anterior seccion cémo calcular primitivas inmediatas, consecuencias directas de
las férmulas de derivacién (o casi inmediatas, teniendo cuidado con las constantes que pudieran
faltar). Nos dedicamos ahora a ver cdmo hallar primitivas algo mds complicadas. No existen
muchas més técnicas que las que veremos en esta seccion. Que nos quede claro que la mayoria
de las primitivas no son calculables.

De la linealidad de la derivada se deduce inmediatamente para las primitivas que:
JIf () +g(x)]dx = [f(x)dx+ [g(x)dx . [cf(x)dx=c[f(x)dx

Ej. [[4vV/x+6+5senx—7"]dx =4 [vVx+6dx+5 [senxdx— [ 7%dx = § [x+6]*/2 — 5cosx — L=

(insistimos en que no lo escribiremos nosotros, pero que no olvidaremos que podemos afiadir +K ).

Es falso que la integral de un producto sea el producto de las integrales por no serlo la derivada,
pero de la férmula del producto (fg)' = fg' + f'g obtenemos:

Integracién por partes. Sean f' y g’ continuas (para que existan las primitivas). Entonces:
b
Jf(x)g' (x)dx = )= [ (x)g)dx; [ f(x)g (x)dx = f(x)g(x)], — [ f (x)g(x)dx

Esto reduce el problema a calcular otra primitiva, que serd mds sencilla si /' y g lo son (o si
una de ellas lo es y la otra no es mds complicada que la anterior).

Con la notacién | df = f/(x)dx |, la integracién por partes se escribe ‘ Judv =uv—[vdu ‘ .

u=x,dv=senxdx

Ej. [xsenxdx = [ b e

] = —xcosx — [(—cosx)dx = —xcosx+senx.
Ej. [xe“dx=[u=x,dv=e"dx - du=dx,v=—e"]=—xe "+ [e *dx=—(x+1)e™ "
[las primitivas de senx y e * no son peores que ellas, pero la derivada del x si es mds sencilla].
Otras funciones que mejoran al derivarlas son los logaritmos (las potencias de x no se complican):
Ej. [y/xlog|xldx=[u= ,dv=/xdx] = %x3/210g |x| — %fo/Z% = x3/2 [%log |x| — g] .

Algunas veces conviene tomar g’ = 1 (es decir, dv = dx):

Ej. [logxdx = [u=logx,dv=dx — du—— v=x | =xlogx— [dx=xlogx—x.
Ej. [arctanxdx = [ u = arctanx, dv = dx ] = xarctanx — /1+ > = xarctanx — 5 log (1+x?).

Otras veces hay que repetir la integracion por partes:
Ej. [x? efdx =x?¢* —2 [xe*dx = x?¢* — 2xe* + 2 [e¥dx = [x* — 2x +2]e*
ul dvl ul dv?
Ej. Otro truco: f@ =logx logxff% — f@ = %[logx]2 [se podia haber hecho a ojo].
Combinando las dos ultimas ideas:

Ej. I = [cosxe’dx = cosxe® + [ senx e'dx = e*[cosx+senx] —I = I = te*[cosx+ senx]
ul dvl ul dvl

X

Ej. Curiosidad: [£ = [u=x,dv=% sdu=dx,y=—1]=-1+ [£ ;=20=—11
[no olvidemos que hay una K arbitraria aunque no la escribamos].
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Primitivas de funciones racionales: / %dx, con Py Q polinomios

(x)

Siel grP > grQ, dividimos: g =C+ g con el resto R de grado menor que Q.

Vimos que Q se puede escribir como producto de polinomios del tipo (x—a)™ [raices reales] y
(x2+cx+d)" [complejas], siendo m y n la multiplicidad de las raices [m=1 si son simples].

[El problema es que (como vimos en 3.3), salvo para Q especialmente sencillos, realizar
esta descomposicion es, en la practica, imposible por ser imposible hallar sus raices].

Se prueba que g se puede escribir como suma de constantes por funciones del tipo:

1 1 y X
(x—a)’’ (x2+cx+d)k (2 +cx+d)

7, con 1<j<m, 1<k <n (llamadas fracciones simples).

Para ‘descomponer en fracciones simples’ g (hallar Ia constante que acompaia a cada fraccién)
basta resolver un sistema lineal de ecuaciones. Y asi, el problema de integrar P/Q se reduce,
una vez factorizado Q, al de integrar el polinomio C y funciones como las dltimas.

Ej. I= 4’;2:2{1?’5 & ;}:g‘t dx = / % dx (yaes 4 < 5) . Empezamos factorizando:

O(x) =x(x— 1)2(x2 +x+2) [suerte hemos tenido] y descomponemos en fracciones simples:

R(x) A B Dx+E AGH =122 = 3x42) + B 4% —2x) +C (63 4% 4-2x) + (Dx+E) (63 24> 4x)
oW~ x Tx1 oz T =

24x+2 T x(x—1)2 (x2+x+2)

(= 1)

[Si hubiera (x—1)" escribirfamos 1—1— +< 5 i i (P24x—2)", Q;jjf; +-- +%}

Igualando los coeficientes de x*, x, x2, x y la constante de ambos términos se obtiene el sistema:
A+B+D=4,-A+C—-2D+E=—-6,A+B+C+D—-2E=5,-3A—-2B+2C+E=—11,2A=4
Resolviéndolo: A=2,B=1,C=—-1,D=1, E=-1

2dx dx x—1)dx
= 1= 2+ [ - &2 12+fx2+x+2

Las / (xiiiz)m son casi inmediatas. Mds trabajo dan las otras. Primero se busca un logaritmo:

2f2x2dx_2f2x+ldx dx

x24x+2 24x+2  2J 24xp2

Y luego un arco tangente completando el cuadrado: x* +x+2 = (x+ ) 41 i= ZT [(h—ﬁl)z + 1} .

Por tanto:

1)d 2/V7d
)§+x+; = 3 log(+x+2) - %% /m -

I =2log|x| +log|x—1|+ ﬁ + %log(x2+x+2)— % arctan(z"tl) .

Ej. I= [ % dx= [(x—1)dx+ [ ﬁé)(}c% dx [de nuevo las raices eran sencillas].

w4 A B AGH)E24BG )2 Clt) ()
(1) (x+2)(x—2) — x+1 " 42 " x—2 (1) (x+2)(x—2)

Cuando haya tantas raices reales, mejor que igualar coeficientes se hace x=a para cadaraiz a:

x=—1—=-3A=3A=—-1; x:—2—>4B:2,B:%; x=2—=12C=6,C=5

— I=1x* —x—log|x+1|+ 1log|x+2| + S log|x—2| = 1 [x _szOg} - I‘]

[Para hallar las primitivas de las fracciones simples mds complicadas [ m
se utilizarfan férmulas de reduccién como la propuesta en problemas].
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Cambios de variable:

Supongamos que buscamos una primitiva de [ f(g(x))g’'(x)dx (con fy g’ continuas). Si F es
una primitiva de f, por la regla de la cadena: (Fog)'(x) = F'(g(x))g' (x) = f(g(x))g'(x) . Asi
pues, Fog es la primitiva buscada. Basta pues integrar la f y evaluar el resultado en g(x). Si
lo que queremos es la integral definida entre a y b su valor es F(g(b)) — F(g(a)) . Por tanto:

JF(e) g (x)dx = [ f(u)dul,_, 5 [2 F(2() g (x)dx =[5 f(u)au

En la practica se suele usar la notacién de diferenciales: se escribe u = g(x), du = g'(x)dx
y si hay limites de integracion es facil recordar que: x =a —u=g(a), x=b—u=g(b).

En algunos casos la g’(x) aparece explicitamente y es claro el cambio que hay que hacer:

Ej. [sen?2xcos2xdx=[u=sen2x,du=2cos2xdx] =% [uldu = éu“ = %sen42x.

[en casos tan sencillos no serd necesario escribir la sustitucion, es facil ver a ojo que
sen*2x es casi la primitiva; derivindola mentalmente se ve que falta el 1/8].

. 5 dx u=logx, du=% _ log5 gu _0—
Ej. [ xlogx—[x:e%uzl,xzsg,;:logj- = Ji o % =log|log5| -0 =log(log5).

[podiamos haber calculado la primitiva olvidando limites de
integracion y sustituir al final, una vez deshecho el cambio].

Ej. [e'ver—ldx=[u=e',du=e"dx] = [Vu—ldu=2[u—1]"2=2[es—1]*/%.

u = chx, du = shxdx
sh?x = ch?x — 1

= —u?e ™ +2 [ue “du+e " = [partes] = [1 —2u—u’]e ™ +2 [e “du = —[1 +2u+u]e "

= —[1 4+ 2chx+ch®x]e~chx,

Ej. [sh3xe "¥dx = [ ] = [[u>—1]e "du = [partes]

u = sh’x
dv = shxe ™ M¥dx
= [partes] = —sh?xe~ " —2chxe™ M 42 [ shxe™M*dx = —[2 +2chx+sh’x]e~h¥ ).

(o partes directamente: [ sh3xe™Mdx = [ ] = —sh%x+2 [ chxshxe™ M¥dx

Pero en la mayoria de los casos no es tan evidente el cambio ni hay una clara du. La forma
del integrando puede sugerir hacer algiin cambio u = g(x). Para obtener entonces la f(u) se
despeja la x en funcion de u, se calcula el dx y se sustituyen x y dx en la integral (sin
olvidar el cambio de limites de integracidn, si los hay):

Ej. [, cos/xdx = [u=/x,x=u?, dx=2udu,x=4 - u=2,x=9 - u=3] = 2[5 ucosudu =

[partes] :2[z4senu]%—2f23 senudu = 2[usenu]3 +2[cosu)3 =2[3sen3 —2sen2+cos3 —cos?2] .

Ej. [Ve—Tldx=[u=e",x=logu,dx=2%]= [V lgy=[\/u—T1=z,u=7>+1, du=2zdz |
=2 f%dz: 2[[1- ﬁ]dz =2z —2arctanz = 2v/e*—1 — 2arctan/e* — 1

[con un poco mas de vista podriamos haber hecho directamente z = +/e*—1 acabando antes].

[En los cambios de variable las funciones f y g’ deben ser continuas. Si g’ aparece explicitamente
es facil ver que es asi. Pero si no aparece se nos podria olvidar y cometer errores].

La préctica sugiere qué y cudndo sustituir. Para tipos concretos de funciones (trigonométricas,
con radicales...) hay cambios tipicos que se sabe que dan buen resultado (los veremos a conti-
nuacién) y que suelen llevar a la integracién de funciones racionales de las que hemos visto.
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Primitivas de funciones trigonométricas
[Aparecen muy a menudo, ya que estdn muy ligadas a la integracién en polares].

Para integrar [R(senx,cosx)dx, con R funcién racional en senx y cosx, existe siempre un
cambio [u:tan 3 ] que la lleva a una racional, pero veamos antes una serie de casos mds féciles.

[sen™xcos"xdx
k
. . sen?**1 x = senx(1 — cos’x)" y se hace u = cosx.
Si m 6 n son impares: 2ktl 5
cos““ ' x =cosx(1 —sen°x)" y se hace u = senx.
Si m y n pares, se escriben en funcién del dngulo doble: sen’x= % , cos’x= 1“75’52* .
: 2 2 2 2_ 4 1 |
Ej. [sen’xcos’xdx = [(1 —senx)sen’xcosxdx = [u = senx] = [(u* —u*)du = § sen’x — £ sen’x.

0 a0jo

sen 4x

Ej. [cos*xdx= 1 [(1+cos2x)?dx=§ [dx+3 fcos2xdx+ J(1+cosdx)dx = 3y osende g

La integral general | [R(senx,cosx)dx | se convierte en cociente de polinomios haciendo:

, si R es impar en senx [es decir, si R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx) ].

, si R es impar en cosx [es decir, si R(senx,—cosx) = —R(senx,cosx) ].

= = ] i R senscost) = Rsencont)
u=tanx | [COS“x = 1.5 ,dx= {5 |,si (—senx, —cosx) = R(senx,cosx) .

u=tany [senx: li” ,COSX= 17 ,dx= zf“ ] para cualquier R [dltimo recurso].
. senxdx __ _ _ du __ 1 du 1 du _ 1 _ cosx—1
Ej. senx f T—cos2x [u=cosx]= f w2—1 " 2 u—1  2J url — log ‘ u+1 ‘ log cosx+1
_ _ X7 _ [ 2du/[14u”] 1+u?] _ rdu x
O de otra forma: [ 4 seny — Lu=tanj | = [ ZiG—0r = [ < =log|tan3].

[Ha salido tan facil por casualidad; las dos expresiones de la primitiva deben coincidir
salvo K arbitraria (con pocas cuentas se ve que son iguales)].

c d _ d _ 1+u%) du d
Ej. | oiion =) i = [u=tanx] /7[ [1+]142 J % + [udu = log|tanx| + § tan’x.
a . dx _ senxdx u=cosx du _ 1/2 1/2 _1_ 1
Mas largo: [ cos3xsenx =/ cos3x[1—cos2x| =/ wWuH]u—1] — / wh “ 3] du

= 3log|1—u?| —logu+ 5y = log|senx| —log|cos x|+ 71+

[Peor todavia seria hacer u = senx (también es impar en coseno) 6 u = tan% ;

2,3
por ejemplo, con el dltimo cambio queda la complicada primitiva / % du ] .

Y Y S _ o du 7 _ (" du_ _
Ej. /0 I+cos?x [Lt = tanx, dx = 1+u? ] _/O 24u? 0 1 1
. . . .. 172 I 1+cos?x
[resultado evidentemente falso: el integrando es siempre positivo

5 P z 0,0 ° T
y la integral debia ser un niimero positivo. No olvidemos que en

los cambios de variable las funciones f y g’ deben ser continuas. El cambio hecho (clésico, como
hemos dicho, para este tipo de integrales) es valido s6lo hasta % ; si es cierto que

arctan(%)‘o =52 5 [F= %ﬁ

/’”/2 dx _ _ [T du_ _ 1 [ _1N2du_ _ 1
o l4cos?x b 2+uZ V2 ) 1+[u/\[]2 V2

pues el integrando es simétrico respecto a x = 7 . Al o que nos ha aparecido (que como siempre
representard un limite) le daremos mas seriedad cuando estudiemos las integrales impropias].
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Primitivas de irracionales
(las mds simples; R funcién racional de x y de la raiz que se indica).

f R(x,vax+b ) dx | se convierte en racional haciendo u = v/ax+b .

— 1/4 4_q
Ej. [x[14x]4dx = u=[1+2] 7", x=u }:f4(u8—u4)du: 4l _ % = ‘91[1+x]9/4— 14154,

dx = 4u3du
También se puede hacer por partes:
Jx[l+x]V4dx = $x[1 +x]5/% — £ [[1+x]/4dx = Ex[1+2]7/* — 18[144]°/4 .

=Vx—4, x=u+4 ,fl 2udu 12(u 2+2 du fl 2du +f Adu
Ej. xX— 4V dx =2udu —J0 2—quta —J0 T (u—2)2 0 u—2 TJo (u—2)2

=2log|u—2||y — ;25| = 2(1-log2) .

f R(x, va*—x? ) dx | se convierte en trigonométrica haciendo x = asenu .

Ej. f\/4—x2 dx=[x=2senu,dx=2cosudu ] = f4coszudu =2u+sen2u
=2u+2senuv/1—sen’u =2arcsens +35v4—x?.

f R(x,v/x?+a ) dx | se convierte en racional haciendo u =x+vx>+a,

puesto que (u—x)*=u?—2xu+x> =x*+a— x=4 — £ — dx = (5+5%)du.

(El cambio u = v/x2+a no sirve de nada pues vuelven a aparecer raices al despejar la x )

_ 14 _ 2du u
Ej. /x o [u=x+V2+1,x=%1 dx= 7 du]—fuz =log| +1| log‘Hﬁ‘
Ej. / xdx  — /3241 [ja ojo!, antes de ponerse a calcular a lo loco, miremos si es inmediata].

[Las primitivas con raices v/ ax?+ bx+ ¢ se reducen a las dltimas completando cuadrados] .

. . )3 . s 3 .
Recordamos que si las raices son mds complicadas (como vx34a 6 vx%+a), las integrales, son, en
general, no calculables. Esto no quiere decir que alguna, en particular, no lo sea:

Bj. [t = [r=xt] = {f Jig = [u=ViFT] = § [~ Ddu= 5§ = {2+ T

[Pero no se podria hallar la primitiva de / \/% ] .
+

Otro tipo de primitivas que se convierten en racionales mediante cambios de variable son:

f R(e*)dx |, siendo R funcién racional de e*.

. . : R
Haciendo u = ¢e* se convierte en la racional [ % , pues dx = %

Te% —/ 1+u2] / lf’f;c du—/d” 1+uu2 :logu—%log(l—i-u )=x— —10g(1+e2x)
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5.4. Integrales impropias

La integral la hemos definido para funciones f acotadas en intervalos [a, b] finitos. Extendemos
la definicion, primero para intervalos de integracion no acotados [a, ) 6 (—eo,b] . Como siempre
que aparece un o aparecerd un limite en la definicion:

Supongamos que |, ab f existe paratodo b>a . Siexiste el bh’m i) ab f selellama integral
—yo0

impropia de f en [a,), se representa por [ f 6 [ f(x)dx y la integral impropia

Def. se dice convergente. Si [° f no es convergente, se dice divergente.

[Andlogamente se define [*__ f = lim Wl

[La integral entre a y b existe Vb, como sabemos, si por ejemplo f es continua (o continua
a trozos) en [a,o0) ; como para cada b la integral es un nimero, tenemos una funcién de b y
tiene sentido hablar de su limite cuando b — oo; este limite (el valor de la integral impropia)
serd otro nimero si la integral converge].

s [ dx . b dx p 110 p 1
Ej. E=1lm/|;, S=1lim|—-|, =lim|{l—+|=1.
J fl x2 b_mfl x2 b_m[ ]1 b—}oo[ b] Y — ~ deja un drea
[la integral es convergente y su valor es 1]. 1/x ™" infinita debajo
- ]1/)(2
Ej. [ % :}711_1)1010 [logx]ll’ = blﬁx;[logb] diverge. 1 \\ sreac

En general, | || fo % diverge si s<1 y converge si s> 1 [hacia 3%1 ]

[es inmediato comprobarlo; para los mismos s converge la [~ % Ya>0, pues
I f e [ son dos funciones de b que s6lo difieren en la constante [ ]

Jo e®dx |= 1 1im (65 = L tim [e® —1] ’ converge si a< 0 ‘ [hacia —1] y diverge si a>0.

b—roo a b—sc0

[Se suele abreviar [e*]; en lugar de Jim [eax]g ; pero no olvidemos que es un limite].
—00

Aunque no sepamos calcular la primitiva podremos, en bastantes ocasiones, determinar si es 0 no
convergente (como ocurria con las series; incluso teniamos un criterio integral que relacionaba
unas y otras; los criterios de convergencia son muy parecidos).

Criterios para funciones positivas (los damos parala [, ; son andlogos para fi’w )

En todos suponemos que las funciones que aparecen son integrables en [a,b] Vb .

Teorema:

Si 0< f(x)<g(x) para x>a, [°g converge = [~ f converge,e [ f< ["g.

¢ 0<Fb)=[lf<[lg<[’gVb>a=

if

K F (D) creciente y acotada superiormente = F(b) tiene limite si b — oo
2 b (la dltima =- se prueba como en las sucesiones).
fg I ) [El teorema dice también que I f diverger'lte = [ ; g .divergente,
e desde luego; pero como siempre, en este tipo de criterios, de que
a la pequeiia converja o de que la gorda diverja, no se sigue nada; e

insistimos en que es para funciones positivas: si una f cualquiera es menor que otra de integral
convergente, no tiene que converger su integral, ya que podria irse a —oo |.
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Las comparaciones con < son siempre mds complicadas que las hechas por paso al limite:

Teorema:

Si f y g son positivas para x > a y lim % = ¢ finito, entonces:
i

Si ¢>0, [~ gconvergente < [ f convergente.

Si ¢=0, [ gconvergente = [~ f convergente [es decir, [, f diverge = " g diverge].

Si ¢>0,para x>M es §< % < ¥ = 0<5g(x) < flx) < ¥g(x) y podemos
aplicar el teorema anterior. Si ¢ =0, para x > M es 0 < f(x) < g(x) y de nuevo el
teorema. Ademds estd claro que [;; f converge < [ f converge.

Si el integrando f no es positivo, como en las series, conviene considerar el |f] :

[ f se dice absolutamente
integrable en [a, o) |.

0<f+Ifl <2If| = [ [f+|f]] convergente = [ f= [ [f+|f]] — [; | f| convergente.

Teorema: | [ |f| convergente = [° f convergente

. © Nogx|? . . logx]? o .
Ej. /3 @dx diverge, pues si x>3 es @ 2% e I % diverge.

Por paso al limite debemos utilizar la parte con ¢=0 ya que logx no se parece a ningin x* :
1/x
[lOgX]z/X x~)oo

logx]

e f37 9 dx divergente = [3° dx diverge (mayor que divergente).

También nos bastaba la definicion: [5° @dx = %[logxﬂ;o — 0.

. o . \x 1
Ej. —Xdx  Cyando x —> oo, X ~ L esdec:1ru—>l
L 0 Vx0—x+1 Va1 P2 [ /632 e ]

Como [;° x}% converge, la dada también (no sabemos a qué nimero).

R — S =22
Ej. [,"e " dx (sin primitiva elemental) converge, pues —

2 = —
=e" — 0e [; e “dx converge.
X—o0
. . . 2 .
O bien, por desigualdades: si x > 1 es e <e ™ y de aqui:
e = i =
Ji e *dx converge (< [, converge) = [; e ¥ converge (< [, converge).

. . oo 2
[con técnicas de integrales dobles se puede ver que [; e ™ dx = %\/ﬁ ] .

Ej. [sentdx ~ [” % divergente [pues lim sen(l/x) — ygim sent — 1] = la dada diverge.

1/x 1—0+ !
: “ senx senx o dx 1
Ej. /0 125 dx es convergente pues | e <4 +x3 e Jo i converge (~ & cuando x — e ).

Ej. Aplicando la misma idea a [;° %dx no podemos concluir nada, ya que [, % diverge.

Pero 7 8% dv= [+ [+ = T ax, donde V\ ................. i
—
km Isf/rl;X|§f(];<ﬂl dx __ [\/ﬁ_\/ﬁ] /\ ; /

|ax| = (k—1)m

- x —

La serie es alternada, decreciente y con a; — 0, con

lo que por Leibniz converge (y por tanto la integral). sen(x’)
De aqui deducimos que - V2
Josenx?dx=[t=x*1= [ %dl también converge. \/ \J \J

(ja pesar de que f(x) no tiendea 0 si x — oo ! [esto no es como en las series]).
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La segunda extensién de la definicién de integral es para f no acotada en un extremo del
intervalo:

Supongamos que ftb f existe paratodo ¢ € (a,b] . Se define | ab+ f= h’mJ;b f siel limite
t—a
Def. | existe y en ese caso la integral impropia se dice convergente.

[Anélogamente: fabff = lim ifl.
1—b~

(Envez de a™ y b~ suele escribir a y b; no olvidemos que la integral es impropia).
[No se pide que f esté acotada en (a,b], ni siquiera que esté :
definida en el punto a; para que f sea integrable en [t,b], i
debe, desde luego, estar acotada en cada intervalo de esa forma; E P
por ejemplo, si f es continua en (a,b] se tiene, para todo ¢, i
garantizada la existencia de la integral de f en [t,b], aunque el | a
limite puede no existir y divergir la integral impropia].

Ej. f01+ % = lim fll % = tl_l)I(gl+[% — 1] no existe (la integral impropia diverge).

Ude _ o[y _
Jo+ Ui = lim [2—24/t] =2, converge (y su valor es 2).

En general, se ve facil que | [ f+ [xi); F e [ [ai); [ convergen si s<1 ydivergensi s>1.

( [x—a]’ tiene sentido para x<a si s=1,2 ... ;si s=1 6 s=7 la funcién no estd definida).

Para este otro tipo de impropias existen criterios de convergencia totalmente andlogos a los
vistos para las del primer tipo. Resumiendo (las de a*) y sin demostraciones:

Teorema:

Sio<f<gen (a,b], fa}lg convergente = f;lf convergente e f;ﬁf < f:+g )

Sean f,g>0 en (a,b] y seafinitoel Iim % = ¢, entonces:

x—at

si ¢>0, fab+ g converge < || jl f converge; si ¢=0, f;l g converge = fab+ f converge.

b+ convergente = b+ convergente.
Ja g p g

. 2 2
Ej. f01+ Cx%% dx converge, pues 0 < €3 < ﬁ e Jor ﬁ converge (o porque

2/ 3/4
cos“x/x N )
1/x34 x—0F

Ej. f27+ dx_ diverge, pues se parece cercade x =2 a f27+ % divergente:

x3 -8
-8 _ 1 1 Hobi
/ /“[;72} = T O, 12 (o usando L’ Hdpital).

Ej. f03+ Sé% _Cercade 0 el senx ~ x: l/ls/e;x x:)g 1. Como f03+ % diverge, la dada diverge.

Ej. La [;} Se%dx de antes, no plantea problemas en x = 0, a pesar de anularse su denominador,

pues se parece cerca de 0 a /x que no sélo converge, es continua.

Ej. f01+ (logx)?dx es convergente, pues % = (x'/*logx)? —(>)+0 (lo sabemos desde 4.5),
X—

con lo que la nuestra es mas pequefia que una convergente. Y podemos hallar su valor:

[ (logx)2dx = x(logx)? — 2 [logxdx = x(logx)?> —2xlogx+2x = [+ (logx)?dx=2.
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Hay otras integrales que retinen mas de un tipo de impropiedad: [©_, [, fa+ .

Cada integral de estas se dice convergente si, dividido el intervalo en subintervalos tales que en
cada uno de ellos haya una tnica impropiedad, todas las integrales resultantes convergen. Por
ejemplo, si f es continua en todo R:

[=.f converge < [ f e Jo f convergeny suvalores [©_f= [0 f+ o f

[esta integral no se define como Jim ff’b f que podria existir a pesar de ser [~ f divergente;
—00
a ese limite de las integrales calculadas en intervalos simétricos [—b,b], si existe, se le llama
valor principal de Cauchy de la integral y aparece en matematicas mds avanzadas].
Ej. [~ senxdx diverge, pues [, senxdx = Jim [1—cosb]
—yo0
no existe (y tampoco existe f?m senxdx).

[Si existe el valor principal de Cauchy:

VP [ _senxdx = lim ff’b senxdx =0 (senx es impar)].

oo t ¢ o0 t arctanx/x-+x>
. Ji" es convergente pues comporta como [;” 43 convergente [ Ve aa

Ei j. oo arctan X dx

x+x2

(SIE}
P

X—yo0

arctanx 1 P . 1
Cercade O : ol ~ Tox con limite finito = f0+ converge.

Como convergen las dos, [; converge.
Ej. [o %= Jos + J7° diverge Vs : 3

Si s>1 converge la de oo, pero diverge la de 07, \
si s<1 ocurre al revés y si s=1 divergen ambas. i —

1/x2

L=

. 1 5 5 o o o
Ej. [, jﬁ% no es una integral normal y ni siquiera existe

1/x2

. . .0 - rl
como impropia, pues no convergen ni [, ni [, .
drea
o0

(Tampoco existe el VP de Cauchy de la impropia,
definido en estos casos por lim [ffl f+fb1 ). |

pero [;° diverge (pues ~ %)

2 X X
Ej. [77 = \/7 Ji+ converge (pues = e e 2@),

Por tanto, la inicial diverge (insistimos en que deben converger las dos para ser convergente).

x

= converge, pues lo hacen [y (tiene limite en x=0)e [;* (es 0 < =5 < )

Ej. f0+

Ej. I'(x) = [;°t* 'e~’dt . En x =0 converge si y sélo si x >0 (pues se parece a f(‘)”t"_ldt ).

: . o le t"+ 1 dt
En oo converge siempre: t,z T Ovxe [ 7 converge. La Jo_ inicial converge Vx> 0.

La IT'(x) (funcién gamma) deﬁnlda por esta impropia generaliza el factorial:
T(x+1) = [Priedt "= —pe ] +x [Fr e =xT(x) = si neN,
[(n+1)=nl(n)=n(n—1)I'(n—1)=n(n—1)---2-1-T(1) =n!, pues I'(1)= [y7e 'dr=1.

Ej. [57 L5552y . Plantea problemas en 0F, 1%, co . Para converger, deben hacerlo las cuatro.

ST / 1/2
1/2 4
fO* xlo)éx )}

Analizamos todas. En 0" : = log(|logx| —i —oo (diverge).
-0

En 1% ~ [ 45 =~ <5 (divergen ambas). En wo: < [ % (converge).
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5.5. Integracién aproximada

Como sabemos, funciones integrables pueden no tener primitivas elementales o exigir un cdlculo
muy largo. Pero en muchas ocasiones, s6lo se necesita el valor aproximado de una integral
definida (en otras, simplemente, cotas de dicha integral). Las U, y L, de 5.1 (y algin teorema
con desigualdades visto en ella) nos daban ya alguna (mala) estimacién, pero serd mas preciso
utilizar series de Taylor o utilizar las férmulas sencillas (sobre todo para los ordenadores) de
los trapecios o de Simpson que veremos al final de esta seccién.

Integracion de series de Taylor.

Estas series se podian derivar término a término (en el intervalo de convergencia). Veamos que
también se pueden integrar término a término en ese intervalo (de nuevo como si se tratasen de
’polinomios infinitos’). Esto serd consecuencia de los siguientes resultados:

Sea {f,} sucesién de funciones continuas que converge uniformemente
Teorema: | acia f en [a,D] . Entonces f f=lim f In -

n—yoo

Sea £>0. Existe un N tal que si n>N entonces |f(x)— f,(x)| < ;% paratodo x&a,b].
Sin>N, | [} f(x)dx—[7 fux)dx| < [ 1£(x) = ful@)ldx < [ s5dx=¢.

Este resultado es falso si la sucesion de funciones converge sélo puntualmente (el limite de las
integrales puede ser distinto de la integral del limite) como para la siguiente { f, }:

2n°x, 0<x<1/2n
Ej. fn(x){ 2n—2n%x,1/2n<x<1/n . o
0,1/n<x<1

La grafica de cada f,, es un tridngulo isésceles de altura n
sobre el intervalo [0,1] y vale 0 en el resto de [0,1]; el drea
encerrada por cada f;, es % para todo 7. El limite puntual de
las f, es f(x) = 0 para todo x € [0,1] ya que para cada x, a
partir de un N todas las f,,(x) =0 y f,(0) =0 Vn. Esté claro !
que {f, } no converge uniformemente y que se tiene:

1 ’ 1 1
0=Jofu# lim [y f=73. U1 13 112 ]

Como consecuencia inmediata de lo anterior, tenemos que:

Teorema:

Si i fn converge uniformemente hacia f en [a,b] entonces jab f= i jab fn

n=1 n=1

Ej. Como f(x) :i S converge uniformemente en todo R, es [y’ f = Z Jo o = i 7[2,121

,]3'

n=1

Y en el caso particular de las series de potencias concluimos:

Si f(x)= ianx” para x| <R =
n=0

Teorema: " o = 4 1 G2 @3 .
= an =qapx - 81 |x .
Jo f(t)dt ZOIO 'dt = Z,H'j]x’“r + 53X+ G+ |x| <R

Pues en [—x,x| sabemos que la serie converge uniformemente.
[Fuera de (—R,R) la serie no convergerd y no servird para aproximar niguna integral].
[El conjunto de primitivas de f serd, desde luego: [ f(x)dx = C+aox+ %4x*+ 5 O
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Ej. Calculemos aproximadamente fol senx’dx | (funcién sin primitiva elemental). Tenemos que:

X 200 (X2 1.6, 1,10 1,14 77,13 1.7 111 1 15 .
Josentdt = [§[t° — 52° + 518" — 5t - |dt = 30 — Hx' + x| — mepx o Y
1 27,1 _ 1 1 1
= Josent®dt = 3 — 3 + 330 — 7600 T
y podemos aproximar la integral con las sumas parciales de esta serie alternada decreciente:

fol ~ % = é ~ 0.3095 con error menor que ﬁ ~ 0.0007 < 1073
Jo =+ — 5+ 45 ~0.310281 con error menor que ~<kw & 0.000013 ~ 103

Jo =4 — L+ g — 7500 ~ 0.310268158  con error menor que gpg ~ 0.000000145 ~ 10~

_|_

La misma serie de potencias nos da la integral para cualquier otro x. Por ejemplo, si x = % :

(converge mucho mds rapidamente, pues
cerca de x=0 se parece mds el desarrollo).

También vemos que si x=+/27 (~2.51) la integral es positiva (como sospechdbamos en 5.2):

1/2 24 1 1 1 1
Jo'""sent®dt = 55 — 375+ 2703360 — 2A7TR60800 T

2/3 2 4 6
Sy sentdr = BHE (122 L 2 AT 4] x5 04[1-2.8243.54-2.4441.06-031+ ]
Las sumas parciales de la serie entre corchetes son: 1,-1.82, 1.72, -0.72, 0.34, 0.09, ... (todo va

mads lento ahora). Como es alternada decreciente (a partir de tercer término) su suma estd entre
dos sumas parciales consecutivas, con lo que la integral es > 0. [Para dar su valor con un error
< 1072 se ve que hay que sumar 8 términos (dos méds) y se obtiene 0.43 ].

Como disponemos de su desarrollo de Taylor, aparte de las anteriores aproximaciones, podemos
realizar otras operaciones en la que aparezca la integral, como, por ejemplo, calcular algtn limite
indeterminado:

. 3x [y sent?dt—x* o [x4fﬁx8+~-]fx4 . ﬁx8+o(x8) o
iﬂ% arctanx8 - ig’% x8— % x24 T Bro(x®) T 14

3 [§ sent?dt+3xsenx? —4x> i T Y e | o )
arctan 8x/ =0 arctan 56x0 :

(Por L'H mds largo: lim[1+x'°]
x—0

Ej. Encontremos cotas racionales de | [ = fol g|si|glx)= et (de primitiva no calculable).

Las cotas m4s sencillas, pues claramente 0 < g(x) <1,son 0= fol 0<I< fol 1=1.

Podemos mejorar la cota superior hallando el maximo de g en [0, 1] :
e><2.7 10

g (%) :2x(1—x2)e’)62 = maximosi x=1y g(1)=e ! = I< [je ! <e! G

Si comparamos en [0, 1] con diversas funciones integrables:

g) < = 1< %xﬂ(l) = 1 (mejor que la anterior)

<2.8
g(x) §xe_"2 = 1< f%e_"z](]) = %[1 —e ] °Z %[1 — %] = 2% (ain menor)

gx) <x%e® = I< —%e*’é]é =I[1—e"] < $[1— 19 = 2 (méds pequefia atin)

5 _ 12 . ) sl —1 50 _ 4
s zxe S 12 yatertde o = £2n42e ¥, =2 =58> 2 =2, = 5

Pero si queremos obtener cotas con la precision que necesitemos, lo mejor es usar Taylor:

_rlr,2 4,16 1.8 _ 1 1 1 1
[—fo [x —X +§x_6x +:|dx—§_§+ﬁ_§+vx
1 _1_2 _1_ 1,1 1 _176 .ol 1143 1
=3 5= 5<3 s5t@ " mmgm < <I< - <3-5typ=35<3-
2

el : 176 4 :
La cota inferior {5 es peor que la obtenida comparando, pero g;3 > 57 ya la mejora.
43

. p ~ iorac. 43 _ 3
Y la superior 57; €s mds pequefia que la menor de las anteriores: 75 < 17 -

[Con un ordenador se consigue mucha precision (I ~0.189472 ), nosotros hemos conseguido
s6lo deducir que % ~0.186 <1< 24—130 ~ 0.205 ; pero nos costaria poco sumar mas términos].
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Ej. Si | h(x)= g_. |» hallemos racionales que aproximen |/ = fol h | con error menor que 1072

Parece intitil aproximarla si podemos facilmente dar el valor exacto: = —log|8—x? H(l) = logg .

El problema es que, sin calculadora, no sabemos el valor de ese logaritmo. Pero por Taylor:
log(1+%) = % = %—l—ﬁ ... serie de Leibniz — I ~ 1 98 , con error < % <1072,

Podriamos también desarrollar primero el integrando y luego integrar la serie:

27 = §i 2/8 42[ R Y R R e i

El problema de esta serie (que, desde luego, debe sumar lo mismo) es que no es alternada lo
que hace menos facil y mecdnico estimar los errores.

Sumando dos términos / ~ <1072,

&, el error cometido es Z% %i 117"

_ 1
— 3.7.82
= 3.7-8

Ej. Dibujar la grafica de | r(x)= x)f*;ll y hallar, si existen, los x en los que la funcién | R(x)=[q r

con x€[0,00), alcanza sus extremos.

0 > s> N P s S | ooy 4B —5x*—5x+43]
reC”(R). r(fl?wo. r(x) 20sixz21./(x)= Tt 7 (x)= T

P =3x* —4x3 — 1 tiene 1 raiz positiva x, [+ — —] y 1 negativa x_ [++ —].
P(—1)=6,P(0)=—1,P(1)=-2,P(2)=15 = x_€[-1,0] y x;+ €][1,2]
= r decrece hasta x_, crece hasta x; y decrece a partir de entonces.

x=—1 inflexién; en x=0 no hay (no cambia de signo " ); los otros puntos de inflexién los
darfan las raices (ya no hay mds enteras y negativas sélo la —1) de 3x*—8x>+8x> —8x+3
(se pueden hallar haciendo z = x+ % )

Valores: r(—2) = _137 ,r(2) = % i
r(—1)=—1, r(0) = —1 (Rolle confirma x_ );

F(=1)=-3, 7(0) =1 (otra vez x_).,...

A la vista de la graficade r: R decrece si 0<x<1 [afiadimos dreas negativas] y luego crece
[lo mismo se deduce del signo ya analizado de R'(x)=r(x) ]. El minimo se da, pues, si x=1.

Aproximemos el valor de R(1) desarrollando por Taylor el integrando, que si |x| <1 es:
1)1 —x* B = —lxt =S =B D =14l bl L L L
En principio, quizds no podamos integrar hasta 1, pero parece ir bien, pues la serie converge:
S1=—1<8S5~—-0578<-- <[ <---<§~=—-0401<S3=—-03
Podria no haber mdximo de R en [0,0). Si [;” fuese divergente (que no lo es, pues r(x) ~x~3
en el , R tenderia

hacia I + 1, > 0 (valor que no alcanzaria); y si converge hacia un I, < |I;| entonces el maximo
se alcanza en x=0 (y vale R(0)=0). Veamos que esto dltimo es lo que sucede realmente:

r>0 en [1,00). El criterio de comparacién por desigualdades da cotas féciles de la impropia:
= [~ € 1 .
L= r<f1 77 = [arctan?] T = 3[Z — 5] = F <04, 0 bien:
1 17 _1_1 1
L<fi=l-mli=1-3=

R(x)x:)m fo f—i—f{x’f =11+, <0, segiin las cotas halladas = el maximo es R(0).

< 0.17 , bastante mejor cota.

[Con esfuerzo podemos hallar la primitiva R (el denominador lo factorizamos en 1.5):

X 2)
R(x) :/0 m =-..=arctanx’— % log %—? [arctan(xv/2 +1)+arctan(xv2 —1)]

y el valor exacto de ambas integrales. Con calculadora obtenemos: I} =~ —0.474, I, =~ 0.149].
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Foérmulas de los trapecios y de Simpson.

Para aplicar cualquiera de estos dos métodos no necesitamos la expresiéon analitica de f; nos bastan
algunos de sus valores [situacion que experimentalmente se presenta a menudo].
Trapecios:

o e ge . b7 _
Dividimos [a,b] en n partes iguales de anchura > ¢ =h.

-a+k+1]h .
asrh J tomamos el drea del

trapecio T de la figura: 2[f(a+kh)+ f(a+[k+1]h)].

o f(a+kh)
Como aproximacion de

f(a+[k+11h)

Entonces | f f serd aproximadamente igual a la suma
de las dreas del los n trapecios:

Ji f = 31F(@)+ flath)] + 5 [f(a+h) + f(a+2h)] +---+ §[f(a+ [1—1]h) + f(a-+nh)],

1 2 2 2 - 2 1

JPF b f(a)+2f(ath)+2f(a+2h) + -+ 2f(at+[n—1]h) + F(b)] . -
Simpson:
Una aproximacién mejor se tendrd si, dividido [a,b] en un nimero par n=2m de partes iguales de
longitud h = bn;" = bz;m“ , en vez de sustituir cada trozo de f por una recta, la sustituimos por la pardbola

que interpola la grifica de f en tres puntos consecutivos:

xo =a+kh, x; =a+k+1lh=xo+h y xo = a+[k+2]h = x0+2h,
es decir, por el polinomio: Q> (x) =Ag+A;(x— xo) +Ax(x—x0)(x—x1) ,
con: Ag=f(x0), A1 =3[f(x1)—=f(x0)], Az =52 [f(x2) =2 (x1)+f (x0)] .

Integrando Q5 se tiene tras algunos célculos: | ).<0 X, >'<2
[k+2]h X
JEIEA s 2002 ) (x)dx = 2hAg + 21°A1 + 2PA; = 1 [f(x0) +4f (xo+h) + f(xo+2h)]
Y sumando las m integrales anteriores obtenemos: al oo o o lb

J2f L[ f(a)+4f(ath)+2f(a+2h) +4f (a+3h) +2f (a+4h) + - +4f(a+[n—1]h) + £(b)]

Si se quiere utilizar con seriedad un método numérico se debe hablar del error cometido. Demos algtin
resultado sin demostracion. La estimacién por trapecios es exacta si f(x) es una recta, funcién con
f"=0.No es de extrafiar que el error dependa de f” . Puede probarse que:

Si |f"(x)| <M, para x € [a,b] entonces: | |error| < &5 (b—a)Moh?

Se prueba que Simpson es exacto si f(x) = a+ bx+cx*> +dx® y que:

Si |f™(x)| <My para x € [a,b] entonces: | |error| < 1&5(b—a)Msh*

Se ve que ambos métodos mejoran, como era esperable, cuando # — 0, mas rapidamente Simpson ya que
h* tiende mds fuertemente a 0 que h? . Como las cuentas a realizar en ambos casos son casi las mismas,
serd mejor acudir a Simpson si tenemos que aproximar una integral (hay métodos mucho mejores, pero
también mas complicados).

Ej. Poco practico, para comparar y ver si funcionan los métodos. Aproximemos fol ;f;‘z (=m):

Trapecios: h=1,n=2:[] ~ 3[1+24+] % 3.1
4
8

'
+
&}

Sz
_l’_
2
l\)

“\m

u-u;

+3] ~3.1312

Simpson: h:%,n:2:f01
1
h=3
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Comparemos ahora los nimeros que nos da trapecios y Simpson con los obtenidos por otros caminos en
los ejemplos anteriores de esta seccion:

Ej. Calculemos aproximadamente fol senx’dx | (ya estimada utilizando Taylor):

h=1 T [} ~1[0+2sen] +senl]~ 0334 S. [} ~ L[0+4sen] +senl]~0.305

h=73 T Ik ~ £[0+2senx +2senj +2sen; +senl] ~ 0.316
S. fol R~ ﬁ[0—1—4senli6 —i-ZSen% +4sen% +senl] & 0.3099
h:é T.folz1—12[0+256n%+ZSen$+~~+sen1]z0.313

S. Jy ~ &[0+4senk +2send +--- +sen1] ~ 0.310205

h=1s T [y ~03105 S. [y ~0.3102683009

1 1
h=1o5 T Jo ~ 031026839 8. [ ~0.3102683017
[estos dltimos valores exigen, desde luego, o una enorme paciencia o un ordenador].
Como f”(x) = 2cosx? —4x?senx? , f*)(x) = (16x* — 12) senx> — 48x*>cosx? , en [0,1] es

If"] <6, [fW)] < 4)4x* — 3|+ |48x?| < 60 — |error T| < 1h% ; |error S| < 34

[Para aproximar la integral de 5.2, fo\/ﬁ sent?dt , Simpsoncon n =2y n=4 da,
respectivamente, 1.67 (la grafica se parece muy poco a una pardbola) y 0.42].

Ej. Para otra integral aproximada con Taylor | I = fol e dx , Simpson da muy buenos resultados:

n=2 - I~t0+e /4 +e1120.191
n=4 - I~ 5[0+ e /104 Jem1/4 4 2e79/16 1 e711 % 0.18951 1.

[Lo largo de Simpson es acotar el error (tampoco sabemos con Taylor si sale serie no alternada)].

Ej. Hallemos también con estos métodos algtin racional que aproxime | [ = fol h, h(x) = ﬁ

Probablemente Simpson darfa un error < 1072 con ya con h = % , pero necesitariamos acotar la AN
lo que es largo. Probemos con Trapecios que hay que derivar menos:
I 84x> g X[2444 1" < 100 100 72
h _2[8—)(2]2 ,h =4 §] —en [0,1] es || < = lerror| < ramh” —

basta tomar h =3 — I ~ [h(0)+2h(3)+h(1)]

%[0—1—%4—%] = 45394 con error < 1072,

. P . . ol  x—1
Ej. Por dltimo, aproximemos con Simpson | I} = [, r |, parala | r(x) == ~1 |-

Tomemos h=1: I, = fol rat[—1-440] = -5 ~-0.480 (sin cota del error).

Nuimero coherente con las cotas que calculamos con Taylor:

Ss~—-0518<--- <1 <---<§7~—-0401,

Y bastante parecido al ‘exacto’ obtenido con la primitiva y utilizando la calculadora: I} ~ —0.474.
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5.6. Aplicaciones

Areas planas

Ya vimos que la integral no es exactamente un drea, sino una suma de dreas con signo. Por tanto,
para hallar el 4rea encerrada entre el eje y=0 y la gréfica de una funcién f habra que sumar las
integrales de f en los intervalos en que esté por encima del eje y restar las integrales cuando f
quede por debajo. Esto es equivalente a integrar |f| . Asi:

Ej. Hallar el 4rea de la region encerrada entre el eje horizontal y la grafica de f(x) = x> —x.

Area= [',|f] :ff’lf—folffi:ar—zfolf:2f01(x—x3)dx:%

mp.

[la fil f (que es O por ser f impar) no representa el area sombreada]. /_ 1

Ej. Determinar el drea de la regién acotada por los ejes y la grafica de
h(x)=tan(x—1) [la de tanx trasladada una unidad a la derecha].

tany i
0 :

Area = [ |h| = — Jy tan(x—1)dx = log| cos (x—1)| ]§ = —log(cos 1) >0 iyt 2

(porque cos 1< 1; las dreas deben salir siempre positivas).

Mis en general, el area comprendida entre las graficas de f y g en el intervalo [a,b]

viene dada por ff |f—gl

Ej. Determinar el drea de la regién encerrada entre las grificas de f(x) = x> —2x y g(x) =x.
Las gréficas se cortan si x> —2x=x < x=0(y=0) 6 x=3 (y = 3).

En [0,3] la grifica de g estd por encima de la de f, por tanto:
A=[Jlg—f1=J5(Gx—xP)dx=3. x=1-V

O bien de otra forma (mas complicada en este caso, pero mejor en

otros), integrando respecto a y: y=x> —2x < x=1+/IT+y —

A= 1+ VT — (1 —TFy)]dy+ f5 [1+/TTy —y] dy

2715
= [0+ + 32 -3 |

=9
=3.

Ej. Hallar (sin calculadora) con un error menor que 0.04 el valor aproximado del 4rea de la region
acotada por la grafica de h(x) = arctanx? y la recta y = 2.

hpar, h — %,h’(x)zlzx (crecesi x>0) — w2
x| o0 R el Dttty

. h
corta y=7% si x=+1— Area=% —2 [} arctan(x?)dx. \ /4 /

Hallar la primitiva es posible pero largo:

— 2x2dx = ooo
1+

[y los log y arctan del resultado no podriamos evaluarlos sin calculadora].

Jarctan(x?)dx = xarctan(x?)

Trapecios o Simpson dan valores desconocidos del arctan (y seria largo acotar el error). Mejor
es integrar el desarrollo de Taylor [se puede llegar hasta x=1] y usar la serie alternada que sale:

1
2y [xz—%x(’—&-%xlo—%x“—i----]dx:%—%—I—%—---%é conerror<%<%:0.04.

Por tanto, Area =~ 1.571 — 0.571 = 1.00 con error < 0.04 (con ordenador: Area ~ 0.974991 ).
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Areas en coordenadas polares.

Un punto P del plano de coordenadas cartesianas (x,y) se

puede describir ademds por un par de coordenadas polares Yo :
(r,0) siendo r ladistanciade P al origeny 6 el dngulo en m+arctany
radianes comprendido entre el semieje de las x positivas y :

la semirrecta que une el origen con P . Unas coordenadas se /
pueden obtener de otras utilizando que:

x=rcosO,y=rsen6 <> r=1/x2+y>, 6 =arctan® [+7x],si 6 (—%,%) [0€(Z,3F)].

B=arctiny
X

mo el drea de un sector circular de radio r y dngulo 6 es r26/2,si

m,%AB y MIEAG — ):m%AO < dreade R < ZM,%AG. Como estas
son las sumas inferior y superior de f2 en [a, 8] deducimos que:

Areade R = %ff [f(@)]zde

Ej. Hallar el 4rea de la regién acotada por la curva r =3 +cos 8 .

A=1[73+cos0]2d0 = [F[L) +6cos0 + L cos26]do = 9%

Para hallar el drea de una regién R como la del dibujo, acotada por
las semirrectas 6=o, 6= ylacurva r=£(6),con f(6)>0,di-
vidamos el dngulo B—a en n partes iguales (de longitud A6 ). Co-

my 'y M son el minimo y el mdximo de f(6) en cada sectorcillo,
se tiene que el drea de cada uno de ellos estd comprendida entre

R no es el circulo de centro (1,0) y radio 3, con drea 97 y expresion
en polares: r2—2rcos0—8=0— r = cos 0+ cos2 0 ; la curva dada
en cartesianas es muy complicada: x* +y? —x = 3/x2 + 2.

De forma similar a las del 4rea en polares se prueban las otras férmulas de la seccién:

Longitud de la grafica b 2 fx) longitud=L
de f enelintervalo [a,b]: L=Jay 1+ @) dx | ’-{

(Lo natural es probar la férmula estudiando las ‘integrales de linea’). |

a b

Ej. Hallar la longitud del tramo de pardbola y=x? que une los puntos (0,0) y (1,1).
L=J3 VI+ a2 dx=[u=2etVTa2 | = L [T S0 gy 5 1 o8 20V5) o g8

Ej. Probar que la longitud L del tramo de y=x> que une (0,0) y (3, %) cumple %<L<l%.

y=32=L=[, V2 /T 9 dx (primitiva no calculable). y=x3
=il 1/2 1 Q 81 ... il9x% <1 1 5/4 f
Fx)=[1+9x] +3x xlj; si |9x*| < <:>|x|<\/§ I . X
9 9 E
= L=[+ 0 =g+ 1) =3+ —qmm 72

[valido por estar [0, 1/2] dentro del intervalo de convergencia]. La
serie de L es decreciente y alternada a partir de segundo término

oS <SS =108

172

De otra forma (la integral puede describir el drea limitada por f en [0,1/2]):

drea rectangulo = % < L area trapecio = 19—6 [es facil ver que f es convexa en ese intervalo].

[La acotacién L > 1/2 era clara geométricamente antes de hacer ninguna cuental.
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Volimenes (sencillos):

El instrumento natural para calcular volimenes son las integra-
les multiples del cdlculo en varias variables, pero para hallar al-
gunos bastan integrales de funciones de una variable.

Volumen de un sélido que se extiende desde x=a hasta x=5b,

conocida el drea A(x) de cada seccién plana: | V = [’ A(x)dx

Ej. Un solido tiene base circular de radio 2. Cada seccién producida por un
X plano perpendicular a un didmetro fijo es un tridngulo equildtero. Calcular
el volumen del sélido.

A(x) = drea tridngulo de base 2v/4—x2 =+/3(4—x%), V=2 [§ A(x)dx = %

2
En particular, volumen de un sélido de revolucion engendrado
al girar en torno al eje x la regién comprendida entre la grafica
de f (f(x)>0)yeleje x en [a,b]. El drea de cada seccién
[circulo de radio f(x)]es

A(x) = zt[f(x)]>. Portanto, | V =7 ["[f(x)]*dx

f(x)

Ej. El volumen obtenido al girar la region determinada por
g(x) =1 yeleje x enelintervalo [1,5], b>1 es

Vp = ﬂfll’[%]zdx = 7t[l — }]. Observemos que Vj, T
—yo0

el volumen del s6lido infinito es finito (impropia convergente).

Valor medio de una funcién en un intervalo; se define:| M= ;L [ f f(x)dx

O\

(si f >0, eslaaltura de un rectdngulo de base b —a M N
y area igual a la limitada por la grafica de f)

a b

2w Ej. Hallar el valor medio de f(x)=Asenwx en el semiperiodo [0, Z]:

T/
| \./ M=2 Ow/”A senwxdx = 2 (el valor medio en [0, 27] es 0).

T

Trabajo de una fuerza variable: un punto se mueve en el eje x sometido a una fuerza f(x)
funcién sélo de x. El trabajo realizado por f para mover el punto desde a hasta b es

T = [ f(x)dx
0 —» Db

Ej. El trabajo preciso para estirar un muelle una longitud » desde su
posicion de equilibrio es fé’ cxdx = %cbz. w |

T

Sea una varilla de densidad lineal variable p(x) que ocupa desde a hasta b. Su masa m, su
centro de gravedad x* y su momento de inercia / respecto a 0 son:

m=[lpx)dx , x* = [Jxp(x)dx , I = [/ x*p(x)dx

Distancia recorrida en el intervalo de tiempo [a, b] por un mévil de velocidad v(z): | D= [ v()dr |.
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