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1.- Introduccién.

Las Teorias Fisicas tienen su origen en la observaciéon experimental y persiguen es-
tablecer un marco que permita dar una explicaciéon razonable y lo mas exacta posible de
los hechos observados. Habitualmente, a partir de Galileo y Newton, una teoria fisica se
plasma en un modelo matemdtico, es decir, en palabras de Pierre Duhem, “un sistema
de proposiciones matematicas cuyo objetivo es representar tan simple, completa y exacta-
mente como sea posible un conjunto de leyes experimentales.”

Sin embargo, para muchos filésofos de la ciencia, el valor de una teoria cientifica no
se mide tanto por la fidelidad con que representa una clase dada de leyes empiricas, sino
por su poder predictivo de descubrir hechos atin desconocidos (que, a su vez, deben ser
refrendados por la observacion.)

A finales del siglo XIX, la Mecanica cléasica, creada por Newton en el siglo XVII,
complementada por la Electrodinamica clasica, finalizada por Maxwell en la segunda mitad
del siglo XIX, proporcionaba un marco totalmente satisfactorio para la comprension del
mundo macrocésmico.

A comienzos del siglo XX, con el aumento de precision en los instrumentos de me-
dida y la posibilidad de realizar experimentos mas y mas complejos, los fisicos empezaron
a examinar los fenémenos que tenian lugar en condiciones poco usuales: a velocidades
muy altas o a escala microscopica. Y entonces comenzaron a surgir discrepancias con las
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predicciones proporcionadas por la Fisica clasica, que motivaron una profunda revision de
sus fundamentos, dando origen a las dos grandes teorias fisicas de este siglo: la Teoria de
la Relatividad y la Mecénica Cuantica. Pero asi como la primera es, fundamentalmente,
el descubrimiento de un sélo hombre, Albert Einstein, quien formulé no sélo los princi-
pios fundamentales de la misma, sino el modelo matematico basico para su desarrollo,
el desarrollo de la Mecanica Cudantica se debe el esfuerzo y colaboracién de una serie de
investigadores, cada uno de los cuales ha contribuido en una parte esencial y ha utilizado
para ello el trabajo de los demas. Las razones son varias, y a exponer alguna de ellas estara
dedicada el resto de esta seccion.

Como hemos dicho, la Mecanica cuantica trata de describir con precision los acontec-
imientos en la escala atémica y su desarrollo ha dependido en gran medida de la exactitud
de los resultados numéricos obtenidos en las observaciones de los fenémenos del microcos-
mos. Las discrepancias con la Fisica clasica que se fueron poniendo de manifiesto eran
esencialmente de dos tipos. Por un lado, se descubrié que ciertas variables Fisicas solo
tomaban valores discretos o cuantizados, en contraste con la variacion continua de valores
que se desprendia de la interpretacién cldsica. Asi, por ejemplo, Max Planck, para ex-
plicar el espectro observado de intensidades de la radiacién electromagnética procedente
del interior de una cavidad a temperatura constante (radiacion del cuerpo negro) se vio
precisado en 1900 a admitir que cada oscilador atémico de las paredes de la cavidad radi-
aba energia solamente en cantidades discretas, iguales a hv, 2hv, 3hv,..., donde h es una
constante universal (constante de Planck) y v es la frecuencia intrinseca del oscilador radi-
ante. Del mismo modo, Niels Bohr, en 1913, tuvo que postular que el momento cinético de
los electrones orbitales del atomo de hidréogeno excitado sélo podia tomar los valores dis-
cretos h/2mw, 2h/27,.... Otros ejemplos de estos efectos cudnticos se fueron descubriendo
a lo largo del primer cuarto de este siglo. Su justificacion mediante la cuantizacién de la
variable fisica pertinente, suponia una hipétesis sin precedentes en el marco de la Fisica
clésica.

La cuantizacion de las variables fisicas conlleva aceptar que, a nivel microcésmico, los
fenomenos tienen lugar de manera esencialmente discontinua e imprevisible. Las implica-
ciones de esta hecho iban a hacer tambalear las ideas previas sobre la realidad fisica. Asi

“... Parece

H. Poincaré, a su regreso del Congreso Solvay de 1911 en Bruselas, escribio:
innecesario senalar cémo estas ideas (se refiere a la hipétesis de Planck) difieren de las con-
cepciones tradicionales; los fendmenos fisicos dejarian de obedecer a leyes expresables por
ecuaciones diferenciales y esto, indudablemente, serfa la mayor y mas radical revolucion
en la filosofia natural desde los tiempos de Newton.” De modo analogo, en sus Derniéres
Pensées, seis meses antes de su muerte, Poincaré declaraba: “Nos preguntamos ahora no
solo si las ecuaciones diferenciales de la dindmica deben modificarse, sino incluso si las
leyes del movimiento pueden ain expresarse por medio de ecuaciones diferenciales... Se
esta cuestionando si no seria necesario introducir discontinuidades en las leyes naturales,

no sélo aparentes, sino esenciales.” Parece claro que la pregunta de Poincaré sobre si las
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ecuaciones diferenciales son o no el instrumento adecuado para la formulacién matematica
de las leyes fisicas no es mas que el modo en que un matematico expresa sus dudas sobre
la validez del principio de causalidad.

El otro tipo de dificultades que aparecio al estudiar el mundo microscopico se referia
a la distincion entre ondas y particulas. Asi, al principio se pensé que la luz se comportaba
como una lluvia de corpusculos, como gotas de agua. Al continuar las observaciones,
quedé claro que la luz se comportaba en realidad como una onda, similar a las ondas
del agua, por ejemplo. Sin embargo, en 1905 Albert Einstein present6 su teoria del efecto
fotoeléctrico, que propugnaba que un rayo de luz de frecuencia v se comporta como si fuese
una coleccién de particulas (fotones), cada una de las cuales tuviese una energia e = hv.
La hipotesis de Einstein fue confirmada enseguida por estudios experimentales precisos, y
respaldada espectacularmente en 1923 al demostrar A. H. Compton que los fotones podian
hacer saltar electrones, de acuerdo con las reglas usuales de la Mecanica clésica. Por otro
lado, cuando se descubrieron los electrones, se comportaban simplemente como particulas,
mintsculas balas tremendamente veloces. Sin embargo, en 1927 C. Davisson y L. Germer
mostraron que los electrones se difractaban a través de una red cristalina, comportandose
como una onda, con longitud de onda A = h/p, siendo p la cantidad de movimiento del
electrén. De esta manera se confirmaron experimentalmente las ideas de L. de Broglie y
E. Schrodinger de asignar paquetes de ondas a particulas materiales. Asi pues, una vez
mas la fisica se enfrentaba al dilema de elegir entre dos concepciones contradictorias, cada
una de las cuales parecia ser igualmente demostrable. Un tipo de experimentos requerian
la interpretacion ondulatoria, y otros la interpretacién corpuscular.

Para intentar resolver esta serie de hechos confusos y a veces contradictorios, entre
1925 y 1930 se establecieron los cimientos tedricos de lo que hoy conocemos como Mecéanica
cuantica. Hay que decir que, a diferencia de otras grandes teorias fisicas, los modelos
matematicos propuestos y su posterior interpretacion, fueron muy diversos. En muchos
casos, como veremos, las matematicas empleadas eran claramente insatisfactorias y en
absoluto rigurosas, lo que motivé en parte el desarrollo de algunas de las ramas mas
activas e interesantes de las Matematicas de este siglo.

Como consecuencia de todo ello, la imagen de la realidad microfisica cambié radical-
mente. El comportamiento de las cosas a escala microcdésmica es, simplemente, distinto al
que estamos habituado. Un atomo no se comporta como un muelle oscilando, ni como un
sistema solar en miniatura, ni como algin tipo de nube rodeando el nticleo. Sin embargo, al
menos podemos decir que, en este aspecto, todas las particulas subatémicas se comportan
igual. Citando a Feynman, “todas estan chifladas, pero exactamente de la misma manera”

([Fel]).

2.- Las leyes de la causalidad y el principio de complementariedad. El
principio de incertidumbre.
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En la Mecénica clasica, el estado instantdneo de un sistema mecanico queda determi-
nado por los valores de ciertas variables observables (por ejemplo, la posicién y la cantidad
de movimiento en el caso de una particula moviéndose a lo largo de una recta). La medida
de un observable A es una operacion fi sica bien definida, el valor de A, que proporciona
un nuimero real. La evolucion temporal del sistema esta regida por la funcion de Hamil-
ton del mismo, que es una funciéon conocida de los observables y por tanto se puede, al
menos tedricamente, predecir con exactitud esa evolucién temporal. La definicion clasica
del estado de un sistema mecéanico, presupone tacitamente que:

1.- Las variables observables tienen valores precisos, bien definidos en cada instante.
2.- Siempre es posible, al menos en principio, medir dichos valores sin perturbar apre-
ciablemente el sistema.

Obviamente, las limitaciones de los instrumentos de medicién y de los propios exper-
imentadores hacen que (1) no se cumpla en la practica, pero se admite que los valores de
la variables observables se pueden conocer con tanta precisiéon como se quiera. Por otro
lado, en cuanto a (2), la interpretacién clasica admite que la interaccién entre el fenémeno
observado y los aparatos de medida se puede distinguir claramente mediante un analisis
conceptual adecuado, de modo que se pueda deducir la perturbacion realizada al medir, lo
que proporciona una (tedricamente) completa y exacta descripcion del fenémeno observado.

Como consecuencia de este andlisis, el principio de causalidad debe entenderse en el
sentido de que se puede predecir el estado futuro de un sistema fisico con una probabilidad
p tan proxima a 1 como se quiera, mediante un andlisis suficientemente elaborado del
fenomeno observado.

Pues bien, la Mecanica cuantica, en su formulacion méas ampliamente aceptada, niega
la validez general de las hipétesis (1) y (2) y, en consecuencia, el principio de causalidad.

En el Congreso Internacional de Fisica celebrado en Como (Italia), en 1927, Niehls
Bohr dio una conferencia titulada “El Postulado Cuéntico y del desarrollo reciente de
la Teoria Atémica.” Su punto de partida era que “la esencia de la teoria cuantica puede
expresarse por el llamado postulado cuantico, que atribuye a cualquier proceso atémico una
discontinuidad esencial... Segun este postulado, los intercambios de energia tienen lugar
sélo en pasos discretos de tamafio finito...” (indivisibilidad del cuanto de accién). Como
consecuencia, se produce una interaccién incontrolable entre el objeto y los instrumentos
de medida que obligan a abandonar la descripcién causal de la fisica clasica. En palabras
del propio Bohr: “Por un lado, la definicién del estado de un sistema fisico, tal que como se
entiende ordinariamente, presupone la eliminacién de todas las perturbaciones externas.
Pero en tal caso, segin el postulado cuantico, ninguna observacion seria posible y los
conceptos de espacio y tiempo pierden su sentido inmediato. Por otro lado, si para hacer
posibles las observaciones permitimos ciertas interacciones con mecanismos de medida
adecuados, no pertenecientes al sistema, ya no es posible una definicién sin ambigiiedad
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del estado del sistema y no puede hablarse de causalidad en el sentido ordinario de la
palabra.”

Esta cita de Bohr contiene la esencia del llamado principio de complementariedad: la
imposibilidad de llevar a cabo una descripcién causal de los fendmenos atémicos que sea,
al mismo tiempo, una descripciéon espacio temporal. Las descripciones usuales espacio-
temporales y causales de la fisica cldsica son posibles debido al valor extremadamente
pequeno del cuanto de accion, comparado con las acciones que se dan en la macrofisica.

Algunos anos antes de la conferencia de Bohr, en un articulo aparecido en Nature
en 1923, C. G. Darwin habia propuesto una solucién para reconciliar los fenémenos de
dispersion Optica con la teoria de los cuantos, basada en la extension del aparato concep-
tual de la fisica tedrica: “Debe aceptarse como absolutamente cierto que tanto la teoria
electromagnética como la teoria cuantica son validas en sus respectivos campos, e igual-
mente cierto que las dos descripciones son incompatibles. Sélo cabe concluir que ambos
son partes de un sistema mas general, que deberia proporcionar férmulas matemaéticas
idénticas a las de la teoria actual.” No esta claro si Darwin propugnaba una sintesis de
las dos concepciones antagdnicas, onda y particula, a un nivel superior, o si se referia
simplemente al establecimiento de un formalismo matematico abstracto que englobara
a la mecanica cuantica y la teoria ondulatoria. En todo caso, la propuesta de Darwin
hubo de esperar hasta que investigaciones posteriores, tanto tedricas como experimen-
tales, abrieran el camino al concepto de una entidad que se manifiesta como onda o como
particula, dependiendo de las condiciones experimentales bajo las que se observa. El de-
sarrollo de esta concepcion de la realidad fisica es el contenido esencial del Principio de
Complementariedad de Niehls Bohr. Como ya dijimos, el principio afirma que no pueden
utilizarse simultdneamente descripciones en términos de coordenadas espacio-temporales y
descripciones en términos de transferencia de energia o momento, ya que ambas requieren
disposiciones experimentales mutuamente excluyentes. Ambas descripciones (llamadas por
Bohr complementarias), aunque mutuamente excluyentes, son sin embargo necesarias para
una descripciéon completa de la situacién fisica. La posibilidad de emplear nociones mutu-
amente contradictorias para describir una misma situacién fisica, proviene segtin Bohr de
la imposibilidad de separar en el mundo atémico (debida a las interacciones regidas por
el postulado cudntico, que no pueden aqui despreciarse, como ocurre en la fisica clasica)
el sistema de los efectos de los instrumentos de medida, cuyo comportamiento debe ex-
presarse en términos clasicos. Al expresar los resultados de tales mediciones en diferentes
experimentos, se puede describir un sistema atémico en términos clasicos complementarios.

Un poco antes, en febrero de 1927, se habia producido un hito fundamental en el
desarrollo de la Mecanica cuantica: la formulacion por Heisenberg del llamado Principio
de Incertidumbre. Los dos anos anteriores habian sido cruciales para la formalizacion del
aparato matematico de la Mecanica cuantica: En 1925, Heisenberg habia desarrollado
su “Mecéanica de Matrices” y en 1926 Schrodinger habia establecido el formalismo de la
“Mecanica Ondulatoria” (Cfr. Seccién siguiente). El problema pendiente era la clari-
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ficacion de una interpretacion adecuada de ambos formalismos en funcién de los datos
experimentales. La interpretacién de Schrodinger de los fenémenos atémicos a través de
“paquetes de onda”, permitia concebir los fenémenos observados (cuantizacién, existencia
de niveles discretos de energia) en términos de frecuencias y fendmenos de interferencia,
sin postular los “saltos cuanticos”, volviendo asi a las concepciones mas clasicas de una
realidad continua.

Por el contrario, la interpretacion del formalismo dada por Heisenberg y Bohr, exigia
un cambio radical en las concepciones habitualmente aceptadas de la realidad fisica. El
formalismo de la “Mecanica de matrices” de Heisenberg no admitia, segin él, las descrip-
ciones usuales espacio-temporales y las conexiones causales de los fenémenos fisicos. Y, sin
embargo -senalaba Heisenberg- las descripciones y nociones intuitivas de la Fisica clasica se
habian aplicado indiscriminadamente a la Mecanica cuantica. Esta disparidad entre el for-
malismo y las concepciones intuitivas tenian forzosamente que originar serias dificultades.
Como quiera que todas nuestras conceptualizaciones estan inseparablemente ligadas a las
descripciones espacio-temporales, Heisenberg no vio otra alternativa para salvar estas difi-
cultades que mantener las nociones clésicas intuitivas, pero restringiendo su aplicabilidad.
Tras una profunda reflexién sobre estos problemas, presentd a finales de marzo de 1927 al
editor del Zeitschrift fiir Physik su trabajo sobre los contenidos intuitivos de la cinematica
y mecéanica cuantica, en el que presentaba su famoso Principio de Incertidumbre. Segin
Heisenberg, “todos los conceptos que se usan en la teoria clasica para describir un sistema
mecanico, pieden también definirse exactamente en los procesos atémicos”. Pero definir un
concepto significa prescribir un proceso de medida de la cantidad referidfa por el concepto
y “todos los experimentos que conducen a tales definiciones, necesariamente conllevan una
incertidumbre cuando tratan de determinarsimultdneamente dos variables canénicamente
conjugadas.” Como ejemplo de tales pares conjugados, Heisenberg considera la posicion ¢
y el momento p de un una particula, estableciendo la famosa férmula

dqop = h/27

segin la cual el producto de las imprecisiones en la medicién simultanea de ¢ y p es una
constante, de modo que “cuando maés precisa sea la determinacion de la posiciéon, menor
serd la precisién con que se conozca el momento, y reciprocamente.” Analoga relacion se
tiene para el tiempo t y la energia E. Es precisamente esta incertidumbre, segiin senala
Heisenberg, la que hace posible el uso de las nociones clésicas (que corresponderian a h = 0)
en el mundo microscopico.

Por otro lado, estos resultados conducen a Heisenberg a rechazar la forma fuerte del
principio de causalidad, resumida en la afirmaciéon de que el conocimiento exacto del pre-
sente, permite predecir el futuro. Segun senala Heisenberg, “no es la conclusion, sino la
hipétesis la que es falsa.” Y concluye:
estadistico de las percepciones no se oculta un mundo ’real’ regido por la ley de la causal-
idad. Tales especulaciones nos parecen inutiles y carentes de sentido, pues la fisica tiene

“... podriamos preguntarnos si tras el universo

que limitarse a la descripcién de las relaciones entre percepciones.”
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Notemos que tanto Heisenberg como Bohr coincidian en que cualquier interpetacion
del formalismo de la Mecédnica cuantica, deberia hacer uso de la terminologia de la fisica
clasica. Pero mientras que Heisenberg admitia que tanto el lenguaje corpuscular como el
ondulatorio (y cualquiera de ellos, independientemente del otro), podian emplearse para
proporcionar una descripcién 6ptima del fenémeno (dentro de las limitaciones, formuladas
matematicamente por el principio de incertidumbre), Bohr insistia en la necesidad de usar
ambos lenguajes para obtener una descripcién completa.

Los Principios de incertidumbre y de complementariedad tienen profundas consecuen-
cias sobre los aspectos ontologicos de la realidad fisica. Por ejemplo, la alteracién producida
en un electrén al iluminarlo por un microscopio de rayos X para determinar su posicién, no
tendria mayores consecuencias si se pudiera inferir la posicion y el momento del electrén
a partir de los datos observables, por una teoria que tuviera en cuenta todos los factores
relevantes, como la presion de la luz, etc. El significado del principio de indeterminacion es,
precisamente, la afirmacion de que una tal teoria correctiva de los efectos de la medicion
en microfi sica es imposible. El fenémeno fisico, junto con el observador y los mecanismos
de observacién, forman un sistema tnico e indivisible, que no es susceptible de un analisis
ulterior a nivel cuantico. El estado de un sistema S depende no sélo de S, sino de la
disposicién experimental concreta en que nos encontremos.

Algunas interpretaciones son aun mas extremas. Asi, Pascual Jordan declaré que
las observaciones no sélo alteraban lo que iba a ser medido, sino que lo originaban. En
la medicién de la posicién de un electrén, realizada por ejemplo con el microscopio de
rayos X, “el electron es forzado a asumir una posicion definida; previamente no estaba,
en general, alli o aqui ... Si mediante otro experimento se mide la velocidad del electrén,
se le obliga a decidirse por un valor exacto, que es el que observamos. En tal decision,
la tomada anteriormente acerca de la posicién, es completamente eliminada.” Y afirma
“Nosotros mismos producimos los resultados de las mediciones.” (Die Quantenmechanik
und die Grundprobleme der Biologie und Psychologie, Die Naturwissesnschaften 20 (1932),
815-821).

3.- El formalismo matematico de la Mecanica Cuantica.

A pesar de su nombre altisonante y sus grandes éxitos, la teoria cudntica antes de 1925
era, desde el punto de vista metodolégico, un confuso batiburrillo de hipdtesis, principios,
teoremas y recetas de calculo. Cada problema debia primero resolverse en términos de la
fisica clasica para después traducir la solucién clasica al lenguaje cuantico por medio de
las misteriosas reglas de las condiciones de cuantizacion o cualquier otra “receta”, entre las
que destaca el llamado principio de correspondencia de Bohr. La idea general del mismo
es que la Mecdnica Cudntica debe contener a la Cldsica como caso limite (en analogia a
lo que sucede en la Teoria de la Relatividad.) Esta idea ya la habia expuesto Planck en
1906, al afirmar que las conclusiones de la Mecénica Cuantica convergen a los resultados
previstos por la teoria clasica, al hacer h tender a 0. La observacién de Bohr es que lo
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mismo sucede si h se mantiene constante, pero la frecuencia v tiende a 0. Demandando que
esta correspondencia entre el formalismo clasico y el cudantico se cumpla aproximadamente
en todos los casos, se obtiene una regla que indica el camino a tomar para, partiendo
de la formulacion clésica, llegar a los resultados de la Mecanica Cuéantica. En todo caso,
encontrar la “traduccion correcta” era un asunto de habilidad e intuicién, en lugar de un
razonamiento deductivo y sistematico. Es decir, la teoria adolecia de la falta de un modelo
matematico adecuado.

En esta linea, analizando los fenémenos de interaccién entre electrones, Born planted
en su trabajo On quantum mechanics, en Junio de 1924, la necesidad de desarrollar un
programa que permitiera la transicion del tratamiento dado por la mecanica clasica a lo
que él llamé “Mecanica Cudntica”, y sugirié que esta transiciéon podia obtenerse, apli-
cando el principio de correspondencia de Bohr, reemplazando una cierta diferencial por
una diferencia.

En la fisica cldsica, cualquier cantidad dependiente del tiempo f, = f,(t) se (admite
que se) puede representar por un desarrollo de Fourier

o) =3 Fn,k) = S a(n k) exp{2riv(n )t} (#)
k k

donde el k-ésimo componente f(n,k) tiene la amplitud x(n, k) y la frecuencia v(n, k) =
kv(n,1) = kv, siendo v la frecuencia fundamental (igual a la derivada del hamiltoniano H
del sistema con respecto a la variable de accién J = nh). Segun el principio de correspon-
dencia de Bohr, la frecuencia cuantica v,, 5, correspondiente a la transiciéon de un estado
estacionario caracterizado por el niimero cudntico n al estado estacionario caracterizado
por el niimero cudntico n’ = n — k coincide, para n grande y k pequeno, con la frecuencia
clésica v(n, k). Pero segin el postulado cudntico, esta frecuencia cuntica debe ser igual a
la diferencia de energias en ambos estados:

H(nh) = H[(n—k)h] _ dH _ koH _

n,n—k — ~k—=—-— =kv.
Ynn—k h dJ  non Y

Generalizando esta relacién, Born postulé que para cualquier funcién arbitraria ®(n),
definida para estados estacionarios, la diferencial k[0®(n)/0n] deberia sustituirse por la
diferencia ®(n) — ®(n — k) o, en simbolos

o®(n)
on

k

— ®(n) — d(n—k)

Esta receta para transformar férmulas cldsicas en sus analogos cuanticos, jugaria un papel
fundamental en el descubrimiento de la Mecédnica de matrices.

La Mecanica de Matrices.
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Influenciado por sus maestros Sommerfeld (de mentalidad teérico-analitica) y Bohr
(mé&s sintético y menos formalista), Werner Heisenberg consideré la posibilidad de desarrol-
lar el esquema matematico de una nueva teoria de la mecénica, que eliminara la apelacién
sistematica a la intuicion y al uso de técnicas coyunturales para cada tipo de problema.
El invierno de 1923/24 lo pas6é Heisenberg en Gottingen, conociendo de primera mano el
trabajo de Born, que le influyé decisivamente. En Mayo de 1925, mientras se reponia de
un fuerte ataque de fiebre del heno en la isla de Heligoland, escribié su famoso trabajo “So-
bre una interpretacién teérico-cuantica de las relaciones cineméticas y mecénicas” (Uber
quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen, Zeitschrift
fiir Physik 33 (1925), 879-893; Cfr. [VW]). A su regreso a Gottingen, tras consultar con
Pauli, a mediados de julio presento6 su trabajo a Born, quien inmediatamente reconocié su
importancia y lo envié al editor del Zeitschrift fiir Physik.

Partiendo de la idea de Born, de asociar en la ecuacién (#) a la frecuencia clésica
v(n, k) la frecuencia cuantica vy, ,,—x, Heisenberg postulé que también a la amplitud cldsica
x(n, k) correspondi a una cantidad tedrico-cudntica x, n,—r, y propuso que el conjunto
{Zn n—r exp(2mivy, ,—kt)} se tomara como el equivalente tedrico cudntico de la cantidad
clasica f,(t). Asi, las variables cudnticas quedan representados por los conjuntos dis-
cretos de numeros complejos (T n—k) ¥ (Vnn—k), correspondientes a los posibles es-
tados cudnticos. Del comportamiento de los coeficientes de Fourier en (#),junto con
la regla de combinacion de frecuencias, deduce una serie de propiedades de las can-
tidades cudnticas introducidas (p.€j., Tpn—kr = T pms Vn—kn = —Vnn—k etc.) y
las reglas algebraicas de manipulacion. Por ejemplo, obtiene inmediatamente que si
f2 - {xfll_k exp(2mivy, ,—it)}, entonces

(E(2) = X i L i
nn—k n,n—jtn—jn—=kK
J

Generaliza inmediatamente la férmula anterior para el caso de f2 y para el producto
de dos cantidades f, gy, siendo ¢, < {ynn—kexp(2mivy ,—it)}, obteniendo la regla de
multiplicacion

Znn—k = E Tnn—jYn—jn—k-
J

En particular, el nuevo producto es no conmutativo en general. Una vez desarrollado este
formalismo, lo aplica a la discusion de algunos problemas “mecénicos”, transformando las
ecuaciones clasicas de movimiento en condiciones que deben satisfacer las nuevas “ampli-
tudes de transicion” x, y—k-

El trabajo de Heisenberg tuvo, al comienzo, una fria acogida. La mayor parte de los
fisicos no se encontraban a gusto no sélo con las nuevas matematicas que apareci an, sino
con las implicaciones fisicas, e incluso filoséficas de las ideas alli contenidas. Sin embargo,
hubo excepciones. Asi Bohr, en el VI Congreso Escandinavo de Matematicas, celebrado
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en Copenhague en Agosto de 1925, calificé el trabajo de Heisenberg como sobresaliente, y
expreso su convencimiento de que “una nueva era de mutua estimulacion entre la mecénica
y las matematicas ha comenzado.”

El mismo Born, segiin reconocié en su discurso de aceptaciéon del Premio Nobel en
1954, quedd sorprendido e impresionado por la representacién de Heisenberg de cantidades
fisicas por “conjuntos” de nimeros complejos dependientes del tiempo, con la peculiar
regla de multiplicacién. Tras una semana de intensa concentracién, Born reconocié que
la multiplicacién definida por Heisenberg, jno era otra cosa que la regla para obtener el
producto de dos matrices!. En la época a que nos referimos, los fisicos apenas manejaban
las matrices (ni siquiera las finitas), por lo que no es extrano que nadie hubiera caido
en esa interpretacion. El siguiente comentario de Heisenberg, contenido en una carta a
Jordan, ilustra bien esta situacion. Dice Heisenberg: “Ahora los ilustrados matemaéticos
de Gottingen hablan mucho de matrices Hermitianas, pero yo ni siquiera sé lo que es
una matriz.” También es interesante el testimonio, recogido por E.U. Condon, que visitd
Munich y Géttingen en 1926: “Hilbert se rio mucho de Born y Heisenberg porque, cuando
descubrieron la mecanica de matrices, se encontraron con el mismo tipo de dificultades que,
por supuesto, todo el mundo encuentra al manipular y tratar de resolver problemas con
matrices [infinitas]. Cuando fueron a pedir ayuda a Hilbert, éste les dijo que las tinicas veces
que habia tenido que ver con matrices fue cuando estas aparecian como subproducto del
estudio de autovalores de una ecuacién diferencial con condiciones de contorno. Les sugirio
que si encontraban la ecuacion diferencial que originaba esas matrices, probablemente
obtendrian mas informacién. Heisenberg y Born pensaron que era un comentario para
salir del paso, y que Hilbert no sabia realmente de lo que estaba hablando. Asi que mas
tarde Hilbert se divirti6 mucho, indicandoles que podian haber descubierto la mecénica
ondulatoria de Schrodinger seis meses antes que éste, si le hubieran hecho caso.”

Siguiendo con la historia, cuando Born descubrié que las “amplitudes de transicién”
de Heisenberg se comportaban como matrices infinitas, traté de buscar alguién cualificado
para que le ayudara, sin demasiado éxito. Pero un dia, viajando en tren a Hanover, comento
con un colega las grandes dificultades que encontraba con el calculo de matrices. Por
una afortunada coincidencia, se encontraba en el mismo compartimento Pascual Jordan,
colaborador de Courant en su monumental obra Métodos de la Fisica Matemadtica y experto
en teoria de matrices. En la estacion de Hanover, Jordan se presenté a Born y le ofrecié
su colaboracion. Este fue el comienzo de una fructifera colaboracién que condujo a la
publicacién del trabajo fundamental “Sobre la Mecanica cudntica” (Zur Quantenmechanik,
Zeits. fiir Physik 34 (1925), 858-888; Cfr. [VW]), la primera formulacién rigurosa de la
mecanica matricial.

El trabajo de Born y Jordan estd dividido en 4 capitulos. El primero contiene los
teoremas necesarios de la teoria de matrices, mientras que el segundo contiene los funda-
mentos de la dindmica cuantica para sistemas con un grado de libertad. En él aparece por
primera vez lo que posteriormente se conocerd por la relacion de conmutacion en mecanica
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cudntica. Veamos el argumento: En primer lugar, representan la coordenada clésica ¢ (que
antes hemos designado por x) por una matriz q = {Gmn exp(2wivm,,t)} y el momento p
también por una matriz p = {pmn exp(2mivmnt)}, sujetas a las reglas de las cantidades
cuanticas de Heisenberg (vpmn = —vpm, ¢, tkon = otk etc.). En particular, resulta que
tanto p como q son matrices hermitianas. Partiendo entonces de la condicion cuantica

1/v
nh:J:fpdq:/ pq’ dt
0

y desarrollando p y ¢ en serie de Fourier,
p =Y p(n,k)exp@riv(n,k)t);q =Y q(n, k) exp(2miv(n, k)t),
k k
se obtiene, por simple integracién (formal):

nh = —2mi Z kp(n,k)q*(n, k)
k

(donde se ha usado que g(n,—k) = ¢*(n,k)). Derivando (formalmente) respecto de n, se

obtiene
h

= =3 kol K (n, ).
k

27
Si ahora utilizamos la “regla de correspondencia de Born”

o (n)
b= o (n) = B(n — k)

obtenemos (aplicando que, para las cantidades cuanticas, la regla es ¢* ko = Qnnik):

h
% = Z{pn,n—an—k,n - Qn,n+kpn+k,n}~
k
De esta manera, se prueba que la igualdad matricial

h

pq—qp = I (%)
se cumple para los elementos de la diagonal principal. Born conjeturé que también
se cumplia la igualdad para los elementos no diagonales, lo que fue demostrado por
Jordan, probando a partir de las ecuaciones candnicas del movimiento, que la matriz
d = pq — qp = {dmn exp(2Tivy,t)} cumplia d’ = 0 = {27V ndmy €xp(2Tivy,,t)}, v que
ello implicaba, puesto que v,,, # 0 para m # n, que d era una matriz diagonal. Como
hemos visto, que los elementos de la diagonal son iguales a h/27i lo obtuvo Born como
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consecuencia del principio de correspondencia. (*) es la tnica ecuacién fundamental en
que aparece h, y segin hemos visto ello es consecuencia del principio de correspondencia.
Es pues la forma en que el postulado cuantico se introduce en el formalismo. En el trabajo,
Born y Jordan llaman a esta ecuacion la “condicién cuantica exacta” y ya reconocieron su
status axiomatico dentro de la teoria.

Al regreso de sus vacaciones de verano, Born continué su trabajo con Jordan y, por
correspoondencia, también con Heisenberg, y a mediados de Noviembre el famoso trabajo
de Born-Heisenberg-Jordan “Sobre Mecanica cudntica II” (Zur Quantenmechanik II, Zeits.
fiir Physik 35 (1926), 557-616; Cfr. [VIV]) estaba terminado. Ademds de extender las
aplicaciones fisicas a sistemas con un nimero finito de grados de libertad, tratamiento de
momentos angulares, intensidades, etc., sobre todo el trabajo establece un método general,
l6gicamente consistente, para resolver los problemas de la mecénica cudntica, reduciendo
en muchos casos la dificultad a problemas matemaéaticos concretos de la teoria de matrices
hermiticas infinitas.

Restringiéndonos, por simplicidad, a la discusiéon de un sistema dindmico con un sélo
grado de libertad, Born, Heisenberg y Jordan (BHJ) postulan la validez de la “relacién de
conmutacion”

h
pPq—qp = TI
T

y a partir de aqui deducen todos los resultados. Primero “prueban” que si f es una
funcién que puede expresarse formalmente como serie de potencias de p y q, se cumplen
las relaciones

h of h of
2miop Pf—fp—%a—q, (+)

ya que se cumplen para p, q, y las relaciones son estables por sumas y productos. De-

fq —qf =

spués introducen, como en el caso clésico, una funcién de energia o Hamiltoniano H(p, q),
que se supone verifica las correspondientes ecuaciones del movimiento: q' = O0H/dp y
p' = —0H/0q. Aplicando las ecuaciones (+) para f = H y las ecuaciones del movimiento,
resulta que también se cumple f* = —(27i/h)(fH — Hf) para toda f. Haciendo f = H,
obtenemos H' = 0, es decir la ley de la conservacidon de la energi a. Esto prueba también,
como ya vimos, que H es una matriz diagonal, donde los elementos diagonales (inde-
pendientes del tiempo) W, se interpretan como la energias del sistema en el n-ésimo
estado estacionario. La condicién de frecuencia de Bohr v, = (W,, — W,,)/h resulta
inmediatamente de la tltima ecuacién, tomando f = q. Ademés, contintian (BHJ), si,
reciprocamente, se parte de una H tal que H' = 0 y podemos encontrar dos matrices es-
calares p° y q° verificando la relacién de conmutacién, entonces p = {p9,,, exp(2mivymt)}
y a4 = {¢%,, exp(2mivymt)}, siendo vy = (Hpn — Hpm)/h, satisfacen las ecuaciones
canonicas del movimiento. En consecuencia, el proceso para resolver las ecuaciones
candnicas del movimiento se reduce a encontrar dos matrices hermitianas escalares p° y
q° ,que satisfagan la relacion de conmutacion, en términos de las cuales el Hamiltoniano
del sistema sea una matriz diagonal.
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Para llevar a cabo este programa, (BHJ) introducen lo que llaman transformaciones
canonicas: Dadas p y q satisfaciendo la relacién de conmutacion, una matriz U es una
transformacién canénica si las matrices P = U™ 'pU, Q = U~'qU también satisfacen
esta relacion. Es inmediato que las ecuaciones candnicas del movimiento son invariantes
por transformaciones candnicas y que para cualquier funcién f, en particular para f = H
se tiene H(P,Q) = U~'H(p,q)U. Por tanto, el problema se resuelve si se encuentra
una transformacion canonica que transforme H en una matriz diagonal W. Para matrices
finitas, es bien conocido (como senalan (BHJ)) que siempre se puede encontrar una trans-
formacién ortogonal que diagonaliza una matriz hermitiana. Mas ain, los elementos de la
diagonal (lo que hoy conocemos como los autovalores de la matriz) se pueden calcular en
términos de la matriz original, sin calcular explicitamente la transformacién ortogonal. De
la misma forma, (BHJ) afirman que los elementos diagonales de la matriz W (los valores
de la energia en los distintos estados del sistema) se pueden calcular en términos de los
elementos de la matriz (en general, no diagonal) H(p, q).

Los resultados mateméaticos mas relevantes sobre este tipo de problemas, eran los
trabajos que Hilbert habia dedicado entre 1904 y 1910 al estudio de las ecuaciones inte-
grales. Especialmente importante es el cuarto trabajo (1906), en el que Hilbert reduce
el problema al estudio de las formas cuadraticas del tipo 2?3:1 aijzix;, definidas en el
espacio de las sucesiones numéricas (r;) tales que Y. | x; |?°< oo (esto se debe a que la
transformacién de un problema en otro se obtiene tomando como x; los coeficientes de
Fourier de la funcién incégnita en la ecuacién integral). Para formas acotadas (es decir,
que su valor esté uniformemente acotado cuando las (z;) verifican Y | z; [?°< 1 o, lo que
es lo mismo, en lenguaje actual, acotadas sobre la bola unidad del espacio ¢5), Hilbert habi
a demostrado que existia una transformacién ortogonal que reducia la forma a una suma
de cuadrados mds ciertas integrales extendidas a subconjuntos de R; esto es, ademas de
un conjunto discreto, o espectro puntual, analogo al caso de dimensién finita, aparecia el
fenomeno del espectro continuo. Hellinger, que desarrollé independientemente de Hilbert
una teori a analoga, probd que la forma Zf"}:l a;;r;x; podia transformarse en la expresion

ST Wl Pt [ W) y(o) s

donde (W,,) es el espectro puntual y (W (s)) el espectro continuo. Es este resultado el
que admitieron (BHJ) que era valido para formas cuadraticas no necesariamente acotadas
(como las que, desgraciadamente, aparecen habitualmente en Mecénica cudntica).

La Mecanica Ondulatoria

Al mismo tiempo que la mecédnica de matrices, que trata de establecer un modelo
matematico de la mecanica cuantica a partir de la mecénica clasica de particulas, surge
otro formalismo matematico, cuyo punto de partida es considerar el &tomo como un sistema
de vibraciones, en lugar de un sistema mecanico.
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Como eminente precursor de esta postura, podemos citar a Sir William Rowan Hamil-
ton, quien ya en 1833 propuso la determinacién de una tnica “ley de la naturaleza” (o
modelo matemético) que gobernara tanto la propagacion de la luz como el movimiento de
las particulas. El descubrimiento posterior de los rayos X, los fendmenos de difraccién de
electrones, el efecto fotoeléctrico, etc. contribuyeron a realzar cada vez maés el problema
de la dualidad onda-particula en los fenémenos subatémicos.

El iniciador de la teoria de la mecanica ondulatoria, fue Louis de Broglie, quien siempre
habia estado preocupado por estos fendmenos. Desde sus primeros trabajos sobre la teoria
de los cuantos de luz, habia sugerido la idea de asociar a los cuantos (particulas) un
cierto elemento de periodicidad. Es en su trabajo Ondes et quanta, publicado en las
Comptes Rendus en 1923, donde presenta su idea de onda de fase asociada a una particula,
completando asi la dualidad onda-corpusculo. Al describir el movimiento de una particula
sometida a un fenémeno perddico interno, con respecto a un observador en reposo, de
Broglie introdujo “una onda ficticia asociada al movimiento del mévil”, y probd que si al
comienzo del movimiento el fenémeno interno de la particula esta en fase con la onda, esta
armonia de fase debe persistir siempre para que el movimiento sea estable. De este hecho
dedujo que, por ejemplo, en el caso de un electrén moviéndose en una orbita alrededor del
nicleo, debe haber un niimero exacto de longitudes de onda que cubran la érbita, de lo
que resulta la condicién de cuantizaciéon de Sommerfeld. Dedujo también que la particula
sigue en cada punto de su trayectoria el rayo de su onda de fase. Asi, si la particula
tiene que atravesar una abertura de dimensiones comparables a la longitud de onda de
la onda de fase, su trayectoria deberd curvarse de acuerdo con la difraccion de la onda
de fase. De esta manera, de Broglie reconcilié los fenémenos de difraccién e interferencia
con la hipdtesis de la naturaleza corpuscular de la luz. Siguiendo este razonamiento, “un
chorro de electrones que pase a través de un agujero suficientemente pequeno, deberia
exhibir también fenémenos de difraccion.”, lo que fue confirmado experimentalmente poco
después.

La hipdtesis de de Broglie que cada particula tiene una onda asociada fue el punto de
partida para la elaboracién de una nueva teoria de la mecénica. Si hay ondas, se decia, debe
haber una ecuacién de ondas. Lo que faltaba era descubrir esa ecuaciéon. Y ese fue el gran
logro de Erwin Schrodinger, a la sazon profesor en la Universidad de Zurich, interesado en
lo que llamaba “la teoria ondulatoria de Einstein-de Broglie, segtin la cual un corpusculo
moévil no es mas que la espuma de una radiacion ondulatoria... ” Profundo conocedor de los
métodos de autovalores en ecuaciones con condiciones de contorno, por sus trabajos sobre
la fisica de medios continuos, aplica su experiencia al problema y llega a la conclusién de
que los niveles de energia posibles de una particula tienen la apariencia de los autovalores
de un cierto operador. En su monumental trabajo Quantisierung als Figenwertproblem,
publicado en cuatro comunicaciones en Annalen der Physik, a lo largo de 1926, Schrodinger
introdujo su famosa “ecuacion de ondas”, desarrollando un formalismo matemaético clasico
(en términos de ecuaciones diferenciales) que permitia interpretar los fendmenos cudnticos
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sin apelar a extranos fenémenos discontinuos o “saltos cuanticos”.

En la primera comunicacién, introduce la ecuacién de ondas independiente del tiempo:
Reemplazando en la ecuacién de Hamilton del sistema F = H(q,0S/dq) la funcién S, que
se supone de variables separadas, por K log , se obtiene

K@¢>
Hl¢g—Z")=FE
<q7 ¢ aq )

donde ? es ahora un producto de funciones, cada una dependiendo de una sola de las
coordenadas ¢. En los casos mas simples, la ecuacion anterior se puede expresar como
una forma cuadratica en ¢ y sus derivadas primeras, igualada a 0. Schrodinger reemplazé
entonces las condiciones cuanticas por el siguiente postulado: i tiene que ser una funcion
real, univalente, de clase dos, para la cual la integral de la forma cuadrdtica mencionada en
todo el espacio de configuracion, tiene un extremo. La ecuacion de Euler correspondiente
a este problema variacional, es precisamente la ecuacién de ondas.

Por ejemplo, para el movimiento del electrén en el &tomo de hidrégeno, con energi a
potencial —e?/r(r = (22 + y? + 22)/2), la funcién de Hamilton clésica es

e2

1
H(x7y7zapx7py7pZ) = %(p?c +p’3 +p§) - ; = E’

luego la expresién asociada por el proceso de Schrodinger es

(Vip)? — 2—”; <E+ i—Z) P? = 0.

(nétese que la coordenada i-ésima del momento se sustituye por (K/¢)0y/0z;). La
ecuacion de Euler correspondiente al problema variacional asociado es, precisamente,

62
A¢+—(E+7>¢:o,

con una condicién de anulacion de una cierta integral en el contorno. Esta es precisa-
mentel la “ecuacion de ondas de Schrodinger independiente del tiempo”. Para resolverla,
Schrodinger usa el método de separacion de variables y prueba que para todo valor positivo
de E, la ecuacién tiene soluciénes que tienden a 0 en el infinito con 1/r. Para valores neg-
ativos de E, sin embargo, las soluciones sélo existen si me?/[K (—2mE)'/?] es un entero n.
Asi, el espectro discreto resulta ser E = -me*/2K?n?, que para K = h/27 es precisamente
el espectro de energia de Bohr para el atomo de hidrégeno. Sobre el significado de 1,
Schrodinger dice: “Se podria caer en la tentaciéon de asociar la funcién ¢ con un proceso
vibratorio en el atomo, probablemente mas real que las orbitas electronicas, cuya realidad se
cuestiona cada vez mds... 7 y contintia: “He preferido presentarla [la nueva formulacién] en
términos puramente matematicos, que permite destacar lo que, en mi opinién, es el punto

15



Los Modelos Matemdticos de la Mecdnica Cudntica Fernando Bombal

esencial: el hecho de de que la misterioa “exigencia de valores enteros” ya no requiere
ninguna regla de cuantizacion, sino que resulta de las condiciones de finitud y univalencia
de una cierta funcién... Parece innecesario senalar cuanto més gratificante resulta conce-
bir una transicién cuantica como un cambio energético de un estado vibratorio a otro, que

considerarla como un “salto” de electrones... ”

Schrédinger aplica despueés su teoria a varias situaciones (oscilador lineal arménico,
rotator rigido y vibratorio (molécula diatémica), etc., obteniendo resultados totalmente
andalogos a los que resultan de la mecanica de matrices. Estos éxitos llevan a Schrédinger a
proponer una interpretacion fisica de su formalismo, afirmando que “el proceso mecéanico
real sélo puede representarse apropiadamente como un proceso ondulatorio y no por el
movimiento de puntos materiales en el espacio... ” En el caso de fenémenos macroscopicos,
los paquetes de onda asociados pueden considerarse como masas puntuales, comparados
con la estructura geométrica del camino. Pero esa identificacién ya no es posible cuando
las dimensiones del camino son del mismo orden de magnitud que la longitud de onda.
“Por tanto, debemos partir de la ecuacion de ondas, y no de las ecuaciones fundamentales
de la mecanica, para incluir en nuestro estudio todos los posibles procesos mecanicos.”

La formulacion de Schrodinger se aplicé inmediatamente con éxito a gran ntmero de
problemas de distribucion discreta de energia. Supuso un método matematicamente mas
asequible que la mecanica de matrices, e igualmente 1til para resolver gran cantidad de
problemas. Pero su interpretacion fisica pronto se mostré inconsistente con la experiencia:
Los “paquetes de onda” manifestaban tener propiedades contradictorias con los hechos
observados. En particular, todos los experimentos de colisién de particulas elementales
apuntaban con insistencia hacia la naturaleza corpuscular del electron. En un trabajo de
1926 sobre el proceso de colision entre una particula libre y un dtomo, Born, aunque rec-
hazaba la interpretacion ondulatoria de Schrodinger, adopto el formalismo de la mecanica
ondulatoria, afirmando que “entre las distintas formas de la teoria, sélo el formalismo de
Schrodinger parece apropiado para este propdsito, por lo que me inclino a considerarlo
como la formulacién mas profunda de las leyes cuanticas.” Born interpreta la funcion de
onda v, o mejor | ]2, como una densidad de probabilidad de localizar al electrén (conce-
bido en el sentido clasico, como una masa puntual con posicién y momento bien definidos
en cada instante), después de la colisién, en una determinada regién.

La interpretacién probabilistica de Born fue aplicada con gran éxito a los problemas
de dispersién de particulas. Sin embargo, se mostré inconsistente con los experimento de
difraccién de electrones a través de una pantalla con dos rendijas (recomendamos encar-
ecidamente la lectura del Capitulo 1 del tercer tomo de la obra Fisica de Feynman, o su
conferencia Probabilidad e incertidumbre: la vision de la naturaleza a través de la Mecdnica
cudntica). En este experimento, los fenémenos matemadticos de interferencia se manifies-
tan en la distribucion fisica de las particulas en la pantalla. Por tanto, la funcién de onda
asociada a la particula debe tener una realidad fisica y no ser una mera ficcion matemdtica
que representa nuestro conocimiento del fenémeno. Heisenberg, que también rechazaba
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la interpretaciéon ondulatoria de Schrodinger y aceptaba las ideas de Born, asigné a estas
funciones de onda v (que evolucionaban en el tiempo y en el espacio de acuerdo con la
ecuacién de Schrodinger) una cierta realidad fisica y las llamé ondas de probabilidad asoci-
adas a una particula, concibiéndolas como “una formulacion cuantitativa del concepto de
potentia en la filosofia aristotélica, segiin el cual los acontecimientos no estan determinados
de una manera perentoria, y la posibilidad o tendencia a que sucedan tiene una cierta clase
de realidad... En la moderna teoria cuantica este concepto se formula cuantitativamente
como probabilidad y esté sujeto a leyes naturales expresables matematicamente.”

La interpretacion probabilistica de Born tuvo también importantes consecuencias en
la determinacién de los requisitos que debfa satisfacer la funcién 1. Puesto que | 9 |?
debia ser una densidad de probabilidad, el requisito a imponer era la integrabilidad de esa
funcién. Los requisitos previos de regularidad se mostraron innecesarios. Otro problema
no menos importante era demostrar que las autofunciones de la ecuacion de Schrodinger
constituian un sistema ortonormal completo del espacio de soluciones, lo que sélo se pudo
probar en algunos casos.

Comparacion de ambos formalismos.

Tanto la Mecanica de Matrices como la Mecanica Ondulatoria intentan explicar el
mismo tipo de fenémenos y obtienen resultados analogos. Sin embargo, ambas son radi-
calmente diferentes, tanto en su formalismo matematico como en su interpretacién fisica,
segiin hemos visto. Heisenberg utilizé un enfoque algebraico, postulando la existencia de op-
eraciones no conmutativas y reglas de calculo muy distintas de las habituales. Fisicamente,
su concepcion basica es el corpusculo y enfatiza el elemento de discontinuidad en el mi-
crocosmos. Por el contrario, Schrodinger utiliz6 un enfoque anali tico, basado en las
técnicas usuales de ecuaciones diferenciales de la mecanica clasica de fluidos. Fisicamente,
su concepcion basica es la onda y la continuidad en el mundo subatémico. Heisenberg se
encontraba “disgustado y molesto” por la interpretacion fisica de Schrodinger, mientras
que éste encontraba “repelente” el formalismo algebraico de Heisenberg y falto de cualquier
interpretacién fisica.

Ambos formalismos se desarrollaron partiendo de los de la fisica cldsica (bien de la
dindmina newtoniana o de la mecanica de fluidos), realizando en algiin momento del calculo
una hipdtesis innovadora. Y probablemente, como lticidamente lo destacé Heisenberg, esta
es la raiz del conflicto: el querer expresar conceptos clasicos como “posiciéon”, “trayecto-
ria” “velocidad” o “paquete de ondas” en términos del nuevo formalismo. Heisenberg,
convencido de la potencia del aparato matematico, pensaba, como Einstein que “la teoria
es la que decide lo que podemos observar”. Si la teoria rechaza la observabilidad de la
trayectoria de una particula, y ésta aparece en la camara de Wilson como una sucesion
discreta de puntos borrosos, la conclusion, segin Heisenberg, es que “carece de sentido
hablar de la posicién de una particula con una velocidad definida” Como vimos, esta linea
de pensamiento, junto a su convencimiento de que el formalismo matematico es lo que

permite establecer y predecir nuevos resultados, es lo que llevé a Heisenberg a enunciar
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su principio de incertidumbre. El uso de palabras como “ondas” o “particulas” para la
descripcién de lo que realmente sucede, es irrelevante. Bohr aceptd las conclusiones de
Heisenberg, pero no su interpretacion, senalando que la causa ultima del principio de in-
certidumbre residia en la dualidad onda-particula y en la imposibilidad de usar ambas
descripciones simultaneamente, a pesar de que las dos son necesarias para obtener una
descripcién completa del fenémeno fisico.

A pesar de su rechazo del formalismo de la mecanica de matrices, Schrédinger también
estaba convencido de que ambos modelos se complementaban mutuamente. Y asi, en la
primavera de 1926, descubrié lo que llamé “una identidad matematica formal” entre la
mecanica ondulatoria y la mecénica de matrices. Para ello, Schrodinger asocié con cada
funcién fisica F' = F(p,q) de las variables p y ¢, el operador diferencial F(%a%v q), que
denoté por [F,.]. Si (uy) es un sistema ortonormal completo de funciones, cada funcién de
onda v y su transformada 1’ = [F, 9] se podréd expresar (formalmente) como

= apur; ¥ = aju; = ar[F,ul

(Obsérvese la admisién implicita de la conmutatividad de [F).] con ), es decir, la con-
tinuidad de [F,.] respecto de la convergencia considerada). Si ahora expresamos [F, ux| en
términos del sistema ortonormal: [F,ug] = >, Fjxu; e identificamos, tenemos:

a;, — Zijak, con Iy, = /[Fv ugluj.
k

Asi se asocia (dado el sistema (ug)) a cada funcién F(p,q) una matriz (Fj) y esta aso-
ciacion preserva las operaciones suma y producto. Toda ecuacién de la mecénica ondula-
toria puede asi ser translada a una ecuaciéon matricial. Posteriormente, Schrédinger tomo
como base (uy) los autovalores de la ecuacion de ondas que ahora puede escribirse como
[H, ] = Ev, siendo H = H(p,q) el Hamiltoniano del sistema. Los autovalores del oper-
ador son los posibles valores E}, de la energi a, y verifican [H, ¥ = Extr. En términos de
este sistema (supuesto completo), la matriz H asociada, es diagonal. Es decir, el problema
béasico de la mecénica de matrices (diagonalizar la matriz H) es equivalente a resolver el
problema de valores propios [H, ] = E1.

También indicé Schrodinger cémo, reciprocamente, conocidos los valores de la ma-
triz (gi;), se podian recuperar las autofunciones (u;): Si ¢;; = [ ujug, entonces (supuso
Schrédinger) los valores de las integrales [ ¢™u;(q)ux(¢)dg pueden calcularse por multi-
plicacién matricial (seria el elemento (ij) de la matriz q™). Se conocerian asi todos los
“momentos” de la funcién ujuy (j y k fijos) que, bajo condiciones muy generales, se sabia
que determinan univocamente la funcién. Por tanto, concluia Schrédinger, se pueden
conocer todas las funciones wjuy, en particular las u?, y finalmente las u;.

Desde un punto de vista estrictamente formal, Schrédinger probd pues que su
mecanica ondulatoria implicaba los aspectos bésicos de la mecénica de matrices (aunque
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no reciprocamente) en los casos simples de espectro discreto. Sin embargo, sus ideas fueron
marcando el camino hacia la teoria de transformaciones de Dirac y Jordan primero, y la ul-
terior unificacién de Von Neumann. Al mismo tiempo, sirvieron para decantar el desarrollo
conceptual moderno de la Mecanica cuantica.

La Teoria de Transformaciones

El problema basico en la mecdnica de matrices, como vimos, era la soluciéon de la
ecuacién matricial ST'HS =W o
SW =HS, (%)

siendo H = (hy,y) la matriz asociada al hamiltoniano del sistema, S = (S, ) una matriz
unitaria y W = (W, 0m,) una matriz diagonal, cuyos términos diagonales son los posibles
valores de la energia del sistema en consideracién. Por tanto, (*) puede escribirse asi:

Z hmnsnk = wksmk(k = 1, 2, .. )

Asf pues, cada una de las columnas s*) = (s,,;) de la matriz S y los correspondientes
elementos diagonales wy de W son soluciones del problema de valores propios

Z honnTn = Atm(m =1,2,...) (8)

Por otro lado, el problema bésico en la mecanica ondulatoria era resolver el problema de
valores propios

Hy(q) = Mp(q) (88)

siendo H el operador diferencial asociado al hamiltoniano del sistema. La semejanza de
los problemas (§) y (§§) es evidente, considerando (x,,) como funcién de la “variable

4

discreta” m y ¢ funcién de la “variable continua” ¢. Siguiendo la analogia, (h,,,) deberia

corresponder a una funcién de dos variables h(g,q’) y la suma ) a una integral [ . En
otras palabras, la ecuacién (§§) deberia poder escribirse como

/ ha, @ (@) dd' = Mi(q).

Comparando esta expresién con (§§), resulta

Hy(q) = / ha,d)o(d) dd.

es decir, h(q,q’) es un nicleo integral para el operador diferencial H. Asi , las mecdnicas
matricial y ondulatoria podrian unificarse si todo operador posible H se pudiera representar
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como un operador integral. jPero esto no es posible ni siquiera para un operador tan sencillo
como la identidad y funciones de una variable real! En efecto de Hvy = 1) resulta que

Y(q) = /h(q7 ¢ )(q") dq’, para toda funcién 1.

En particular, haciendo ¢ = 0 resulta que

(0) = / 0.0 )0l dd = [ K@)

Con elecciones adecuadas de 1 se obtienen las condiciones contradictorias [K = 0y
[ K =1 (Cfr., por ejemplo. [VN, pag. 17]).

Sin embargo, el fisico britdnico P. A. M. Dirac, buen conocedor del cédlculo simbélico
de Heaviside en la teoria electromagnética, resuelve esta dificultad (en su trabajo The
physical interpretation of the quantum dynamics, Proc. Royal Soc. of London (1926),
621-641) con la ayuda de la més famosa de las “funciones singulares”: la funcién §, que a
partir de entonces llevaria también su apellido. Este ubicuo ente (la “funcién” ) aparece
en matematicas implicitamente ya en los trabajos de Fourier y explicitamente en un trabajo
de G. Kirchoff sobre el principio de Huygens para la ecuacién de ondas, en donde introduce
una funcion auxiliar F' tal que

/ F(s)ds =1
I

“para todo intervalo con extremos de distinto signo” Kirchoff pone como ejemplo la funcion

F(s) = % exp(—r?t?)

para r constante positiva “muy grande”. Obviamente, esta funcién no cumple los requisi-
tos senalados, aunque puede tomarse por una “aproximacién” de la funcién deseada. En
cualquier caso, la § aparece, mas o menos maquillada, en la mayor parte de los trabajos
relacionados con las funciones de Green, y la determinacién de las “soluciones funda-
mentales” de un operador diferencial en un punto. Pero es en Fisica donde aparece casi
constantemente, disfrazada con distintos ropajes. Asi, el ingeniero eléctrico O. Heaviside
desarrolld a finales del siglo XIX un célculo operacional, de dificil justificacién matematica,
pero ampliamente utilizado por sus colegas en el primer tercio de este siglo, basado en la
introduccién de la funcién § como “funcién impulso”, derivada de la funcién H (t) que vale
0sit<0y1lsit>0. Resulta por tanto que 6(z) = 0 para todo x # 0 y, por integracién
formal, f_Jrocf d(x)dzr = 1. Esta es la definicién que adopt6é Dirac en su famoso libro The
Principles of Quantum Mechanics (1a. Ed. en 1930), aunque en la 3a. edicién menciona
la definicién original de Heaviside. Suponiendo la validez de las reglas formales del calculo
para la d, Dirac prueba a continuacién “algunas propiedades de la funcién d que se deducen
de la definicién, o al menos no son inconsistentes”. Entre ellas,

§(—x) = 6(z);26(x) = 0; 28 (z) = —5(2)
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+o0 Foo
/ f(2)8(x — a)dz = f(a); / (@) (a — 2)dz = £ (a)

— o0 —0o0

Dirac es consciente de que “estrictamente hablando, dese luego §(x) no es una funcién
propia de x, pero puede considerarse como limite de cierta sucesion de funciones. Para
todos los propdsitos practicos de la Mecédnica Cuéntica, se puede usar §(x) como si fuera una
funcién propia, sin obtener resultados incorrectos. También se pueden usar las derivadas
sucesivas de §(x), que son atin mas discontinuas y menos 'propias’ que la propia §(z).” Estas
palabras de Dirac muestran claramente el triste sino de la §: para los fisicos se trata de
una idealizacion y formalismo util, que los matematicos se encargaran de rigorizar; para
los matematicos, es una nocién intuitiva, sin realidad matematica, cuyo uso se justifica
por las aplicaciones fisicas. En todo caso, en las sucesivas ediciones de su obra, Dirac fue
incluyendo nuevas propiedades de la § (todas ellas correctas desde el punto de vista de la
Teoria de Distribuciones), que muestran que realmente era un habil manipulador con esta
funcién singular. Con la introduccion de la d, ya es posible representar cualquier operador
diferencial como un operador integral. Por ejemplo:

dn

dg"

etc. y lo mismo para el caso de varias variables. Hacemos notar que esta idea de representar

—+ o0

(q) = /+OO 5" (q—q)W(d)dd 5 ¢"¥(q) = / 6(¢ —q)q"v(d) dq',

—0 —0

cualquier operador como un operador integral en un espacio adecuado (de funciones gen-
eralizadas), tuvo su formulacién precisa y rigurosa en el llamado “teorema de los nicleos”
de L. Schwartz.

Con esta linea argumental, Dirac establece una teoria de transformaciones canénicas
por matrices discretas o continuas, que permite unificar los formalismos de la mecanica
de matrices y la mecnanica ondulatoria, como hemos dicho. Pero ain maés, en el libro de
Dirac aparecen ya claramente los elementos conceptuales propios de la Mecanica Cuantica
en sentido moderno: Por ejemplo, toda la informacién sobre el estado del sistema se en-
cuentra en la funcion de estado 1, con independencia de cualquier observable o magnitud
fisica (a diferencia de lo que sucede con la Mecénica clésica, en la que el estado del sis-
tema queda definido en cada instante por ciertas variables observables, como posicién y
momento, por ejemplo). Los observables, es decir, las variables dindminas que podemos
medir (la energia por ejemplo) aparecen ya como operadores. La medida de un observable
es una operacién fisica bien definida, que proporciona un numero real, la medida del ob-
servable, que necesariamente ha de ser un valor propio del operador. Esta y otras razones
técnicas (posibilidad de diagonalizacién, etc.) hacen que los operadores que representan
los observables sean siempre hermitianos, etc. Todos estos hechos, de los que, conceptual-
mente, el mas importante es la separacién entre estado y observable, se encuentran ya en
la obra de Dirac y desde entonces se han incorporado a cualquier formulacién aceptada de
la Mecénica Cuéntica.

Por la época en la que aparecié el primer articulo de Dirac, un grupo de matematicos,
encabezados por Hilbert, Nordheim y von Neumann, estaban explorando ideas similares,
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esto es, representar los observables fisicos como operadores integrales, encontrandose de
manos a boca, como hemos visto, con la funcién d y, por tanto, a “dificultades matematicas
insolubles”, segun Von Neumann. En consecuencia, partiendo de los resultados de Hilbert
sobre ecuaciones integrales de la primera década del siglo, Von Neumannn desarroll6 entre
1927 y 1929 un nuevo marco matematico de la teoria, que es el que esencialmente se utiliza
en la actualidad.

La formulacion de Von Neumann

El método de Dirac se basaba, en el fondo, en la bisqueda de una analogia formal
entre el espacio “discreto ” Z de los valores de los indices de las matrices en (§), y el espacio
2 de la variable “continua” ¢ en (§§). Como senala Von Neumann, “
que esto no se pueda lograr sin cierta violencia sobre el formalismo y la matematica: los

. no es de extranar

espacios Z y {2 son verdaderamente muy distintos, y toda tentativa de ponerlos en relacién
debe chocar con grandes dificultades.” ([VN, pag. 20]). El descubrimiento innovador de
Von Neumann fue percatarse que. si bien Z y 2 son muy distintos, los espacios de funciones
reales sobre ellos que intervienen en la Mecdanica Cudntica son esencialmente los mismos.
En efecto, a las sucesiones que aparecian en la Mecanica de matrices normalmente se les
imponfa la condicién de normalizacién > | z,, |*= 1, mientras que ya hemos dicho que las
funciones 1) de la Mecdnica ondulatoria debfan cumplir [ | |2 = 1, tras su interpretacién
como densidades de probabilidad. Esto sugiri6 a Von Neumann limitar el ambito de
las sucesiones o funciones aceptables en ambas teorias a lo que hoy conocemos como los
espacios

lo={x=(23): 0, €Cy || x|l =D [2n[))/* <00}

Ly(Q) = {¢p: @ — C: ¢ es medible Lebesgue y || ¢ ||= ([ | v |? )2 < o0}

(Von Neumann los designé por Fy y Fgq, respectivamente). Ambos espacios eran bien co-
nocidos en Matematicas. El es pacio /5 lo introdujo Hilbert en sus trabajos sobre ecuaciones
integrales y su estructura era bien conocida, tras la tesis de Schmidt (1908). El espacio
Lo(€2) aparece implicitamente en los trabajos de Lebesgue sobre la teoria de la integral
(para € un intervalo de la recta real) y mas o menos explicitamente en los trabajos de
Schmidt y otros discipulos de Hilbert. De una manera clara, aparece en sendos trabajos
independientes de F. Riesz y E. Fisher de 1907, en los que prueban que ambos espacios
son isomorfos e isométricos, es decir, se puede establecer una correspondencia biyectiva
entre ellos, que preserva la suma y el producto por escalares y tal que si x <+ 1, entonces
| x| =|| ¥ |]. Ambos constituian los dos modelos conocidos de “espacios de Hilbert”.
Como quiera -razoné Von Neumann- que Fz y Fo (y no Z y Q!) forman el “substrato
analitico real” de las mecanicas matricial y ondulatoria, respectivamente, y ambos espacios

son isomorfos, esta isomorfia significa que ambas teorias deben dar los mismos resultados.

h d

En particular, por ejemplo, en el caso de un grado de libertad, los operadores P = Seide V
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() = producto por ¢, verifican sobre su dominio comiin en Ly la relacién P-Q—Q-P = ZL ,
™
luego la misma relacién verificardn en /5 los operadores (matrices) correspondientes en el

isomorfismo.

De esta manera, la equivalencia de la mecénica de matrices y la mecanica ondulatoria
resulta una consecuencia logica del hecho de que ambas son sélo diferentes representaciones
matematicas de las mismas relaciones abstractas. “Es de esperar -anade Von Neumann-
que una formulacion de la mecdnica cuantica basada exclusivamente en las propiedades
intrinsecas basicas comunes a Fz y Fq, permitird obtener una estructura unitaria, presen-
tando las relaciones absolutamente esenciales, y eliminando lo accidental que resulta del
marco formal en cada caso elegido... ” [VN, pag. 23|. A tal fin, Von Neumann desarrolla
una teorfa axiomatica del espacio de Hilbert (separable) abstracto, en el sentido actual,
imas de 20 anos después de que se hubiera introducido los modelos concretos ¢o y Lo, y 7
anos mas tarde de la Tesis de Banach, en la que se introduce la nocion de espacio normado
completo abstracto!. Después de estudiar las propiedades geométricas usuales (proyeccion
ortogonal, existencia de bases ortonormales, etc.) y de probar que tanto ¢ como Ly son
realizaciones especiales del espacio de Hilbert abstracto, Von Neumann aborda el estudio
de los operadores lineales. Von Neumann reconoce inmediatamente que muchos oper-
adores de la mecanica cudntica no estdn definidos en todo el espacio Ly (recordemos, por
ejemplo, los que hemos llamado P, esencialmente el operador derivacion, o @), el operador
multiplicacién por la funcién identidad), pero su dominio es denso (habitualmente estarén
definidos sobre las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto, al menos),
por lo que desarrolla una teoria sobre esta clase de operadores lineales, separandose asi de
los estudios realizados anteriormente. Define la nocién de adjunto de un operador densa-
mente definido, y de la manera habitual, la de operador hermitiano (en el sentido que T*
es una extensién de T') y wunitario, y a continuacién pasa a tratar el problema de valores
propios. Prueba sin dificultad que los autovalores de un operador hermitiano son todos
reales, y que los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales, pero lo que
en general no sucede es que los autovectores asociados a un operador hermitiano formen un
sistema completo. Mas atin, en alguno de los casos mas interesantes, jno aparecen autofun-
ciones pertenecientes al espacio! Por ejemplo, para el operador Py (q) = (h/2mi)Y’'(q), la
ecuacién Py = \ip se cumple para ¢(q) = exp(2miAg/h), y cualquier A. jPero las funciones
exp(2miAg/h) no pertenecen a Lo! Peor ain es el caso del operador Qv (q) = qi(q), cuyo
autovector asociado al posible autovalor A debe verificar (¢ — A)¥(q) = 0 para todo ¢, y
por tanto 1(q) = 0 para ¢ # \. El requerimiento de integrabilidad nos tienta a tomar
como 7 la §(¢ — A), algo matematicamente inadmisible para Von Neumann.

Este tipo de dificultades obliga a Von Neumann a reformular la teoria de autovalores,
usando un método desarrollado por Hilbert en 1906 en su estudio de las ecuaciones in-
tegrales. Para ello, reformulemos adecuadamente el problema de diagonalizacién de una
matriz hermitiana H en el espacio de N dimensiones: Si \; < Ay < ... < A, son los
r(< N) autovalores distintos de H y P; es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio de
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vectories propios asociado a Aj, resulta que

Jj=1

I= ZPj,H(x) = ZHPj(x) => \iP(x).

Si para cada A € R ponemos E(\) =0, si A < Ay, Z/\JS)\ P;, resulta que tenemos definida
una familia {E/(\)} de proyecciones, constante en cada uno de los intervalos —oco < A <
AAL <A< Ao A S A< A A < A< 400y, por tanto, si A, < Ap < ... < Ag son
una cantidad finita de ntimeros, con tal de que entre ellos figuren los A1, ..., A, podemos
escribir

(H(z) |y) = Z/\j([E(AJ’)(m) —EM-)(@)] [ y) =

= 5" A(E(A) (@) — E(A,) ()] | y), Va, y.
k=1

Recordando la nocion de integral de Stieltjes, podemos escribir lo anterior en la forma

400

(H(z) | y) = / M(EN)(@) | ).

— 00
0, simbdlicamente,

H= /;OO NAE().

Esta formulacion del teorema espectral es la que Von Neumann generaliz6 de forma rigurosa
en el espacio de Hilbert infinito dimensional. En efecto, en el caso de operadores acotados,
Hilbert habia probado que, dado un operador hermitiano H en E = Lo, existe una wunica
familia {(E(\) : A € R} de proyecciones que cumple las siguientes propiedades:

a) Para cualquier z € E, E(\)z — 0 para A — —oo, E(A\)x — z para A — 400y
E(MN)x — E(\,)x para A — X, por la derecha.

b) Si A < N, se sigue que E(A) < E()) (en la relacién de orden definida para los
operadores hermiticos).

¢) = pertenece al dominio de definicién de H siy sélo si la integral fj;o N2d(|| EQ)z ||
) es convergente, en cuyo caso, para todo y € F se tiene

+oo
(He | y) = / A((EVz | ).

Una familia con las propiedades anteriores, se llama una resolucion de la identidad para
H. Para el caso de operadores no acotados, Von Neumann extendi6 el teorema en 1929,
probando que todo operador hermitiano puede extenderse a uno mazimal (es decir, sin
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extensiones propias), y que todo operador hermitiano maximal posee o bien una unica
resolucion de la identidad o ninguna. Este ltimo caso es, en cierto modo, excepcional.
En todo caso, los operadores autoadjuntos (es decir, tales que T'= T™) (jno todo operador
hermitiano es autoadjunto!) son maximales, cerrados y poseen siempre resolucién de la
identidad (Von Neumann los llama hipermdzimos), y son los inicamente relevantes para la
Mecénica cuantica ([VN, pg. 175]. A partir de una resolucién de la identidad, se pueden
recuperar los valores propios, pues es facil probar que A\, es un autovalor de H si y solo
si es un punto de discontinuidad de E(\) ([VN, p. 87 y sgs.|. Estos valores constituyen
el espectro discreto de H, que forma un conjunto a lo mas numerable (pues todo sistema
ortonormal en E es a lo mas numerable). Los puntos en los que E()\) es continua y
no constante en un entorno, constituyen el espectro continuo de H. Como ejemplo, Von
Neumann muestra que los operadores P, de derivacién, y @), producto por la identidad,
tienen espectro continuo toda la recta real y da un método formal para obtener la resolucién
de la identidad en estos casos.

Von Neumann contintia el desarrollo de la teoria, reformulando en su lenguaje los
interpretaciones de caracter estadistico de Born y obteniendo una formulacién rigurosa de
la teoria de transformaciones, que comprende todos los formalismos previos de la Mecanica
cuantica. En particular, el principio de incertidumbre aparece como un teorema de la teoria:
si P y @ son operadores hermitianos tales que PQ) — QP = ¢l (c constante), el producto
de sus varianzas en el estado 1 es > |¢| /2 ([VN, pg. 166 y sgs.]).

El trabajo de Von Neumann es realmente impresionante. No sélo desde el punto de
vista de la fundamentacion de la mecanica cudntica, que es la que mas o menos se sigue
actualmente, sino desde el punto de vista matematico, elaborando la mayor parte de la
moderna teoria espectral en espacios de Hilbert e iniciando su monumental trabajo sobre las
subdlgebras involutivas débilmente cerradas (por cierto, a Von Neumann se debe también
la definiciéon general de topologi a débil y las distintas topologias no normadas usuales
en espacios de operadores) de los endomorfismos continuos de un espacio de Hilbert, lo
que hoy se conoce como dlgebras de Von Neumann. Para algunos, como J. Dieudonné
(Cfr. [DD, pg. 183]), estos son los trabajos mas dificiles y profundos de Von Neumann,
obteniendo resultados absolutamente nuevos, y estableciendo conexiones con muchas otras
teorias. Hay que decir que estos trabajos también tuvieron su origen, al menos en parte,
en la Mecédnica cuantica. En efecto, von Neumann escribié un articulo en colaboracién
con Jordan y Wigner sobre la clasificacion de las dlgebras reales, finito dimensionales y
no asociativas (dlgebras de Jordan), propuestas por Jorddn como un modelo mas simple
para expresar la teoria de la mediciéon en mecanica cuantica y la extension de sus métodos
a los fendmenos relativistas. Sus resultados probaron que tales dlgebras no verifican, en
general, las relaciones de conmutacion de Heisenberg, lo que llevé a Von Neumann a modi-
ficar sus postulados, reemplazando la restriccion de dimensionalidad finita por condiciones
topoldgicas més débiles. El resultado fue la definiciéon de algebra de von Neumann.

En su libro Fundamentos Matemadticos de la Mecdnica Cudntica, cuya lectura es ab-
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solutamente recomendable, se encuentra recogida gran parte de la obra sobre Mecanica
Cuantica, incluyendo una presentacién axiomadatica que, con alguna pequena variacion,
presentamos a continuacién. Partiendo de las nociones primitivas de sistema, observable y
estado, tenemos:

AXIOMA I. A todo sistema corresponde un espacio de Hilbert H cuyos vectores (vec-
tores de estado, funciones de onda) describen completamente los estados
posibles del sistema.

AXIOMA II. A cada observable A corresponde un tnico operador autoadjunto (o
hiperméximo) A sobre H.

AXIOMA III. Para un sistema en el estado 1, la probabilidad de que el resultado de
una medida del observable A, representado por A, esté entre A1 y Ao viene
dada por || (E(A\2) — E(A\1))¥ ||?, siendo E()) la resolucién de la identidad
asociada a A.

AXIOMA IV. La evolucién temporal de un vector de estado v viene determinada por la
ecuacién Hy = ihdy /0t (ecuacién de Schrodinger), donde el Hamiltoniano
H es el operador de evolucion y & es la constante de Planck dividida por
2.

AXIOMA V. Si una medida del observable A, representado por A, da un resultado en-
tre A1 y Ao, entonces el estado del sistema inmediatamente despues de la
medicién es una autofuncién de E(A2) — E(\1)

Von Neumann supuso también que cada operador hermitiano representaba un observ-
able, y que cada elemento de H era un posible estado del sistema, pero la existencia de
reglas de superseleccion , descubiertas en 1952 por Wick y Wigner, han obligado a modi-
ficar este punto de vista. Del Axioma III resulta inmediatamente que el resultado de medir
un observable, representado por A, es necesariamente un elemento del espectro de A. Este
axioma contiene también como caso particular la conocida interpretacion probabilistica de
Born de la funcién de onda.

Existen varias otras axiomatizaciones de la Mecanica cuantica, que toman como punto
de partida los trabajos de von Neumann. Podemos citar entre ellas las de Segal (1947),
que permite asociar a cada sistema adecuado de observables un espacio de funciones reales
continuas sobre un espacio compacto Hausdorff adecuado; Mackey (1960), que asocia a
cada sistema fisico un conjunto parcialmente ordenado y ortocomplementado £, de modo
que los observables se pueden identificar con medidas borelianas sobre la recta, valoradas
en L, y los estados con medidas de probabilidad sobre £; los modelos basados en el uso de
logicas tri- o polivaluadas, como el desarollado en la III parte de la obra de Rechenbach
[RE], etc.

Conclusion
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La creacién de la Mecanica Cuéntica representd una de las mayores revoluciones de la
Fisica, con profundas implicaciones, no sélo para la fisica, sino también para la filosofia,
y supone un cambio radical sobre nuestra concepcién de la realidad. A lo largo de las
paginas anteriores hemos intentado dar una breve idea de su desarrollo conceptual. Pero,
sobre todo, hemos querido destacar el complejo proceso del establecimiento de su aparato
matematico, que hoy por hoy, parece firmemente establecido sobre el modelo de Von Neu-
mann. Sin embargo, la interpretacion de ese formalismo estd muy lejos de ser unanime y
continta siendo fuente de controversias entre las distintas escuelas.

Volviendo al formalismo matematico, hemos podido también apreciar la profunda in-
fluencia de la Mecanica Cudantica en el desarrollo de distintas areas de las Matematicas,
desde la teorfa de algebras no conmutativas e incluso no asociativas (dlgebras de Jordan)
a los espacios de Hilbert abstractos, la teoria espectral para operadores no acotados y
las algebras de operadores, pasando por los problemas de autovalores de ecuaciones difer-
enciales e integrales y la teoria de “funciones singulares”, siendo una de las mas claras
motivaciones para el desarrollo de la teoria de distribuciones.

Por otro lado, pronto se dieron cuenta los fisicos que el uso de matemaéticas rigurosas
simplifica cualquier andlisis l6gico, pues permite establecer claramente la distincién entre
los problemas sintacticos y seménticos de cualquier posible interpretacion. Ello ha moti-
vado una intensa actividad y colaboracion entre matematicos, fisicos y logicos que, desde
el punto de vista de las Matematicas, ha supuesto importantes contribuciones en campos
como el albegra abstracta, la teoria de conjuntos, la topologia, la teoria de la medida, el
analisis funcional, etc., mostrando una vez mas la profunda interrelaciéon entre Fisica y
Matematicas.
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