Tema 9. Formulacion lagrangiana

1. Lagrangiano

Se define como la diferencia entre la energia cinética dd sistema T y su
energia potencial V
L=T-V
y sera funcion en general de las coordenadas x, de las velocidades x, y del tiempo t.
Aqui, x representa € conjunto de coordenadas necesario para definir de forma
univoca la posicion del sistema, y no siempre corresponden a coordenadas de
longitud.

2. Integral deaccion S
Se define como laintegral respecto al tiempo del lagrangiano
{2
S= O L(x, % t)dt

Es una funcional (funcion de funciones) de la trayectoria del sistema x(t). Para

cada trayectoria particular, laintegral de accion entre los tiempos considerados, tiene
un valor determinado.

3. Principio de minima accion

Establece que la trayectoria real del sistema, entre todas las trayectorias
compatibles con las condiciones frontera x(t)=x y x(t,)=x,, es aquella que

corresponde a valor minimo de la funcional accidn. Es decir, la variacion de la
accion es nula paralatrayectoriareal
dS=0

4. Ecuaciones de Lagrange

Estudiamos la variacion de la accion S, correspondiente a una variacion
arbitraria de la trayectoria x(t). Ya que € tiempo no se trata como una variable

independiente para cada trayectoria, la variacion de la accion es directamente
t2
N\

dS:Q dL(x % t)dt

Al variar latrayectoria, €l lagrangiano varia segun
dl=gy+ gk
x x
y ademas, como t no actia como variable independiente, la derivada tempord y la

variacion son operadores intercambiables, con lo cual



dx= d%—gdx

dt dt
Por tanto, la variacion de la accion queda expresadaen laforma

t, N
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ds=
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con lo cual, lavariacion de la accion tomalaformadefinitiva
N L dfLoy, 4,0t
&1x  dt TxH

,dx

t

dS= dt +

dx
Mx

El principio de accion minima establece que dicha variacion es cero para la
trayectoria real, elegida entre todas las trayectorias compatibles con x(tl) =X Yy

X(t,) =x,. Es decir, se exige que dS=0, para dx(t,)=0 y dx(t,)=0, con la
variacion de la trayectoria dx(t), funcion arbitraria del tiempo por lo demas.

Concluimos que & segundo sumando es nulo, y asi la trayectoria real descrita por €
sistema satisface | as ecuaciones de Lagrange

5. Ecuaciones de movimiento

En la formulacién de Lagrange, la ecuacion que caracteriza la evolucion del
sistema es la ecuacion de Lagrange

dafL T_
dt x gx
con
L=T-V

y existe una ecuacion de Lagrange para cada coordenada del sistema.

6. Evaluacion de la energia cinética

En lamayoriadelos casos,
T= lrn\/z
2
por lo que la dificultad estriba en determinar v* en funcion de las derivadas

temporales de las coordenadas del sistema. En coordenadas cartesianas es fécil
V=X +y +7



En coordenadas cilindricas, la velocidad tiene tres componentes, z en la

direccion vertical, r en ladireccion radial y rf en la direccion tangente al circulo
deradior,

con lo cual
V=2 +r¥ 2+ 7

En coordenadas esféricas, la velocidad lineal de rotacion en torno a ge zes

rsenqf , lavelocidad lineal de rotacion respecto al eje perpendicular d gezesrq,
y lavelocidad radial es r

S~ -

con lo cual
V2 =r2 +r%g? +r2sen?q

Por ultimo, destacar que en €l caso de un cuerpo continuo en movimiento, la
energia cinética sera la suma de la energia cinética de rotacion y de la energia
cinéticade tradacion.



7. Evaluacion deV

- S F eslafuerza gercida sobre e sistema en la direccion del ge x, la energia
potencia viene dada por

X

V=- QFdX

integrando desde un punto arbitrario x,. Si la coordenada del sistema es un angulo
g laenergiapotencial satisface
q
N\
V=- QFr dg

siendor €l radio degiro.

8. Fuerzasdeligadura

Las ligaduras son las condiciones adicionales que deben satisfacer las
coordenadas del sistema, y que limitan & nimero de coordenadas independientes del
sistema. Una particula de masa m que se mueve por € interior de unaaro de radio R

tiene dos coordenadas (r,q), una ligadura r =R, y una sola coordenada
independiente g .

Las fuerzas de ligadura | son las fuerzas que obligan a sistema a seguir una
ligadura. En un péndulo, latension T del hilo es la fuerza de ligadura que hace que
lalongitud del hilo sea constante.

9. Metodologia

Si no nos interesa conocer |las fuerzas de ligadura, desde un principio escribimos
el lagrangiano en funcion sdlo de las coordenadas independientes y resolvemos las
ecuaciones del movimiento.

Si nos interesa conocer |las fuerzas de ligadura, escribimos € lagrangiano como
funcion de todas las coordenadas del sistema, y definimos el lagrangiano modificado
L'=L+I (ligadura)
donde | es la fuerza de ligadura que multiplica a la ecuacion de la ligadura
expresada en una forma que sea idénticamente nula. Con esto € lagrangiano
modificado es estrictamente igual a lagrangiano inicial. Entonces, la condicion de
accion minima exigiendo e cumplimiento de la ligadura da lugar a las ecuaciones de

Lagrange para e lagrangiano modificado L’, mas la condicion ﬂL/'ﬂI =0, que nos
da de nuevo la ecuacion de la ligadura. Asi resolvemos las ecuaciones de

movimiento y la fuerza de ligadura Es anadogo a cdculo de extremos
condicionados en Andlisis.



Como regla general, | debe multiplicar a la ecuacion de ligadura resuelta para
las coordenadas, no para el cuadrado de las coordenadas, etc. Es decir, s laligadura

es X* +y* = a?, el lagrangiano modificado se escribe

L'=L+| (,/x2+y2 - a)

yas | tienelasdimensiones correctas de fuerza

Problemas Resueltos

9.1 Determinar por € método lagrangiano la posicion de equilibrio de una
varilla rigida de masa M y longitud L, con un extremo fijo a un ge vertical que

gira con velocidad angular constantew.

» Seaf € angulo que forma la varilla con e ge vertical. Definimos x como la

coordenada de posicion de un elemento de masa dm de la varilla, respecto del punto
fijo. Laenergiacinéticadelavarillaes

:%Gz(x)dm

siendo V(x) la velocidad del demento de masa dm. Dicha velocidad tiene dos
componentes,

una perpendicular ala varilla con valor X, en ladireccién creciente del dngulo f |
y otra en direcciéon horizontal, tangente a la trayectoria circular de dm, con valor
wr =wxsenf , siendo r =xsenf € radio de giro del elemento dm. La primera
componente se debe a giro de lavarilla sobre € punto fijo, y lasegunda a giro dela
varillarespecto a ge vertical. Por tanto,



V2(x) :(m")2 +(wxsenf )? = x2 (f'2 +w? sen® f )

» Por ser la varilla un cuerpo homogéneo, € elemento de masaes dm= IV%_dx,

con lo cual, laenergiacinéticatomael valor
L

T:%Q(f'2+wzsin2f )szde

L

M (f'2 +w?sin?f ) szdx

N

ol N

MLZ(f'2+w25in2f)

= Medimos la energia potencial gravitatoria respecto de la posicion horizontal de la
varilla (f =90°)
V= (\}y dm= g(\)dm— Mgy
- - - cm

siendo v, laposicion vertical del centro de masas respecto del plano horizontal de
referencia,

L
Yem = - Ec:osf
con lo cual

V=- Mg%cosf

El lagrangiano de lavarillaes

L=T-V :%MLZ (f'2 +w2sen’f ) +Mg%cosf

y la ecuacion de Lagrange resulta

dalo fL _
d&Tt g 1
6
932 0= Lz senf cost - L MgLsen
& 7 3 2

y paralaposicion de equilibrio, f =0, obtenemos lacondicion
%MLQ\stenf cosf :%MgLsenf

con dos soluciones, una estable

y otrainestable,



9.3 Deeminar la forma que adquiere la superficie libre de un liquido
dentro deunavasija cilindrica en rotacion.

Por simetria, laformaserd z= f (r), donde zeslaaturade un punto material de

la superficie libre y r su distancia radial a €e de giro. Sin tener en cuenta la
ligadura, la velocidad de un elemento de masa m tiene tres componentes
perpendiculares, una componente radial f, una componente vertical z, y una

componente en la direccion tangente a la circunferencia de radio r, de valor wr .
Entonces,

VZ - I-.2 + 22 +W2r2
laenergiacinéticadel elemento de masa es

T:Em(r'2 +22+w2r2)
2
y laenergia potencial respecto delaposicion de equilibrio (z=0) es
V =mgz
Paratener en cuentalaligadura, definimos € lagrangiano modificado
L'=L+I (z- (r))
1 4, .
:Em(r2 + 22 +W2I’2)- mgz+1 (z- f(r))

L as ecuaciones de Lagrange son

E@QE—O ® mi'=mwr-1f'(r)
&z T
dadlL's L' _ N
aSny w0 © melom
[ _
‘H_I_O ® z=1(r)

Para calcular la posicion de equilibrio del elemento de masa, basta tomar las
condiciones 2=0, i =0, en las ecuaciones anteriores. Obtenemos la solucién

mw?r =1 f'(r)
| =mg

z=1(r)



De las dos primeras, eliminando la fuerza de ligadura | , encontramos la pendiente
delacurvade equilibrio

2
fr(r)=2"L
g
Integrando esta Ultima ecuacion con la condicion z=0 si r =0, esdecir, f(0)=0,

obtenemos

y laformade lasuperficie libre resulta ser la de un paraboloide
_}WZI,Z
2 g

9.3 Deerminar la posicion de equilibrio de una masa m unida a una cuerda
de longitud L, a su vez unida a un volante de radio r que gira con velocidad

angular constante w .

W
L“Dr

 E—

m

La velocidad de la masa m tiene dos componentes perpendiculares entre sf, Lf
en direccion perpendicular a la cuerda y w(r + Lsenf ) en direccion tangente a la

circunferencia de giro en e plano horizontal de radio r + Lsenf . Con esto, la
energiacinéticadelamasames

T :%m(LZf'2 +w? (r + Lsenf )2)

y laenergia potencial respecto al plano horizontal (f =90°) es
V =- mgL cosf

El lagrangiano del sistemaes
L :%m(sz'2 +w? (r + Lsenf )2) +mgL cosf
y la ecuacion del movimiento

resulta ser

%( sz.) =mL(r + Lsenf )w?®cosf - mgL senf



Parael equilibrio, f =0, obtenemos
2
tanf :WE(r +Lsenf )

9.4 Determinar la ecuacion del movimiento de un sistema formado por una
cuerda de longitud L, con una masa m en cada extremo, de forma que una de
ellas se mueve sobre el ge x, y la otra sobre e gey. Inicialmente la cuerda se

encuentraen laposicion horizontal (q =0)

S no tenemos en cuenta la ligadura del sistema, la Unica coordenada del sistema
es el ahgulo g queformalacuerdacon el gex. Laenergiacinéticade sistemaes

1 -, .1 .,
T="mx"+=
2 2my
donde
X =L cos
y=Lsenq
y de aqui, derivando respecto del tiempo, encontramos
X =- Lgsenq
y=Lq coy
con lo cual laenergiacinéticatiene laexpresion
T= % mL%g 2
La energia potencia respecto a la posicion de equilibrio horizontal (q = 0) esigual
alaenergia potencia delamasaque dedizapor € gey
V =-mgy =- mgLsenq
El lagrangiano es
L :%mqu'2 +mgLsenq

y la ecuacion de movimiento resultante es



9.5 Determinar lafuerzadeligaduraen € caso anterior.

Las variables del sistema son (x,y) y laligadura L? = ¢ + y?. El lagrangiano

modificado es
L':%m(x2 +¥°) +mgy +| (‘/x2+ y? - L)

siendo | lafuerzadeligadura. Las ecuaciones de Lagrange son

&M p X X2 + y?
dagL'é qL' . yl
—C——x — =0 ® my=mg + —
deEwyg Ty X+ P
oo ® X*+y =L
1l
Utilizando latercera ecuacion, las dos primeras gquedan
=2
L
_ yl
my =ng + L

Para integrar esta ecuacion, nos ayudamos de una ecuaciéon adiciona, de
conservacion de laenergia

E :%m(x2 + yZ) - mgy

y como inicialmente la cuerda esté en reposo horizontalmente, E=0. Tenemos asi
las tres ecueciones

X
mx =—
L
L vl
= +2
my=mg L
)'(2 +y2:29y

de donde podremos obtener lafuerza de ligadura.

Multiplicando la primera por X, la segunda por y, sumando €l resultado,
obtenemos

m{xx+yy)= L +mgy
Derivando dos veces la condicién deligadura L = x¢ + y#, encontramos
X+ yy =- (3 +y2)

con lo cual, con ayuda de la conservacion de energia, la ecuacion anterior queda en
laforma

- m(>‘<2 +y2): LI + mgy



I :-Smg%:-Smgsenq

9.6 Determinar latension delacuerday la aceleracién de caida de las masas
en una maquina de Atwood ssmple, mediante e método lagrangiano.

e

m,

"I
my

Latension de la cuerda es la fuerza de ligadura que mantiene unidas las masas a

la cuerda de longitud L. Tomamos nuestro origen de coordenadas en € punto méas

ato de la trayectoria. Sean (X, x,) las coordenadas de ambas masas respecto del
punto de referencia. La energia cinéticadel sstemaes

1 1
T= 3 my; + 3 m,;
laenergiapotencial se mide respecto al punto de referencia resultando ser

V =-mgx - mgx;
Por altimo, la ecuacion de laligaduraes x, + x, = L

El lagrangiano modificado es

1 1
L'=2mx +5myx; +mgg +mgio + 1 (x+% - L)
y las ecuaciones de Lagrange son

daqL'c 9L’ N
—c—+-—=0 ® ¥ =mg+l
dtgﬂxlﬂ e T =M
daoqL'o 9L .
—c—=+—=0 ® X, = +|
dtg'nng % mX; =Myg

L’

—=0 ® +x% =L

1 X%

De la condicion de ligadura obtenemos %, =- X,. Restando las dos primeras
ecuaciones obtenemos la acel eracion de caida de las masas

(m+m)%=(m-m)g

g =m-m

g
m +m



Entonces, de la primera ecuacion se obtiene la fuerza de ligadura, la tension
delacuerda,
_2mnmy,
m +m,
El signo menos indica que la tension esta dirigida en el sentido contrario al aumento
de las coordenadas X, X, .

g

9.7 Unamasa puntual m se encuentra en reposo en € punto mas alto de un
esfera fijada al suelo de radio R. Determinar por e método lagrangiano la
ecuacion de su movimiento de caida cuando se separa ligeramente del punto de
equilibrio, y establecer e punto en & que la masa se separa de la superficie

esférica.
Q- .

La fuerza que mantiene a la masa sobre la superficie esférica es igual a la
reaccion normal N de la esfera sobre ella. Tomamos coordenadas polares centradas
en e origen de la esfera en € plano de la trayectoria de caida. Las coordenadas de la

masam serén (r,q ). Laenergiacinética delamasam esta dada por
— 1 :2 2
T —Em(r +r7 )
Laenergia potencial respecto de la posicion de equilibrio estd dada por
=-mg(R- rcosq)
y lacondicion deligaduraes r = R.
El lagrangiano modificado es
L':%m(r'2 +r2q2)+mg(R- rcosq)+N(r- R)

y las ecuaciones de Lagrange son

dadAL's L' g ‘5
—n—-—=0 ® mr=- cosg + N +mr
&Mz I moeos q
dagL'o 9L’ o
—c—+-—=0 ® nmr"qg =mgrsen
&1 5 1 A = marsend

EzO ® r=R



Con ayuda de la condicién de ligadura, de la segunda ecuacién obtenemos la

ecuacion del movimiento paralatrayectoriade caida
o g
==sgen
q R q

y de aqui, parala primeraecuacion
N =mg cosq - MRy
necesitamos encontrar q en funcion de q . Partimos de larelacion

. ad_.df
R

con lo cual, la ecuacion de movimiento puede escribirse

-dq _g
— =2sen
a g =R

Realizamos laintegral con lacondiciéninicial, q =0 si q =0, resultando
2_»9
q°= Zﬁ(cosq -1)
con lo cual
MRy = 2mg (cosq - 1)
y asi, lanormal adquiere €l valor
N =3mgcosq - 2mg

La particula abandona la superficie de la esfera cuando la normal se haga cero.
Esto es, en laposicion angular

cosq = 2
3



Apéndice
A) Principio de minima accion

Establece que la trayectoria real del sistema, entre todas las trayectorias
compatibles con las condiciones frontera x(t,)=x, y X(t,) =%, es aquella que

corresponde al valor minimo de la funciona accién. Es decir, la variacion de la
accion es nula paralatrayectoriareal
dS=0

Para enunciar de forma matemética precisa lo que implica este principio de
accion minima, vamos a considerar el cambio producido en la accion a pasar de una
trayectoria a otra vecina, teniendo las dos sus extremos en los puntos Ay B, segin
muestralafigura

x(t) +dx(t)

A x(t)

Y a que las trayectorias comparten extremos comunes, la variacion de la accién debe
satisfacer la condicion adicional

dx(t,)=dx(t,)=0

Suponemos que la variable de tiempo t no varia de una trayectoria a otra, y no
se considera una coordenada independiente. Por tanto, la accion S sdlo es funcional

de latrayectoria considerada x(t) . En consecuencia, su variacion es

t,
\
ds= Q dL(x % § dt

Lavariacion del lagrangiano es
ALk t) =gy gy
fix fix
y en virtud que la coordenada tempora es independiente de la trayectoria elegida,
podemos intercambiar € operador de derivada tempora y € operador de variacion
con lo que

d)'(=d%:£dx
dt dt

con lo cual, lavariacion de la accidn queda expresada en laforma



t, .
ds= —dx+£idx ot
0 & 5

Integrando por partes el ultimo factor, vemos que

2 t2 2
ﬂLaeEolx_olt_ﬂ dx S A B
Q ‘ng 7] 8dt X g

y ya que todas la trayectorias tienen extremos comunes dx(t,)=dx(t,)=0, €

primer término es nulo. Asi, la variacion de la accion para un cambio arbitrario en la
trayectoria, tiene laformafinal

L e L 60
dS= ~-d xdt
Q STx  &dt T o

Segun establece € principio de minima accidn, esta variacion debe ser nula
para cualquier cambio dx(t), respecto de la trayectoria real correspondiente a

movimiento real del cuerpo. Esto sera asi s la trayectoria rea es aquella que
satisface |las ecuaciones de Lagrange

B) Teorema de E. Noether

Este teorema relaciona las cantidades conservadas (energia, momento, etc) del
movimiento con € tipo de simetria que se conserva en € sistema. Supongamos que
latransformacion de las coordenadas

t® t¢=t+dt

x(t)® xqtq
no varia la integral de accion para una trayectoria dada. VVeamos que consecuencias
podemos extraer de esta Smetria.

Lavariacion delaaccion debi do a estatransformaci 6n de coordenadas es

ds= O(x¢ ® 19 dte- O( X

Ca culamos | as variaciones de las coordenadas por separado. Respecto alavariable
de tiempo, tenemos

dt 6= d—tTdt — %, ANty
d <ot g

Para la variable espacial, su variacion es doble, primero por variar la propia
coordenaday segundo por variar su dependenciaen el tiempo. Obtenemos

dx=xqtd- x(t) = dx+1%x

siendo dx =xq(t) - x(t) eslavariacion de la coordenada manteniendo fijo e tiempo.
Delamismaforma, lavariacion del lagrangiano se compone de dos partes



dL= dL+ﬂL ﬂdx+ﬂde+ﬂL
qt X X it

Lavariacion de laaccidn se escribe

ds= C‘)(xq;w,tcpﬂdt + @(xq;w,tcp - L(X,B,t)gdt
a

Holt éé” dx+_dx+£dt°dt

Ldt dt éd\ dx+ dx dt

De la misma forma que en e apartado anterior, € operador de derivada
tempora puede intercambiarse con € operador de variacién a tiempo constante, por
lo que

ax=ax
it

con lo cual, podemos escribir e dltimo término en el integrando en laforma

T aw= T ok g axd 20
xE s ST

y asi, lavariacion delaaccion tlenelaexpr&sién final
(Ldt) —
‘HS: \‘H dt Q d +laé1 o - dx ‘ITaé]Loodt
O e S

L —6 L 1AL 00—
S= dt+—d Y ¢ Tk X ct
1 C{ 5 Qﬂx Tt &TX 2 ﬂz

Con la condicion de que la variacién de la accion sea nula y que €
movimiento recorra la trayectoria real, esto es, que se satisfagan las ecuaciones de
Lagrange, obtenemos e teorema de E. Noether: Si S es invariante bgo la
transformacioén de las coordenadas t ® t¢x ® x¢, entonces

1S= q dt+—dxdt 0

Esdecir,
T+ L gx=0
e ™% @
0loqueeslomismo
L —
Ldt +—dx
fix

es una constante del movimiento. Por Ultimo, al tener dx=dx- %dt, dicha

constante del movimiento se escribe en laforma

&G IO+ g
& x %) %




1. Simetriafrente atraslacion temporal

Latransformacién temporal es
dt =a
dx=0
y en consecuencia, segun e teorema de Noether, existe una cantidad conservada en
el movimiento en laforma

Para encontrar el significado a esta constante, basta utilizar €l lagrangiano habitual
= % e +V (x)

y llegamos a

T s L=mic- L +V (X) = Ime +V (x)=E
X 2 2
gue es la energia total del sistema. Por tanto, cuando la evolucién de un sistema no

dependa ddl tiempo, su energiatotal se conserva.

2. Simetriafrente atraslacion espacial

Latraslacion espacia es

dt=0

dx=a
Se conserva el momento conjugado p, definido por

pX = ﬂ_l._

X

Si la coordenada x mide unalongitud, p, =mx es constante. Es decir, se conserva e
momento lineal en la direccion del ge que mantiene invariante al sistema. Si la
coordenada x es un angulo, p, = Iq es constante. Es decir, se conserva el momento
angular de giro respecto al ge que mantieneinvariante a sistema.



