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Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 1. Hoja 1

1 NUMEROS.

1.1 Numeros reales

e Aqui tenemos una lista de niumeros de diferentes tipos:

5 2
0,1,17,—4,5,—?,7r,\/§,6,7r3.

o Los numeros naturales son los siguientes:

1,2,3,4..

e Otra clase de nimeros la forman ndmeros enteros:

. —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4..

Evidentemente, todos los niimeros naturales son enteros.

e A partir de los enteros se obtienen las fracciones (cocientes de enteros). Por ejemplo:
5 2 1 -6
37 77471

Las fracciones se llaman ndmeros racionales.

e Hay muchas formas de escribir un niimero racional. Ejemplos:

5 10 15 -5 —10 —15

3 6 9 -3 -6 -9

3_3_6_9_  _3_-6_9_
1 2 3 —1 -2 -3

Todo numero entero (luego, todo nimero natural) es un nimero racional.
e Los siguientes ntimeros, ademas de otros muchos, son nidmeros irracionales:

7T>\/§7\/§76‘

e Los numeros racionales y los nimeros irracionales forman la clase de los nidmeros reales.

Un numero real o es racional o es irracional.
e Hay una clase aiin mayor de nimeros: los numeros complejos, que se estudian mas adelante.
Ejercicios

1. Indicar si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones: (a) 2 es entero; (b) 3 es racional;

(c) 0 es real; (d) V2 es real; (e) 7 es racional; (f) e es natural.
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1.2

Operaciones

Tema 1. Hoja 2

Con los numeros reales hay dos operaciones muy importantes: la suma (o adicion) y el

producto (o multiplicacion).

La diferencia (o resta) puede verse como una suma:
r—y=1z+(-y)

Hay que tener en cuenta las siguientes propiedades:

r+0=z ; —(-z)=2 ; z+(-2)=0 ; —(z4+y =-z-y

Ejemplo. Se verifican las siguientes igualdades:
a—(a—b)=a—a+b=0>
Ejemplo. Las siguientes igualdades son correctas:

(a—b)—a=a—-b—a=-b

El producto de dos niimeros se representa de varias maneras:
axb=ab=ab ,
3x4=34=12 ,
2xXa=2.a=2a |,
aXxr=axr=ax

Algunas propiedades del producto son:

lr=2 , 0z=0 , zy=0=2=06y=0

La propiedad distributiva o propiedad del factor comin relaciona la suma y el producto:

x(y+z) =xy+zz
Ejemplo. Se cumple lo siguiente:
a—bla+1)=a—ba—b
Ejemplo. Se verifican las siguientes igualdades:
(I1-bla+a=a—ba+a=2a—ba=(2-0b)a

También se puede hacer asi:

(I-bla+a=[(1-b)+1lla=(1—-b+1)a=(2-b)a
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e El cociente (o division) de dos niimeros se suele escribir de varias formas
a
a:b= 7= /b

0
0

No tiene significado la divisién por 0, asi que no se debe escribir 0’ ni

El cociente se puede contemplar como un producto:

— = r—
Yy Yy
e Se verifican las siguientes propiedades:
1 T % Tv T
=1 5 7= i p=o- i —=—eav=gu
T v YU y v
e Ejemplo. Se tiene lo siguiente:
ab

Ejemplo. Se verifica que

b
<%+a>b:%+ab:a+ab:a(1+b)

El producto repetido de un mismo factor da lugar a las potencias (de exponente natural):

2" =xzxx..x (nveces)
Conviene definir 20 = 1, para = # 0. Ejemplos: (a) 23 = zzx; (b) a® = aa; (c) m! =m.
e Varias igualdades muy importantes son:
(a+0)%=a*+2ab+b* , (a—b)?=a*>—2ab+b* |,
(a+b)=a+3a*0+3ab*> +b* |, (a—b)%=a>—3a%b+3ab®> - 0> |

a?—b>=(a—b)(a+b) , a—0b=(a—>b)a®+ab+b?)
e Ejemplo. Se verifica lo siguiente:

t(l+y+v) —yl+az+) =z+ay+ay? —y—yr —yz? =

=z —y+ayly—o)=(@—y) -yl —y) = (z - y)(1 - 2y)
e Ejemplo. Se cumplen las siguientes igualdades:

ab® + 2a%b* + a®b = ab(b* + 2ab + a*) = ab(a + b)*
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e Para x # 0 se definen las potencias de exponente entero negativo:

1
rh=— (n=1,23.)
x

1
No est4 definido 0~". Ejemplos: (a) 272 = —; (b) a=! = —.
a

Ejercicios

1. Escribir como diferencias las siguientes sumas: (a) 5+7; (b) 2+ (—7); (¢) e+1; (d) 2++/2;
() 44 (—1); (f) =2+ 3.

2. Escribir como cocientes los siguientes productos: (a) 2-

(e) =6-7; (f) 2-2.

3. Simplificar las siguientes expresiones: (a) (a —b) — (a+b); (b) a+b— (a —b); (¢) —a +
r—Q2r+a);(d) —(u—v)=(@—-u); () v—r+(-v—u) () z—[z-y)+ (y—2)]

1 1 1 b 2 y? r+y x4y
4. Efectuar: L) u— = (@) B (d) 2 b (o) L _ .
cotuar: (a) a2 (b) w13 (0) = s (@) £ b (o) - Ly T 22
3 -3 -3 3
T ) -2, 3. —2, -1 -1, -2. T, x r . z
5. Simplificar: (a) x=%z°; (b) 2 %y~ + 27y~ *; (¢) ok (d) $27(e) xiQ’(f) e

1.3 Forma decimal

e Todos los ntimeros reales se pueden escribir en forma decimal. Por ejemplo:

1 8
32718 =3.100+2. 10+ 7T+ — + — ;
- T 10 * 100

aqui 327 es la parte entera 'y 0’18 es la parte decimal.

e En ocasiones la parte decimal es periddica, como en los siguientes ejemplos:
8'75 = 8'757575...  (periddica pura)
165’03 = 165'0333...  (periédica mixta)
e Si la parte decimal es finita, se puede escribir como periddica. Por ejemplo:

25'6 = 25’60 = 25'6000...  (peri6dica mixta)

e Los numeros que tienen una parte decimal periddica son exactamente los nimeros racionales.

En los siguientes ejemplos se ve como se pasa de decimal a fraccién y de fraccién a decimal.



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 1. Hoja 5

e Ejemplo. Dado x = 875, claramente se puede escribir

875
T =—
100

e Ejemplo. Para pasar a fraccion z = 8'75 se hace lo siguiente: llamamos
v =875 = 8/7T5757517...
Como el periodo tiene 2 cifras multiplicamos por 102 = 100:
100z = 875'757575...
Observemos que x y 100z tienen la misma parte decimal. Restamos y se obtiene 100z —z =

000 — 875 8 L 875—8 867
= — 8. Luego z = = —
v 80T =701 99

e Ejemplo. Para escribir como fraccién x = 165’ 203 realizamos lo siguiente. En primer

lugar, pasamos a una expresiéon decimal periddica pura:
x = 165203 = 165'2030303...
10z = 1652'03 = 1652'030303...
Como 10z es periddico puro, hacemos algo similar al ejemplo anterior:

10002 = 165203'030303...

165203 — 1652 163 551
1000—10 990

Restamos: 1000x — 102z = 165203 — 1652. Por tanto x =
e Ejemplo. Dada la fraccion R se utiliza el algoritmo de la divisién y se obtiene
2
- =04
5
e Ejemplo. La fraccién 3 se escribe, después de realizar la divisién, del siguiente modo:

-=1%
3

e Hemos dicho que todo nimero real tiene un desarrollo decimal, pero no siempre es nico.
Hay que tener en cuenta que
0'9 = 0'9999... = 1

Por ejemplo: 2/47 = 2/469. Otro ejemplo: 13/9 = 14.
e Los numeros irracionales son los que tienen un desarrollo decimal infinito no periddico:
7 =2314159... ; V2=141421... ; /3=173205... ; e=2'71828...

Por tanto, al escribir un ndmero irracional en forma decimal siempre estamos haciendo

una aproximacién y nunca es una representacién exacta.
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e Notaciéon cientifica. Es habitual utilizar las potencias de 10 para escribir nimeros

grandes y nimeros pequenos, tal como se hace en los siguientes ejemplos:
2/3 x 10'% = 23 x 10? = 23 x 1 000 000 000 = 23 000 000 000
23 x 10710 =23 x 1071 = 23 x 0'000 000 000 01 = 0’000 000 000 23

Representaciéon geométrica. Se toma una recta y en ella dos puntos cualesquiera, a
los que asociamos los nimeros 0 y 1 (lo haremos quedando el 0 a la izquierda y el 1 a la
derecha). Entonces se pueden representar todos los niimeros reales en esa recta, de modo
que a cada punto le corresponde un nimero y a cada nimero le corresponde un punto.

Ese nuimero se suele llamar abscisa del punto.

También los nimeros reales se pueden representar como vectores. Por ejemplo, el niimero
2 se corresponde con un vector de médulo 2, orientado de izquierda a derecha, y situado

con origen en cualquier punto de la recta.

Ejercicios

1.4

. Escribir en forma decimal: (a) ot (b) 3 (c) 7 (d) it (e) = (f)

. Escribir como fraccién los siguientes niimeros: (a) 2'3; (b) 0'12; (c) 3'14; (d) 51'234; (e)

6'11; (f) —11/23.
7 6 1 5 -3 . -1
7

. Indicar cudles de los siguientes niimeros son racionales y cudles irracionales: (a) 2'676767...;

(b) 8'123321123321...; (¢) 5'55999...; (d) 0'010101...; (e) 0'010010001...; (f) 0'0100101001....

. Escribir de forma més simple: (a) 0/09; (b) 3/459; (c) 10'9; (d) 9'9; (e) 0'089; (f) 9/89.

. Calcular: (a) 1’2 . 10 +2 . 1019 (b) 12 . 10 — 2 . 10'%; (c) 2 . 100 . 12 . 10?; (d)

1’2 .10

S 7w (€) (12 109% (f) (12 10%)72.

. Dibujar en una recta los nimeros: (a) 3'2; (b) —2'3; (c) 0'6; (d) v/2; (e) g; (f) m.

Orden e inecuaciones

Los ntimeros reales estan ordenados. Se utilizan los cuatro simbolos: < (menor), < (menor

o igual), > (mayor), > (mayor o igual). Por ejemplo: 1 <2;3<4;6>5;7>T7.

e Existen las siguientes relaciones:

a<b<=b>a<—=a<b ba=b<b>a 6a=0»
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e Escribir x > 0 significa que x es positivo, mientras que x < 0 quiere decir que x es negativo.

Debe quedar claro que 0 no es positivo ni negativo.
e Los nimeros naturales (1,2, 3...) son los enteros positivos.

e Al operar con desigualdades hay que tener en cuenta ciertas propiedades, como se ve en

los ejemplos siguientes.

e Al sumar desigualdades se conserva el orden. Ejemplo: si sumamos

3+x<1
—14+3r< -2

se obtiene

244 < -1
e Al multiplicar una desigualdad por un ntimero positivo se conserva el orden. Ejemplo: si
2—x<x—T7 |,
entonces, al multiplicar por 3 se obtiene

6 —3r<3zr—21

e Al multiplicar una desigualdad por un ntimero negativo se invierte el orden. Ejemplo: si
24z < —2x+8 |
entonces, al multiplicar por —2 resulta

—4 —2x > 22— 16

e Al hallar los inversos de dos nimeros del mismo signo se invierte el orden. Ejemplos:

1 1
J<xr = ->—
3

1
r<—1——>-1
T

e Para resolver una inecuacién se debe “despejar” la incégnita, tal como se hace en los

siguientes ejemplos.
. . . . . -3
e Ejemplo. La inecuacién 2 4+ 4 < —1 es equivalente a 4z < —3, es decir z < T Por
tanto, cualquier niimero menor que 1 es solucién de la inecuacion.

9
e Ejemplo. Para resolver 2 — x < & — 7, se obtiene primero 9 < 2z, asi que = > 3
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e Ejemplo. Las soluciones de 2 + z < —x + 8 se pueden obtener asi: 2z < 6, luego = < 3.

e Ejemplo. La inecuacién
z+1 1

2 < z—1
exige considerar los casos ¢ —1 >0 (x > 1) y x —1 <0 (z < 1). No tiene sentido x = 1.
Para z > 1: (z+1)(z —1) = 22 — 1 < 2, luego 22 < 3, asf que —v/3 < = < /3, luego
1 <z <3 Paraz < 1: (x4 1)(x —1) =22 —1 > 2, por tanto 22 > 3, de donde
r < —/36x > \/g, luego = < —V3 < 1. En resumen, las soluciones son = < -3 y

l<zx< \/§
Ejercicios
1. Indicar cuéles de los siguientes numeros son positivos: (a)m: (b) 3 —m; (¢) 0; (d) 3 - _Tl;
() =5 +7; () :—g

1
2. Resolver las siguientes inecuaciones: (a) x —1 <1 —z; (b) 3z —1 < %; (¢c) —>2;(d)
— x

1 1
- < Txr—4 2<3 4;: (f) = > 7.
—<Tz ;(e) z+ <$+,()x2_

1.5 Valor absoluto y distancia

e Se define el valor absoluto |z| del nimero real = del siguiente modo:

T si x>0
ol = —x si x<0

Por cjemplo: | 3| = [3| = 3; [v2| = | - v2| = V.
e Propiedades del valor absoluto:

* |z] >0

*le=0<=2x=0

lel=]—-2 , |z—y|l=ly—2zl
x x|
eyl =lzllyl , |=l=—= W#0)
ylo
letyl <zl +lyl |-yl <z + |yl

e La distancia entre dos niimeros reales se expresa usando el valor absoluto:

d(z,y) = v —y| = |y — |

Ejemplos: d(—2,3) =5; d(3,7) = 4.
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e Una propiedad muy til es la siguiente:
dlx,y)=|r—yl<r<=c—-r<y<zct+r<—y—-r<z<y+r

Por ejemplo: |2 —z| <1 <= 1< x < 3. Otro ejemplo: |z —1| <2< -1 <z < 3.

Ejercicios.
—1 —1
L Hallar: (a) | =70 (b) | 51} €) | Sgfs @) 1= s €) fe = als 6) [VE -1
2. Hallar: (a) |z?2|; (b) |1+ 22[; (c) ‘_—1 ; (d) |a® + b%); (e) L+u?) (f) 12
. . ) ) 1+$2 ) ) ’U2 ) 1+$2 .

3. Determinar todos los nimeros que cumplan las desigualdades: (a) |z —2| < 3; (b) |z —2| <
2; () |z —4] <5 (d) |z +1] <35 (e) [z +2[ <2 (f) [x+1] <0.

4. Escribir usando valores absolutos: (a) —1 <z < 1; (b) =7 <z <1; (¢) =5 <z < 8§; (d)
l<z<8(e) b<ae<—1;(f) 2<z<0.

1.6 Formula del binomio de Newton

e Queremos calcular las potencias de un binomio a + b. Ya sabemos que
(a+b)°=1=1a"°

(a+ bl =a+b=1a't’ + 1a%!
(a4 b)? = a® + 2ab + b* = 1a*° + 2a'b' + 1a"p?
(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b* = 1a>0° + 3a2b* + 3a'b? + 1a°0®

e Vemos que se obtienen sumas en las que las potencias de a disminuyen, mientras las de b

aumentan. Con los coeficientes podemos formar el siguiente tridngulo de Tartaglia:

1 3 3 1
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e La regla de formacién es que cada nimero es suma de los dos que estan encima y que en

los extremos aparece siempre el 1. Podemos continuar el tridngulo de Tartaglia:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

e Entonces se tiene
(a+0)* = a + 4a3b + 6a%b* 4 4ab® 4 b*

(a +b)° = a® + 5a*b + 10a®b? + 10a%0> + 5ab* + b°

(a+b)% = a® + 6a°b + 15a*b? + 20a0> + 15a%b* + 6ab® + b°

Y

para referirnos al nimero que estd en la fila n (n = 0,1,2...) y que ocupa en ella el lugar
k (k=0,1,2...). Por ejemplo:

B 0 O (e ()

(0)-()-

(D))

1(9-(.%
(-6

e Paran=1,23...

e Es habitual escribir

el factorial de n es
n!=n(n-1)..3.2.1

Conviene escribir 0! = 1. Ejemplos: 2! = 2; 3! = 6; 4! = 24.
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e Hay varias expresiones para < ) en las que se utilizan los factoriales:
n

<m> m! m(m—1)..(m—n+1)

n nl(m —n)! n!
16 16.15.14
E‘ 1 : = = .
Jetpro ( 3 ) 521 00

e Ahora podemos escribir la igualdad para (a+b)", llamada férmula del binomio de Newton:

n_ (™) nz0 Y n—1;1 ., . n 1pn—1 Y 0;n
(a+b) <O>ab+<1>a b + +<n—1>ab +<n>ab

Se escribe de forma abreviada asi:

(a+0b)" = z": (n) a™ '’
=0

?
7

Ejercicios
1 3

1. Escribir el desarrollo de: (a) (1+z)?%; (b) (1 —u)3; (c) (z—y)3; (d) (x - §> ;(e) (v—1)%

(f) (1+2)°.
3 4 3

2. Desarrollar: (a) (2 — )% (b) (3+ 2)3; (c) (3— %) : (d) <1 — %) : (e) <3;_ i) : (£)
(2 —x)*

v () (o (i (3 (3 )

4. Calcular el coeficiente de z'° en el desarrollo de (1 + z)?.

1.7 Variaciones, permutaciones y combinaciones

e Ejemplo. En un club de 20 personas hay que nombrar un presidente, un secretario y
un tesorero. Se puede hacer de muchas formas. El presidente puede ser cualquiera de las
20; elegido el presidente, el secretario puede ser cualquiera de las 19 restantes; elegidos
presidente y secretario, el puesto de tesorero lo puede ocupar cualquiera de las otras 18.
En total hay

Vop.3 = 20.19.18 = 20!

’ 17!
maneras de hacer las designaciones. Hay que observar que la eleccién de Juan como
presidente, Andrea como secretaria y Yomina como tesorera, es diferente de Andrea como
presidenta, Juan como secretario y Yomina como tesorera; es decir, resulta importante el

orden (presidente, secretario y tesorero) en el que se elijan las personas.
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e Se llama wariacion de m objetos de tamano n a cualquiera de los grupos ordenados de n
objetos que se pueden formar con los m. Dos variaciones son diferentes si tienen objetos

distintos o estan en orden diferente.

e El nimero total de variaciones de tamafno n que se pueden formar con m objetos es

Vion =m(m—1)..(m—n+1) = (m#'n)‘

e Un caso especial de variacién es la permutacion, que se tiene cuando m = n:

n!
Pn:Vnm:a:n!
e Ejemplo. Hay que colocar a cinco personas en una fila; se puede hacer de Ps = 5! = 120

maneras distintas.

e A veces nos interesan grupos sin orden. Se llama combinacidon de m objetos de tamano n
a cualquiera de los grupos de n objetos que se pueden formar con los m, sin importar el

orden. Dos combinaciones son diferentes si tienen objetos distintos.

e El niimero de combinaciones de tamafio n que se forman con m elementos es

c, = Vinn ~ m(m—1)..(m —n+1) <m>

n

’ P, n!

1.e . . . m , . .
La ultima igualdad motiva que a las expresiones se les llame ndmeros combinatorios.
n

e Ejemplo. Una persona sé6lo puede llevar 3 de sus 12 libros en una maleta. En total tiene

12\ 12.11.10
Clag = — =T 990
12,3 (3) 3.2

elecciones diferentes.
Ejercicios
1. Una persona tiene 4 pantalones y 5 camisas. ;De cuantas formas puede vestirse?

2. Hay 8 bebidas diferentes. Una persona elige 2 de esas 8 bebidas para mezclarlas. ;Cuantas

mezclas distintas de bebidas puede hacer?
3. (De cuantas formas distintas pueden oirse 4 discos?

4. Una persona que posee 7 camisas decide llevar 2 a un viaje que va a realizar. ;Cuantas

posibilidades tiene?
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5. {De cudntas modos distintos se pueden meter tres objetos en tres cajas si solo se puede

meter un objeto en una caja?

6. Angel, Belinda, Carlos, Diana y Ernesto desean hacerse una fotografia poniéndose todos

en la misma fila. ;Cuantas formas hay de colocarse?

7. Angel, Belinda, Carlos, Diana y Ernesto desean hacerse una fotografia de modo que alter-

nen chico y chica. ;Cuéantas formas hay de colocarse?

8. Una linea de guagua sale de la parada 1, pasa por otras 5 (paradas 2,3,4,5 y 6) y llega a la
ultima (la parada 7). ;Cuéntos billetes diferentes habré que imprimir si se desea que en

cada billete figure la parada en la que se sube el pasajero y la parada en la que se baja?

1.8 Ejercicios

1. Indicar cudles de los siguientes niimeros son enteros: (a) v/2; (b) v2—2v/2; (¢) v2+2—/2;
(d) 2.5 (e) i\/§ (f) Q . Q
3 3\ RV T T

2. Simplificar las siguientes expresiones:

3. Simplificar

(a)%+ab

o5

(©) 1—%

@ E -3

o ()
a—b
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4. Simplificar

(a) 1+ i
14—1+1i_
a=b
b a
(b) a+b
a2_b2
() =
b2
1
U
(d) —7
( ) (m+y)2(m2_y2)
Y w2+ )
1,1
_+_
z Ty
) +—=
y x

5. Calcular 0'23 + 0/456

Tema 1. Hoja 14

6. Hallar 023 + 0’15\6, escribiendo primero los sumandos en forma de fraccion.

90 90
7. Hallar 220939
0’99 — 0’89

8. Resolver las inecuaciones siguientes:

r+2<6—=x

(a)
(b) 4o —2>7—bx
)
)

(¢c) 22+1<0

(d) ——>z+2
x
1

(e) 5 =2

() ! <14

x

l—2 ™

9. Resolver las siguientes inecuaciones:

(a
(b

lr—1] <0
|z —2| <3
c) lx+5]>5

(§

)
)

()

(d) |z —5| < |z +1]
) le+1+]z+2/>1
)

(
(f

|z —1].|lz —2] <3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Demostrar la identidad

<w+|x|>2+ (w— |x|>2 2
2 2 T

4 4
Calcular = sabiendo que verifica <9 ) = <9 )

78 T
15 15
Hall
a ar<8>—|—<9>

Simplificar la expresién

., Qué relacién existe entre m y n para que se verifique la igualdad
-1
n n

12 12
Encontrar el valor de « para que se cumpla la siguiente igualdad ( ) = < 5 >
x

Calcular el valor de x en la igualdad (fﬁ) = (i)

Hallar el coeficiente de z® en el desarrollo de (x + 2)%°

Desarrollar (3 + 2z)°

3\ 15
Calcula el término independiente (en el que no figura z) en el desarrollo de (23}2 — —>
x

Desarrollar las siguientes potencias:

r 3

3
@E+as -2 @ (5+7) @ 3+2

Tenemos 5 juguetes diferentes que deseamos entregar a 5 nifios, uno a cada uno. ;De

cuantas formas puede realizarse el reparto?
; Cuantas diagonales hay en un poligono de 17 lados?

Hay tres ninos, a cada uno de los cuales se le da un juguete de los 7 distintos que hay en

una tienda. ;De cudntas formas puede hacerse?
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1.9 Soluciones

1.1 Nuimeros reales. (1la) Cierta. (1b) Cierta. (1c) Cierta. (1d) Cierta. (1e) Falsa. (1f)
Falsa.

1.2 Operaciones. (la) 5 2— (=17). (1b3) 2—m. (1c) e—(—1). (1d) 2 - (—\/5) (1;) 4—-1
(1f) —2 — (=3). (2a) = (2b) YT (2¢) 1/2 (2d) —. (2e) 1/7 (2f) 1/2 (3a)

o, (3b) 2. (3c) ~%a— 2. (3d) 0. (3e) Cr - (3f) x (4a) artl
. b3 ( ) 3 2 2 T +y
(4c) —b (4d) (4e) T (an) 2 . (5a) z. (5b) (5 )
z. (5d) 75, (5e) v~} (5f) 0
1.3 Forma decimal. (1a) 2— (1b) 2 e @ (1d) % (1e) @ (1) —%.

(2a) 3'5. (2b) 2. (2c) 0’25. (2d) 083. (2e) 06. (2f) —0'142857. (3a) Racional. (3b)
Racional. (3c) Racional. (3d) Racional. (3e) Irracional. (3f) Racional. (4a) 0'1. (4b)
3'46. (4c) 11. (4d) 10. (4e) 0'09. (4f) 9'9. (5a) 21’2 x 10°. (5b) —18'8 x 10°. (5¢)
24 x 1019, (5d) 0/06. (5e) 1'44 x 10'®. (5f) 694 x 10~20.

1.4 Orden e inecuaciones. (1a) Positivo. (1b) No positivo. (1c) No positivo. (1d) No

positivo. (1e) Positivo. (1f) Positivo. (2a) z < 1. (2b) = < 0'3. (2c) 0<z<05. (2d)

2—-+11 2+V11
— <z

- <0yT<x.(2e)—l<m.(2f) \/_§x<\/_
1.5 Valor absoluto y distancia. (1a) 7. (1b) 1 (1c) - (1d) . (1e) m—e. (1f) V2 1.
(2a) 2. (2b) 1+ 22. (2¢) = (2d) a 2 4+ p% . (2f) ’1 ‘ (3a)

—-l<z<b5 (83b)0 <z <4 (3c) -l<z<9. (3d) —4<:U<2 (3e) —4§x§0
(3f) x = —1. (4a) |z| < 1. (4b) |z + 3| < 4. (4c) |z — 1'5| < 6'5. (4d) |« — 4'5] < 3'5.
(4e) |z +3| < 2. (4f) [+ 1| < 1.

1.6 Binomio de Newton. (1a) 1+2z+22. (1b) 1—-3u+3u?—u3. (1c) 23322y +3zy? —y3.

322 3 1
(1d) 2? — 22 4 20—~ (le) v* — 408 + 60? — v + 1. (1f) 1+5x+10m2+10m3—|—
y: oy
27 9
524 +2°. (2a) 4 — 4x+x (2b) 27 + 27z + 92% + 23. (2c¢) 27—;—&— s (2d)
4 6 4 3 1
-+ 3 +x— (2e) 2* —3r+———. (2f) 16 — 327 + 242? — 823 + z*. (3a)

1. (3b) 11935. (3¢) T15. (3d) 462. (3e) 165. (3F) 6. (4) 15 504.

1.7 Variaciones, permutaciones y combinaciones. (1) 20. (2) 28. (3) 24. (4) 21. (5)
6. (6) 120. (7) 12. (8) 21.

1.8 Ejercicios. (1a) No entero. (1b) No entero. (1c) Entero. (1d) Entero. (1le) Entero.
(1f) Entero. (2a) y(2b — 1) (2b) :Uy(l -z +y). (20) 1. (2d) 3a —2u. (2e) a(l —a).

a U3 a — C
(2) ot — 21 (3a) 22D “’) (3b) . (3d) % (3e) %-1.
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3+ ba (a—0)b (a —b)b? (z +y)°
T () e (D) gy (40) T (1001 (1) ey
(4f) %_y (5) 0'6S8779. (6) 1824211 (7) 7. (8a) = < 2. (8b) z > 1. (8c) No tiene

1
solucién. (8d) =z < 0. (8e)0<\x!<7 8f) 2 =0y 1< (92) z =1. (9b)
-1 <2z<5 (9c)z < -10y0 <z (9d)2< 2z (9e) 2z < -2y —1 < z. (9f)

3—+V13 3+\/_

1 1
rciyrce <P anmy e (12)<6> (13) <. (14) m = 2n.

(15) 3y 9. (16) 23. (17) 496 128. (18) 243 + 810z + 1 08022 + 72023 4 240z* + 3245,

(19) 5 674 372 704. (20a) 32 + 80z + 8022 + 4023 + 10z ¥ 25, (20b) 16 384 — 28 672z +

9 27 21
21 50422 — 8 96023 + 2 240z* — 33625 + 282% — 27, (20c) 8x +—63: + 5t o (204)

32210 — 2402% 4 7202% — 1 08024 + 81022 — 243. (21) 120. (22) 119. (23) 210
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2 TRIGONOMETRIA.

2.1 Angulos y razones

Un angulo viene determinado por dos semirrectas, llamadas lados, con un mismo origen llamado
vértice.

Medida de angulos.

En el sistema sexagesimal se toma como unidad el angulo recto. Un angulo recto se divide
en 90 partes llamadas grados sexagesimales.

En el sistema circular la unidad de medida es el radidn. Un dangulo mide un radian cuando
la longitud del arco es igual al radio.

360° = 27 radianes

Si la medida de un dngulo es de g grados sexagesimales y r en radianes, se verifica:

g T

180 7

Razones trigonométricas de un angulo agudo.

2
e
W cateto opuesto

o

cateto contiguo

longitud del cateto opuesto a o

sena = longitud de la hipotenusa
cos o — longitud del cateto contiguo a «
o longitud de la hipotenusa
oo — longitud del cateto opuesto a o« _ S€NQ
g = longitud del cateto contiguo a a = ¢os

Ademas se definen las razones secante (sec), cosecante (cosec) y cotangente (ctg) de la forma:

1

seco =
COoS ¢
1
coseco =

sena

1
ctgoy = —

tgo
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Razones de los angulos de 0°,30°,45°,60° y 90°.

0° | 30° | 45° | 60° 90°
seno 0 % 4 ‘/75 1
coseno @ @ % 0
tangente | 0 \/Tg 1 | V3 | no definida

Relaciéon fundamental de la trigonometria.

2

sen’a +cos“a=1

bd
seno
tangente

coseno

Como se puede observar esta relacion es consecuencia inmediata del Teorema de Pitagoras
h?=C? + ¢,
es decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Ejercicios

1. Calcula la altura que alcanza una escalera de 6m de longitud cuando descansa sobre una
pared y forma un angulo de 60° con el suelo.
Solucién: & = 6sen60°.

2. Se quiere medir la altura de una estatua situada sobre un pedestal. Desde un punto que se

encuentra a 20m del pedestal, éste se observa bajo un angulo de 12° y el extremo superior

de la estatua bajo un dngulo de 28°. ;Qué altura tiene la estatua?

Solucién: y = 20(tg28° — tg12°)

3. Calcula la altura de un edificio sabiendo que, desde cierto punto, la cispide del edificio
forma un angulo de 30° con la horizontal y cuando nos aproximamos 70m el dngulo es de
60°.

70tg60°tg30°

Solucién: y = .
tg60° — tg30°
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Relaciones entre las razones de angulos distintos.

Complementarios Suplementarios Difieren en 180° Opuestos
cos(90° — ) = senav | cos(180° — a) = —cosa | cos(180° + o) = —cosa | cos(—a) = cos
sen(90° — a) = cosa | sen(180° — o) = senar | sen(180° + a) = —sena | sen(—a) = —sen«
tg(90° — a) = ctga tg(180° — a) = —tga tg(180° + a) = tga tg(—a) = —tga

Foérmulas de adicion.

Razones de la suma Razones de la diferencia
sen(a + 3) = senacos B + cos asenf | sen(a — ) = sena cos f — cos asenf3
cos(a + () = cosacos § — senasenf | cos(aw — 3) = cos acos (3 + senasen3

tga + tgfl tga — tgl
tgla+ ) = —/—— tgla =) = —/———
1 — tgatgs 1+ tgatgl
Férmulas del angulo doble y mitad.
1 — cos2a
sen2a = 2sena cos o sen’a = >
1 + cos2a
cos 2o = cos® o — sen’a | cos? v = ~hcossa
2tga I —cos2a
tg2a = tgla =
& 1 — tg2a & 1 4 cos2a
Férmulas de transformacion en producto.
Q a—
sena + sen(3 = 2sen ;— b cos — b
« a—
cosa + cos 3 = 2cos ;—IBCOS 25
a+pf a-p
sena — sen( = 2 cos o sen—
a+f a-—p
cosa — cos 3 = —2sen 5 Sen—

Ejercicios

1. Resuelve la ecuacién sen2x = senzx.
Solucién: 2senxcosx = senz, senx(2cosr — 1) = 0.

Por tanto, senx = 0 o 2cosx — 1 = 0, es decir cosx = % Luego las soluciones son: km,
T+ 2kTy —% + 2k
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2. Resuelve la ecuacion senx + cosx = 1.

Solucién: senz++/1 — sen?x = 1, por tanto v/ 1 — sen?z = 1—senz, y elevando al cuadrado

2 2

obtenemos: 1 — sen“x = 1 + sen“x — 2senx

2sen’r — senz = 0; 2senx(senxz — 1) = 0. Por tanto senx = 0 o senx = 1, es decir, x = km
yr=735+2kn

2.2 Resolucion de triangulos

Sea ABC un triangulo, donde denotamos por A, B, C' los dngulos y por a, b, ¢, los lados

enfrentados a los angulos A, B, C| respectivamente.

C

Se verifica:

A+ B+ C =180° =7 radianes

Teorema del seno:

a b c
senA senB  senC

siendo R el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo.
Teorema del coseno:
a? =b*+ ¢ — 2bccos A
b =a® + ¢ — 2accos B
& =a®+b* —2abcosC

Area del triangulo:

1

S = —absenC
2
1

S = —acsenB
2
1

S = —besenAd
2

b
Dado p = %7

S = \/p(p —a)(p—>)(p——c) (Formula de Herén)
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2.3

Ejercicios

. Un barco que se encuentra frente a un golfo es observado desde los dos cabos que lo forman

y que distan 10km. Desde cada cabo se ve el barco con angulos de 28° y 32°. Calcula la

menor distancia a que se encuentra el barco de la costa.

., senl20°  sen28°
Solucién: =
10 a

. Desde un aeropuerto C se observan dos aviones A y B bajo un angulo de 38°. Si los aviones

distan 5 y 8 km del aeropuerto, calcula la distancia que separa a los aviones.

Solucién: a? = 82 + 52 — 2 x 8 x 5cos38°

Ejercicios

. Cuando el Sol esta a 30° por encima del horizonte, jcuanto mide la sombra proyectada

por un arbol de 15m de altura?

. Halla el drea de un hexagono regular de 10cm de lado.

Calcular el area de un octégono regular de lado 7cm.

La diferencia entre la longitud de una circunferencia y el perimetro de un hexdgono regular

inscrito es de 28m. Halla el radio de la circunferencia.

. De un triangulo se conocen dos angulos que miden 55° y 45° y el lado opuesto al de 45°

que mide 100m. Calcula los otros dos lados.

. Calcula la longitud de un puente que se quiere construir sobre un barranco, conociendo

que los dangulos que forman los extremos del barranco A y B con un punto en el fondo del
barranco O son ABO = 32° y OAB = 48° y que la distancia entre A y O es de 120m.

. Encuentra un dngulo agudo tal que sen(z + 30°) = cos .

. Desde un barco se ve la torre de un faro bajo un angulo de 30°. Cuando el barco ha

recorrido 200m en la direccién del faro dicho angulo es de 45°. Calcula la altura de la torre
sobre el nivel del mar y la distancia a la que se encuentra el barco del faro en el momento

de la segunda medicién.

. Se quiere medir la altura de una montana cercana a un pueblo. A la salida de éste han

medido el angulo de elevacién que es de 30°. Han avanzado 100m hacia la base y han

vuelto a medir el angulo de elevacién siendo ahora 45°. Calcula la altura de la montana.
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10.

11.

12.

Juan y Rosa se encuentran a ambos lados de la orilla de un rio. Rosa se aleja hasta una
caseta distante 100m del punto A, desde la que dirige visuales a los puntos A y B(donde
se encuentra Pedro) que forman un dngulo de 30° y desde A ve los puntos C y B bajo un

angulo de 120°. ;Qué distancia hay entre A y B?

Dos montafieros que han ascendido en fines de semana sucesivos a dos picos querrian saber
qué distancia hay entre ellos. Para ello han medido desde la base del pico A los dangulos
a1 = 85% y ag = 30°, después han caminando hasta la base del pico B y han medido los
angulos B; = 40° y B2 = 93°. La distancia que hay entre dichas bases es de 600m.

i, Podrias calcularla? A

Enunciar y resolver un problema donde se quiera medir un objeto situado en un pedestal

al que no tenemos acceso a la base.

2.4 Soluciones

1.

xT

_ _15
— tg30°"

1075
2. Ay =6A7r =6 ‘2/_:30\/%.

TS 28 %35
3. Ay = 8Ap = 819225 _ iy
a r 2 tg22.5
4. 27 R — 61 = 28, puesto que R = [, tenemos (27 — 6)R = 28.
Por tanto., R 28
or tanto, R = .
’ 21 — 6
sen45® _sendd sen4db® _ sen80
100 b 100 c

6 sen100° sen32°

& 120
1

3
5. sen(z + 30°) = senxcos30° 4 cosrsen30® = £semv + 5C05T-

Por tanto la ecuacién se convierte en: - sena = 5cosz; tagr = 335 Luego = = arctg—.
8. tg45° = £, 1g30° =

Luego y

2
V3 1

3

2001z’
z’
200t945 tg30

© tgdho —tg30°

9. h= 136,4m
10. d= 100m
11. d= 1687m
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3 NUMEROS COMPLEJOS.

3.1 Introduccién.

Si intentamos resolver la ecuacién 2 4+ 1 = 0 nos encontramos que no tiene solucién ya que ésta
deberia ser = /=1 y, como sabemos, la raiz cuadrada de un nimero negativo no existe en R,
conjunto de los nimeros reales. Denotemos v/—1 por i y definamos un nimero complejo como
una expresién de la forma x 4 iy, donde x e y son numeros reales. Dado un niimero complejo
z =1x+ 1y, a x ey se les denomina parte real y parte imaginaria de z respectivamente y se
denotan por

r=Rez e y=1Imz.

En caso de que z = x+10 escribiremos z = x y diremos que z es real. Por otro lado, si z = 0+ 1y,
escribiremos z = iy y le llamaremos imaginario puro. En particular 0 = 040 e ¢ = 0 4 ¢1.
El conjunto de todos los niimeros complejos se denota por C y éste contiene al conjunto R
de los numeros reales que podemos identificar con el conjunto de los nimeros complejos cuya
parte imaginaria es 0, es decir R = {z € C: Im z = 0}. El conjunto C se puede representar
graficamente en el plano real (R?) sin més que asociar el nimero complejo z = x + iy con el par
o punto (z,%) de R?. Este punto se conoce como afijo de z. La forma de expresar z como a + ib

se conoce como expresion bindmica de un nimero complejo.

EL PLANO COMPLEJO
y
Z=xX+iy
D :
Eje real :
X
2
=
g
&
g
O
m

3.2 Operaciones algebraicas.

Para sumar o restar dos nimeros complejos hemos de sumar o restar sus respectivas partes reales
e imaginarias:

(x+1iy)+ (a+1ib) = (x 4+ a) +i(y + b)
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(x +iy) — (a+1ib) = (r —a) + i(y — b).
La multiplicacién viene definida por la regla:
(x +1iy)(a +ib) = (za — yb) + i(xb + ya).
Esta regla parece complicada y dificil de recordar, pero si tenemos en cuenta que
i2=(0441)(04+i1) = (0—1) +i(0+0) = —1+i0 = —1, (1)
y multiplicamos (z + iy)(a + ib) como dos polinomios en i, obtenemos dicha regla:
(x4 iy)(a +ib) = za + x(ib) + (iy)a + (iy)(ib) = za + ixb + iya + i*yb = (va — yb) + i(xb + ya).

Notemos que (?7) nos dice que i es una solucién de 2 4+ 1 = 0.
La suma y la multiplicacién de nimeros complejos verifican las mismas propiedades que las

de los nimeros reales:
1. Asociativa: z1 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23 ; 21(2223) = (2122)23.
2. Conmutativa: z1 + 290 = 22 + 21 ; 2122 = 2221.
3. Elementos neutros: z+0=0+2=2 ; 2z1=1z=2z.
4. Distributiva: z1(z2 + 23) = (2122) + (2123).
5. 2z.0=0.z=0.
3.3 Conjugacién y modulo.

Dado un ntumero complejo z = = + iy, llamamos conjugado de z al complejo que resulta al
cambiar de signo la parte imaginaria y lo denotaremos por Z. Asi Z = x — iy. Se puede observar
que:

Z = z si, y solamente si, z € R

Z = —z si, y solamente si, z = 1y.

Ademsds, con la definicién que hemos dado del producto de dos nimeros complejos se tiene
2z = (x4 iy)(z —iy) = * + ¢,

lo que implica que zZ es un numero real positivo y /2% estaria siempre bien definida. A este

valor se le llama mddulo de z y se denota por |z|, esto es,

|z] = V2z = /a2 + 32



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 3. Hoja 27

El hecho de que zZ sea un nimero real nos permite definir el inverso de un complejo z = a+ib # 0:

1 1 a—1b a—1b a )

= = = — 1 N
z a+ib (a+ib)(a—1ib) a?+b>  a?+b> a®+b?
y consiguientemente la division de nimeros complejos vendria dada por

Z21 1
—_— =Z1—.
22 22

MODULO, CONJUGADO Y OPUESTO
1

z=x+iy

N

-Z=-X-1y =Xy

Propiedades del médulo y conjugacion respecto de las operaciones:

1. (le’:ZQ) =71 £ 7%.

2. 7129 = 71 2.
N _ A

3. (2—2) == (2#0)

4. ’2122‘ = ‘21”22’

5. 12| = [7].

6. |2 =2l (20,
Z9 ‘22’

3.4 Forma trigonométrica.

Recordemos que un nimero complejo z = x + iy puede ser representado como un par (z,y) y
como tal constituye un punto del plano, lo que permite asociarle un vector con punto inicial en
(0,0) y final en (x,y). Podemos entonces determinar el complejo z dando el médulo de dicho
vector, que coincide con el modulo de z definido anteriormente, y el angulo que forma con el eje

real, que se denomina argumento de z. En otras palabras, lo podemos expresar en coordenadas
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polares:

FORMA POLAR DE UN
NUMERO COMPLEJO
4\

B :

y=rsen(0)| <

Observemos que si nos dicen que un numero complejo z tiene por médulo r y argumento
6, entonces (como indica la figura) su parte real serd x = rcosf y su parte imaginaria serd

y = rsenf. Podemos expresar z como
z =x + iy = rcos + irsend = r(cosb + isend),

expresion que se conoce como forma trigonométrica de z. Una de las grandes ventajas de esta

manera de representar a los nimeros complejos es que facilita la operacion de potenciacién
2" = r"[cos(nf) + isen(nh)] (n € N). (2)

Ademads la multiplicacién y divisién se pueden expresar de forma més sencilla como sigue:

2122 = rirafcos(01 + ) + isen(0y + 62)] ; ? = :—1[003(91 —02) +isen(61 — 62)] (22 #0).
2 T2

Por otro lado, si nos dan un complejo z en forma binémica z = x + iy, tenemos que su moédulo
es |z2| = r = V2?2 +y? y su argumento serd un angulo 6 tal que tgh = 4. Podemos entonces

expresar z de una forma abreviada por z = 1y, expresiéon que se conoce como forma polar:
z =rg =r(cosf + isend). (3)

Es importante observar que el argumento de un complejo no es tnico ya que si el angulo 6
es un argumento de z y le sumamos un angulo de amplitud 27, es decir le damos una vuelta
completa, volvemos a caer en el mismo sitio, por lo cual 8 4+ 27 seria también un posible valor
del argumento de z. Lo mismo sucede si damos k vueltas y por tanto 8 + 2kx serd también otro
valor del argumento de z.

La expresion en forma polar nos permite introducir la radicacion de los niimeros complejos de

forma mds o menos sencilla. La {/z serd cualquier complejo w tal que w™ = z. Asi, expresando
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ambos nimeros en forma polar w = p, v 2z = 1y, y recordando que segin (?7?) y (??) (pa)" =

(" )na, obtenemos que

0+ 2k
Pl =g si, y solamente si, p = U7y o = " (k=0,1,2,...n - 1).
n

Luego un complejo z = ry tiene n raices n-ésimas {zk}Z;é que podemos expresar como:

0 + 2k 0+ 2k
2= Ur <cos <u> + isen <u

>> (k=0,1,2,....n—1).

n

A modo de ejemplo, observemos en el siguiente grafico, como se representan en el plano las
cinco raices quintas de z = cos(3) + isen(3). Notamos que todas tienen el mismo médulo y se
distribuyen de manera que forman un pentdgono regular (en el caso de raices n-ésimas formarian

un poligono regular de n lados).

RAICES N-ESIMAS DE UN
NUMERO COMPLEJO

Raices quintas de z=cos(mt/3)+isen(mn/3)

i7m/15

=
z
__ in/15
/3 zZ,=e
/15
1
=" 251/15
3 z,=e
3.5 Ejercicios
1. Calcula las raices de las siguientes ecuaciones:
)z’ +x+1=0; b) 2® 4+ 2x+5=0.

2. Efectua las siguientes operaciones entre nimeros complejos:
a) (34 5i) + (4—3i); b) (54 3i) — (6 — 4i) ;

¢) (6 —5i) 4+ (2— i) — 2(=5 +6i); d) (2—i) — (5 + 4i) + (6 — 4i).
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3. Multiplica:
a) (3414)(4 —2i); b) (24 14)(b —6i) ;
c) (—i4+1)(3—=2i)(1+3i);; d)5(2—4)(1+ 3i)i.

4. Efectia las siguientes divisiones de nuimeros complejos:

a)

2+ 4i
420

1— 44 )4—M
;. C .
3+ -3+ 5%

b)
5. Calcula las potencias:
a) (2—3i)% b) (3—14)3 ¢)i'?; d) (2 —4)%

6. Efectua las siguientes operaciones y simplifica:

3i(—4i+2)
243

(—34)%(1 — 24)
2+ 2i

(2 — 30)(1 + 69)
1452

a) 6 —3(5+ zz), b)

5 2

; d)
7. Calcula 7, 2, %0, 25, 31,
8. ;Cuénto debe valer 2 para que el nimero (2 + i)? sea imaginario puro?

9. Calcula (1+4)% (1—1i)*, (=140)*y(—1—i)%

10. Resuelve las siguientes ecuaciones en el campo complejo:

z
b+i)z=3—Ti; b =3—5i;
z 2z — 1 z 2z — 31
=3 d)— — 6 — 3i.
V3roi 1 0 DZt5 !

11. Representa graficamente los afijos de todos los niimeros complejos z tales que al sumarlos

con su respectivo conjugado, se obtenga 1.
12. Representa graficamente los nimeros complejos z tales z —Z = i. ;Qué debe verificar 2?7

13. Representa graficamente el niimero complejo 4—3i. Aplicale un giro de 90 grados alrededor

del origen. ;Cuadl es el nuevo nimero? Multiplica ahora 4 — 3i por .

14. Escribe en forma trigonométrica y polar los niimeros:

a)1+4+3i; b) —1+4+14; ¢)5—12i.

15. Escribe en la forma bindémica y trigonométrica los ntimeros:

a) o5z; b) 213505 ¢) 32400.

16. Calcula tres argumentos del nimero 1 4+ 1.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

3.6

ca) —9—8i,b) & —&i c) —F+ % d)

Expresa en forma binémica y en forma polar el conjugado y el opuesto de 5%
Calcula sin desarrollar los binomios y expresar el resultado en forma polar:
a) (L+0)1% b) (=3 + 0% ) (1-4)°.
Utiliza la férmula de Moivre, (cosf+isenf)" = [cos(nf)+isen(nd)] (n € N), para deducir
las férmulas de las razones trigonométricas del angulo doble.
Calcula las raices sextas de la unidad.

Resuelve la ecuacién z 4+ 27 = 0. Representa graficamente todas sus soluciones.

-1+
Calcula v/—i; V1 +14; ¢ ———.
14+ +/3i

Halla las coordenadas de los vértices de un cuadrado (de centro el origen) sabiendo que

uno de estos es el afijo del nimero complejo lz.

Halla las coordenadas de los vértices de un hexagono regular, de centro el origen, sabiendo

que uno de estos es el afijo del niimero complejo 3.

Representa graficamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada caso?

a) |zl =2; b)|z—(1+1i)|=5.

Escribe todos los nimeros complejos cuyos afijos estén en la circunferencia de centro (1, 1)

y radio 3.

Soluciones

ca)m =140 b) —142

ca) T+2i,b) —1+7i, ¢) 18 —18i, d) —3i

a) 14 —2i, b) 16 — 7i, ¢) 16 — 2, d) —10 + 70
a)i,b) —15 — 15, ¢) T2 — 15i
a)—b — 12, b) 18 — 26i, ¢) —i, d) —112 + 384i

7

oot
\GIEN]
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23. 14

24. —

25.

26.

a) & — 120, b)29 — 3i, ¢)2 — L d) L —5i

13 52~ 52°
Recta = = %
Recta y = %
3441

a) V101195, v/10(cos(1'25) + isen(1'25)); b) \/5%7, V2(cos(2E) + dsen(2F)); ¢) 13_1n7,
13(cos(—1'17) + isen(—1'17))

a) 5A£ + 2 5(cos(%) + isen(%)); b) —V2 4+ V/2i, \/_(COS(??T”) + isen(%ﬂ)); c) —% - 342@2‘7
3(cos(% )—l—zsen(%))

a5

9m
4

)

INE

5_\/§5f

Opuesto: forma binémica —=¥ 1, forma polar 55~
4

Conjugado: forma binémica ‘%Q — 42£2, forma polar 5_x=
4
a)32z, b) l%r, c)8_z

sen(26) = 2sen () cos(d), cos(26) = cos?(A) — sen?()

1;%—&-@2’,—%4—@1’;—1—l—iéu%—lgz
x:3,x——%+33§i;x:—§— 3@1

a) ,—@—%Z,@—%z, b) {4/_11,\/5977 \/51%,\/_2”
i, —1, —1, 1

-4 i b i b

a) Circunferencia de centro (0,0) y radio 2, b) circunferencia centrada en (1,1) y radio 5

(1+3cos(f)) +i(1+3sen(d)), 0 <6 <27
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4 FUNCIONES ELEMENTALES.

4.1 Concepto de funcion y propiedades basicas.

Decimos que hay una correspondencia entre dos conjuntos cuando existen unas determinadas
reglas que permiten asociar elementos del primer conjunto (conjunto inicial) con elementos del
segundo conjunto (conjunto final).

Una aplicacion es una correspondencia que asigna a cada elemento del conjunto inicial un
unico elemento del conjunto final.

Cuando los conjuntos inicial y final son subconjuntos de R, hablamos de funciones reales de
variable real. Si f es una funcién de A C R en R, llamamos dominio de la funcién al conjunto
de los elementos de A cuya imagen pertenece a R y recorrido o imagen de la funcién al conjunto
de todos los valores que toma la funcion.

Ejercicios
1. (a) Si a cada persona del mundo se le asigna su madre bioldgica, jes aplicacion?

(b) Si a cada mujer del mundo se le asignan sus hijos, ;jes aplicacién? ;Por qué?

2. Indicar cudles de las siguientes graficas representan funciones y en tal caso, hallar el dominio

y recorrido. N

-+ [ J [ J [ ] p [ J [ J [ J

/\ N N N N N N

Zon - T‘\/M 3 2 - | 2 3
4 -1

Propiedades de las funciones

Acotacién. Una funcién f esta acotada superiormente si sus imagenes no superan cierto valor,
esto es, cuando existe M € R tal que f(z) < M, para cualquier x del dominio de f. Se dice que
M es una cota superior.

De la misma forma, la funcién f esta acotada inferiormente si sus iméagenes superan siempre
un cierto nimero, es decir, si existe m € R de tal forma que f(x) > m, para todo x en el dominio
de f.
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Decimos que una funcién f estd acotada si lo esta superior e inferiormente. Esto equivale a

que existe M > 0 de tal forma que |f(x)| < M, para todo = del dominio de la funcién.

Ejemplos. La funcién f(z) = 2? — 1 sélo estd acotada inferiormente (f(z) > —1) mientras que

1
la funcién g(z) = 1 — 2% lo estd s6lo superiormente (g(x) < 1). La funcién h(z) = 1722 esta
x

acotada (|h(x)| < 1)y la funcién I(z) = = no estd acotada ni superior ni inferiormente.

y=x"-1 y=1x

N I s b
AN A

y=1/(1+x") y=x

v

Periodicidad. Una funcién es periddica de periodo T (T # 0) cuando para todo = del dominio,
se tiene que x 4+ T estd en el dominio y f(x +T) = f(z). Se llama periodo fundamental de f al

periodo mas pequeno de f.

Ejemplo La funcién f(x) = senx es una funcién periédica de periodo fundamental 27.

T 3—“/275
2

Paridad. Se dice que una funcién f es par cuando, para cada x de su dominio, —z es también

1
N
3
1
(o8]
N~
1
3
1
NS
I TS

del dominio y se satisface f(—z) = f(z). En este caso, la grafica de la funcién es simétrica
respecto al eje de ordenadas.
Decimos que una funcién f es impar cuando, para cada x de su dominio, —x pertenece

también al dominio y se verifica f(—z) = —f(x). En este caso, la gréfica de la funcién es
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simétrica respecto del origen de coordenadas.

Ejemplos
Funcion par Funcion impar
N
S
/9 /_\
—> -4 -1 E —_—
- R 1 X 4
' o\ S e

Existen funciones que no son pares ni impares, como f(x) = 22+ 2.

Crecimiento y decrecimiento. Sea f una funcién real de variable real e I un intervalo
contenido en su dominio.

f es creciente en Isiy sélo si para cada par de nimeros x1, x2 de I tales que x1 < x9, se tiene
f(@1) < f(a2).

f es decreciente en I si y sélo si para cada par de nimeros x1, x2 de I tales que x1 < x2, se
tiene f(z1) > f(z2).

f es estrictamente creciente en I si y sélo si para cada par de nimeros z1, xo de I tales que
x1 < X9, se tiene f(x1) < f(x2).

f es estrictamente decreciente en I siy sélo si para cada par de nimeros x1, x2 de I tales que
x1 < T9, se tiene f(x1) > f(w2).

Decimos que f es mondtona en I cuando es creciente, decreciente o constante en el intervalo.

Ejemplos. La funcién en (a) es creciente en el intervalo I’ y es estrictamente creciente en I. En
la figura (b) podemos observar que la funcién es decreciente en I’ y estrictamente decreciente

en el intervalo I.

(a) (b)
fix)

N

J0e)=1tx) 1

Jx) 1= J)=ftx) A

Maximos y minimos. Se dice que un punto (zg, f(zg)) de la grafica de la funcién f es un
mazimo absoluto de f cuando f(zp) es el mayor valor que toma f en su dominio, esto es,
f(zg) > f(x), cuando x pertenece al dominio.

Andlogamente, decimos que un punto (zg, f(xg)) de la grafica de la funcién f es un minimo
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absoluto de f cuando f(z¢) es el menor valor que toma f en su dominio, es decir, f(x¢) < f(z),
para cada x del dominio.

Un punto (zg, f(xo)) de la gréafica de la funcién f es un mdzimo relativo si f(xq) es el mayor
valor que toma f en un entorno del punto zg.

Un punto (g, f(zo)) de la grafica de la funcién f es un minimo relativo si f(xo) es el menor

valor que toma f en un entorno de x.

Ejemplo.

R ————

<
\;, [
32

En la grafica de la funcién f se observa que el dominio de f es [a,b]. El punto (M, f(M))
es el maximo absoluto, mientras que los puntos (z1, f(x1)) y (x3, f(x3)) son méaximos relativos.
Asimismo, el punto (m, f(m)) es el minimo absoluto, mientras que los puntos (xg, f(x2)) v

(24, f(z4)) son minimos relativos.

Ejercicios
1. Estudia la acotacién de las siguientes funciones:
1 1
=2z —1 b)y=— =27 — 22 d)y=-——
(a) y =2z (b) y =~ ©y=2z—=x Dy =5

2. Consideramos la funcién f(z) = 2% definida en [0, 1). Extenderla periédicamente a todo R y

trazar su grafica.

3. Estudiar la paridad de las siguientes funciones:
(a) f(x) = -2 —2, 2 € (—o0, —2).
(b) f(z) = a3, x € [-2,2].
(c) f(x) = —xQ?; x € (2,00).
(d) f(z) =

—~ . 7€ER
zd+1

4. Sea f(z) = x%/2. Probar que la funcién es creciente en el intervalo I = [1,5]. ;Qué sucede
en el intervalo J = [—4, —1]7

5. {Cuadles son los maximos y minimos absolutos y relativos de las funciones representadas en
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las siguientes gréaficas?

N

Tema 4. Hoja 37

A\

:

Y S——

4.2 Transformaciones elementales.

A\

Sea f una funcion real de variable real. Nuestro objetivo en este apartado es analizar cémo se

modifica la grafica de la funcién f cuando realizamos ciertos cambios en la misma.

N

J)

v

A\ 2

Traslaciones verticales. Sea a > 0. Consideramos las funciones y = f(z) +a ey = f(z) — a.

La grafica de cada una de estas funciones se obtiene trasladando verticalmente en a unidades la

grafica de la funcion f, hacia arriba en el primer caso y hacia abajo en el segundo.

Jx)ta

AN

Jf(x)-a

v

Traslaciones horizontales. Sea a > 0. Construimos las funciones y = f(r +a) e y = f(z — a).

La grafica de estas funciones se obtiene por traslacion horizontal en a unidades de la gréafica de
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la funcién f, hacia la izquierda en el primer caso y hacia la derecha en el otro.

N N

fxta)

\ fx-a)

A 4

F Y
3

A\ 2

4 | -V

Dilataciones y contracciones verticales. Consideramos ahora la funcién y = af(z), con a > 0.

La gréfica de esta funcién es una dilatacién vertical (si @ > 1) o una contraccién vertical (si

a € (0,1)) de la grafica de la funcién f.
N N

y=af(x) y=af(x)

a>1 a<l

AN

af(0)

af(0)

A\ 2

v

v

Dilataciones y contracciones horizontales. Tratamos ahora la funcién y = f(az), con a > 0. En

este caso, la dilatacién o contraccién de la gréfica de la funcién f se produce horizontalmente,
de forma que si a € (0,1) se dilata y si a > 1 se contrae.
N N

Sax) Sax)

a>1

a<l

x,/a x,/a

v

Simetrias.

- Simetria respecto a OY: La gréficas de las funciones y = f(x) e y = f(—x) son simétricas
respecto al eje ordenadas.

- Simetria respecto a OX: Las funciones y = f(x) e y = — f(x) son simétricas respecto al eje
de abcisas.

- Simetria origen: Las graficas de las funciones y = f(z) e y = —f(—x) son simétricas
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respecto al origen de coordenadas.

4

NIV

VAN
N4

fx) 1) Jo
-f(x)

4.3 Funciones elementales

Analizamos ahora las caracteristicas de algunas funciones bésicas.
Funciones polinémicas

Son aquellas que estan definidas mediante un polinomio, esto es, son de la forma
flx) =apa™ + an_12" 1+ .+ a1z + ag,

donde los coeficientes ag, a1, ..., a, son nimeros reales.

Las operaciones usuales, suma, resta y producto de funciones polinémicas son nuevamente
funciones polinémicas. Sin embargo, el cociente de funciones polinémicas no es, en general, una
funcién polinémica.

Recordamos brevemente como se realizan estas operaciones con algunos ejemplos.

Suma y resta de polinomios. Sean P(z) = 423 +522 — 6 y Q(x) = —3x + 5+ 722, Para calcular

la suma y la resta de P y ) debemos agrupar los monomios semejantes, esto es, aquellos que

tienen la misma variable y el mismo grado.
P(z) + Q(z) = 423 + (52% + T2%) + (—32) + (=6 +5) = 423 + 1222 — 32 — 1 ;
P(z) — Q(z) = 423 + (522 — T2?) — (=3x) + (=6 — 5) = 42® — 222 + 32 — 11.

Producto de polinomios. El producto de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene multi-

plicando cada uno de los distintos términos de uno de ellos por el otro, realizando a continuacién
la suma de todos los polinomios obtenidos.
Sean P(z) = —22% + 7Tx — 5y Q(x) = 2® + 3. Se tiene entonces que

P(2)Q(x) = (—22%+ 7z —5)(2% 4 3) = —22° — 62 + 723 + 212 — 52% — 15
= —22° + 2% — 522 + 21z — 15.
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Cociente de polinomios. Sean dos polinomios P(z) y Q(z), tales que el grado de P es mayor

o igual que el de Q). Realizar la division entera entre P (dividendo) y @ (divisor) consiste en

encontrar dos polinomios C(x) (cociente) y R(z) (resto), que verifiquen:
P(r) = Q(x)C(x) + R(x)

siendo el grado de R menor que el de Q.
Efectuemos la divisién entera entre P(z) = 2023 — 1822 + 4 y Q(x) = 4x — 2.

20x° —18x? +4 | 4x-2

—-20x’ +10x7 5x° —2x-1
-8x° +4
+8x% —4x
—4x+4
+4x-2
2

Hemos seguido los siguientes pasos:
1. Ordenamos los polinomios, dejando huecos cuando falte algin término (en nuestro ejemplo
en ).
2. Dividimos 2022 entre 42. Multiplicamos el cociente obtenido (5x2) por el divisor y restamos
el resultado al dividendo. Obtenemos —8z2 + 4.
3. Dividimos —8x? entre 4z. Multiplicamos el cociente (—2x) por el divisor y restamos el
resultado al dividendo. Obtenemos —4x + 4.
4. Dividimos —4x entre 4z. Multiplicamos el cociente (—1) por el divisor y restamos el resultado
al dividendo. Obtenemos 2.
5. Si dividimos 2 entre 4x no obtenemos un monomio, por lo que no seguimos. La divisién es

entera de resto 2.

Si queremos dividir un polinomio P(z) entre Q(z) siendo @(x) un polinomio de la forma
x —a, entonces podemos usar la regla de Ruffini. El resto que se obtiene de este cociente coincide
con el valor que toma el polinomio P en a. Cuando el resto de este cociente nos da 0 , entonces
decimos que a es una raiz del polinomio P.

Sea P(z) = 42® — 622 + 5z — 11. Si dividimos este polinomio por z — 2 obtendremos un
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polinomio cociente de grado 2, como vemos en el siguiente ejemplo.

x-2 2
| X x a Resto

4 -6 5 -11 4 -6 5 -11
2 2 8

4 4 2

4 -6 5 -11 4 -6 5 -11
2 8 2 8 4 18

4 2 4 9 7

El proceso que hemos seguido es el que senalamos a continuacién.
1. Colocamos los coeficientes de los términos del polinomio P(x).
2. El primer coeficiente del cociente corresponde a x2 y es igual al primero del dividendo, 4.
3. El segundo coeficiente del cociente corresponde a x y se obtiene multiplicando 2 por 4 y
sumando el resultado al segundo coeficiente de P(x) que es —6. Nos da 2.
4. El tercer coeficiente del cociente, que es el término independiente, se obtiene multiplicando 2
por 2 y sumando el resultado al coeficiente de P(x) que corresponde a x, esto es, 5. Nos da 9.
5. Por ultimo se halla el resto, que se obtiene de forma andloga, multiplicando 2 por 9 y sumando
este producto al valor del término independiente de P(x), que es -11. Se tiene entonces que el

resto es 7.

La regla de Ruffini es 1til cuando queremos factorizar un polinomio, esto es, descomponer
el polinomio como producto de polinomios mas sencillos.
Veamos con el siguiente ejemplo cudl es el procedimiento a seguir para factorizar un poli-

nomio. Consideramos el polinomio P dado por
P(x) = 2* — 323 + 42 — 62 + 4.
1. Confeccionamos la lista de divisores del término independiente, que es 4.
divisores de 4 = {1, —1,2,—-2,4, —4}.

2. Probamos, haciendo uso de la regla de Ruffini, si los divisores obtenidos en el paso anterior
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son raices del polinomio P.
1 -3 4 -6 4

1 1 2 2 -4
1 2 2 4]o

En este caso 1 si es raiz.
3. Una vez localizada una raiz, debemos comprobar si ese nimero vuelve a ser raiz, comprobando

con el polinomio cociente obtenido.

Como vemos, 1 no vuelve a ser raiz.

4. Pasamos a comprobar el siguiente candidato a raiz, 2.

1 2 2 -4
2 2 0 4
't o 2o

El 2 si es raiz.
5. Seguimos este proceso hasta que el polinomio cociente tenga grado 2, como es en este ejemplo.
Para seguir buscando raices en este polinomio de grado 2 la mejor opcién es utilizar la férmula

de la ecuaciéon de segundo grado.
22 +2=0= 22 = —2. No tiene soluciones.

Ya que este polinomio de grado 2 no tiene raices, el proceso de factorizacién termina.
6. Escribimos la factorizacién de P(z): P(x) = (z — 1)(x — 2)(z? + 2).

NOTA. Cuando un polinomio carece de término independiente, el primer paso que se da para

efectuar la factorizacién es sacar factor comin la mayor potencia de x que sea posible.

2 — 2t =23 - 1) =23+ Dz —1).

Ejercicios.

1. (a) Calcular el polinomio P(x) si P(x) + (22° — 4z — 1/2) = 3/2 — Ta.
(b) Saca factor comtin en los polinomios P(z) = 102 — 52% + 3522 y Q(z) = 42 — 622 + 122.
(c) Calcula la divisién entre P(z) = —2z* + 322 — 5y Q(x) = 22 + 2.

2. Calcula m para que la divisién de P(z) = 23 — 422 — 2 + m entre z + 2 sea exacta.

3. Factoriza el polinomio P(z) = x* + 523 4+ 22 + 5.
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Analizamos ahora las caracteristicas mas importantes en tres tipos particulares de funciones
polinémicas.

(A) Funcién lineal y funcién afin. Las funciones cuya representacién grafica es una recta que

pasa por el origen, se denominan funciones lineales.
Su férmula siempre es de la forma y = ma. El valor m es la pendiente de la recta y nos
indica la mayor o menor inclinacién de la recta. Si la pendiente es positiva, la recta es creciente

y si es negativa, entonces la funcién lineal es decreciente.

y=mx m>(
m<0

4

Las funciones cuya representacion grafica es una recta que no pasa por el origen se denominan
funciones afines. Su formula es de la forma y = ma + n, siendo m la pendiente de la recta y n

la ordenada en el origen.
y=mx+tn

/ P(0,n)

/

4

Dos funciones son paralelas cuando tienen la misma pendiente. Las rectas de la forma y = a
son rectas horizontales (de pendiente 0), mientras que las rectas de la forma = = a, son rectas

verticales (y por tanto, no son funciones).

Ejercicios

1. Encuentra la férmula de la funcién asociada a los siguientes fenémenos:

(a) Cantidad de gasolina en el depdsito de un coche de 60 litros de capacidad, inicialmente lleno,
que consume 10 litros cada 100 km, en funcién de la distancia recorrida en un trayecto de 400km.
(b) Longitud de una circunferencia cuando su radio crece desde 1 cm hasta 5 cm.

2. Representa graficamente las funciones obtenidas en el ejercicio anterior.

(B) Funcién cuadrética. Una funcién cuadrética en una funcién polindémica que viene dada por

un polinomio de grado 2. Dada una funcién cuadrética de la forma y = ax? + bx + ¢, su gréfica
es una parabola con las siguientes caracteristicas:

- Si a > 0 las ramas van hacia arriba y si @ < 0 hacia abajo.

- Las abcisas de los puntos de corte de la pardabola con el eje OX son las soluciones de la

ecuacién ax? + bx + ¢ = 0. Por tanto, el niimero maximo de puntos de corte con el eje OX es
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de 2, pudiendo darse el caso de que exista s6lo 1 o incluso, ninguno. Con el eje OY la parabola
siempre se corta en el punto P = (0, ¢).

- En el vértice la pardbola presenta un maximo o minimo, segin sea a positivo o negativo.

b
La abcisa del vértice viene dada por = = g
a
Puntos de corte con OX
N N
y=ax’+bx+c

a>0

AN

S T

v

Ejercicios
1. Representa las pardbolas siguientes sobre un mismo eje de coordenadas.
2 2
x x
(@) y=322  (Oy=-3> (Qy=7 (Dy=—7

2. Relaciona las graficas de la figura con las funciones cuadraticas que se proporcionan. Escribe

la ecuacion de la grafica que sobra.
(a) y =222 -2 (b) y = —22%+2 (c)y=a%—4dx+7 (d)y = —22%+ 12219

Funciones racionales

Son funciones de la forma

donde P(x) y Q(x) son polinomios. El dominio de estas funciones es el conjunto de nimeros
reales para los que Q(x) # 0.

En particular la funcidn de proporcionalidad inversa f(x) = —, (donde k es una constante

8|

no nula) es una funcién racional. Esta funcién estd definida en R\ {0}, y su grafica es simétrica
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respecto del origen y recibe el nombre de hipérbola equildtera.

y=k/x y=k/x

>
! 0 J 0

_ _
7

Ejercicios

1. Hallar el dominio de las siguientes funciones racionales.
20 — 3 T
= . b = —7.

2. Representa gréficamente las siguientes funciones racionales.

@) f@) ==  (b) S == +2.

La funcién raiz cuadrada
La funcién raiz cuadrada f(z) = \/z asigna a cada nimero real no negativo su raiz cuadrada
positiva. Su dominio es por tanto el conjunto [0, 00). Es una funcién estrictamente creciente y

su representacion grafica tiene la forma indicada.

y=x

Ejercicios
1. Utiliza las gréficas de la funciones f(z) = 22 + 2+ 1y g(x) = 22 — 5z + 6 para calcular el
dominio de las funciones h(z) = Va2 +x+ 1y l(xz) = Va2 — 5z + 6.

2. Representa gréficamente las funciones siguientes.

(a) f@) = v2z.  (b) fla) = V22— L.

Funcién exponencial. Es una funcién de la forma f(z) = a”, donde a es un nimero positivo
distinto de 1.

La condicién sobre la base a hace posible que el exponente pueda tomar cualquier valor.
Por tanto, el dominio de la funcién es R. Por otro lado, los valores que toma la funcién son
siempre positivos, siendo su recorrido (0, +00). La funcién exponencial es una funcién continua

y acotada inferiormente.

Si f(xz) = a” es una funcién exponencial, entonces verifica las siguientes propiedades:

- f(0) =1, esto es, a” = 1.

- f(1) = a! = a, esto es, a' = a.
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1 o, 1
- f(—x) = m, es decir, a™% = =
- flz+y) = f(x)f(y), es decir, a®¥ = a®a¥.
- (a®)¥ = ™.

Una funcién exponencial especialmente importante es y = e®, cuya base es el nimero e que

se define como

n—oo

1\n
=1l 1+ —
e 1m < + n)
y cuyo valor es e = 2.71828]1...

La grafica de una funcién exponencial viene condicionada fundamentalmente por el valor de
la base a, de tal forma que:

-sia € (0,1) la funcidén es estrictamente decreciente, tiende a infinito cuando x tiende a —oo
y converge a 0 cuando = toma valores grandes. Ademads se tiene que cuanto més pequeiio es el
valor de la base a, mas rapido converge a 0.

- Si a > 1 entonces la funcién es estrictamente creciente, converge a 0 cuando x tiende a —oo
y crece a infinito cuando x — +00. En este caso, cuanto mayor sea la base a, més rapido es el
crecimiento de la funcién.
Se observa también que las graficas de las funciones y = a* e y = <é)x son simétricas

respecto al eje OY.

yza,\’ A y:ax y:a\
a <l
a>1 —(lj)
! L "
Ejercicios

1. Representa graficamente las siguientes funciones exponenciales.

(a) y =675  (b)y= (%)x (€)y=001"  (d)y=2017

2. Indica cudles de las anteriores funciones son crecientes o decrecientes.

Funcién logaritmica. La funcién y = log, z, siendo a un nimero positivo distinto de 1, es

la funcidén inversa de la funcién exponencial y = a®, esto es,
y = log, x, siy sblo si x = a’.

Asilogy 8 =3, logy 4 = =2, log; 7 =1y logs 1 = 0.
Como funcién inversa de la exponencial, se concluye que el dominio de la funcién logaritmica

es (0,400) y su recorrido R. Queda claro entonces que no tienen significado expresiones como
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logy(—3), log, 0, log_, 3, log; 8.

Las propiedades de la funcién f(z) = log, x se obtienen de las propiedades de la correspon-
diente funciéon exponencial.
- f(1) =0, esto es, log, 1 = 0.

(a) =1, es decir, log,a =1

Lo

1 1

<—) = —f(z), o lo que es lo mismo, log, ( ) = —log, .
x x

- fzy) = f(x) + f(y), esto es, log,(xy) = log, x + log, y

- f(a¥) = yf(x), esto es, log,(z¥) = ylog, x

Las bases mas usadas son a = 10 y @ = e. Si no se indica la base, se entiende que esa = 10y
se trata del logaritmo decimal; por ejemplo log 100 = 2. Para el caso a = e, se habla de logaritmo

neperiano o logaritmo natural y se escribe de cualquiera de las siguientes maneras:
log,z=Inz = L

La siguiente igualdad nos permite pasar de logaritmos en una base a los de otra:

Teniendo presente que las graficas de una funcién y su inversa son simétricas respecto a la
recta y = x, podemos obtener la grafica de la funcién logaritmica a partir de la correspondiente
exponencial. De esta forma, también en este caso la base a condiciona la forma de la grafica.

-Si0 < a<1lafuncidn f es estrictamente decreciente, tiende a +o0o cuando x converge a
0 (por la derecha) y tiende a —oo cuando z toma valores muy grandes.

- Si a > 1 entonces es estrictamente creciente, y si x — 07, la funcién tiende a —oo y cuando
T — 400 , la funcién tiende a +oo.

Se tiene, ademas, que las graficas de las funciones y = log, x e y = log; /o T son simétricas

respecto al eje OX.

y=log,x T y=log,x
a>1 a<l \
/l 1\\
Ejercicios

1. Representa la funcién y = log; /10 2 y a partir de dicha representacion responde a las siguientes
preguntas:

(a) ;Cudl es el dominio y el recorrido de esta funcién?

(b) ;Pasa por el punto (1,0)? ;Y por el (10,1)?

(c) {Es acotada inferiormente? ;Y superiormente?
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(d) ;Qué ocurre cuando x — 07? (Y cuando x — 4007
2. Representa graficamente las funciones y = logz x e y = logg x. Analiza las graficas y contesta:
(a) (En el intervalo (1, +00) se verifica logg > logg x7

(b) (Es cierta la expresién logs © = 2logg x?

Funciones circulares o trigonomeétricas. Estas funciones se definen a partir de las razones

trigonométricas.

Funcién seno. La funcién seno f(x) = senz hace corresponder a cada valor x de un dngulo,
medido en radianes, el valor del seno de dicho angulo.

Las propiedades més importantes de esta funcién trigonométrica se recogen a continuacion.

- Su dominio es R y su recorrido [—1, 1].

- Es una funcién continua y acotada en R.

- Es una funcién impar y periddica de periodo 2.

- Posee infinitos maximos absolutos en los puntos de abcisa x = 7/2 4 2kw, k € Z, donde la
funcién toma el valor 1.

- Asimismo presenta infinitos minimos absolutos en los puntos de abcisa ¢ = 7/2+ (2k+ 1),
k € Z, donde la funcién toma el valor —1.

- Corta al eje OX en los puntos de abcisa z = km, k € Z.

- Se observa que no existe el limite de la funcién cuando |z| — oo.
ke 375/275
2

o
NS
NE|

Funcién coseno. La funcién coseno, f(x) = cosz, hace corresponder a cada valor x de un dngulo,
medido en radianes, el valor del coseno de dicho dngulo.

Las propiedades de la funcién coseno son analogas a las de la funcién seno como indicamos
a continuacién.

- Su dominio es R y su recorrido [—1, 1].

- Es una funcién continua y acotada en R.

- Es una funcién par y periédica de periodo 2.

- Posee infinitos maximos absolutos en los puntos de abcisa x = 2kn, k € Z, donde la funcién
toma el valor 1.

- Asimismo presenta infinitos minimos absolutos en los puntos de abcisa © = (2k + 1),

k € Z, donde la funcién toma el valor —1.
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- Corta al eje OX en los puntos de abcisa x = (2k + 1)%7 keZ.

- Se observa que no existe el limite de la funcién cuando |z| — oo.

W\

v

271

(S1E]
[SIE]
a
™
=l

-2n _3m - -
2

Funcién tangente. La funcién tangente, f(x) = tgzx, hace corresponder a cada valor z de un

angulo, medido en radianes, el valor de su tangente.

-1

Las principales propiedades de la funcién tangente son las siguientes:

- Esta definida para todos los valores € R que no anulan la funcién y = cosz, esto es, su
dominio es el conjunto R \ {(Qk + 1)%, ke Z}.

- Es una funcién continua en su dominio y no esté acotada, siendo R su recorrido.

- Es una funcién impar y periédica de periodo .

- Es una funcién estrictamente creciente en los intervalos de la forma <(2k —1)—=, (2k+ 1)%),

2o

k € Z y no tiene maximos ni minimos.
- Corta al eje OX en los puntos de abcisa z = km, k € Z.

™
- Las rectas de la forma = = (2k + 1)5 son asintotas verticales para la funcién.

|
Na
Na
o
o
!

Ejercicio
Representa e indica las caracteristicas mas notables de las siguientes funciones.

(a) y = 3 +sen(2x). (b) y = 3 cos(4x). (c)y= tg%.
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4.4 Ejercicios

1. Hallar el dominio de las siguientes funciones.
z—1

= 2 —_ * b g
() f2) =VaT=7 5 (b) fla) =
2. Analizar si las siguientes funciones son pares o impares.
(@) f@)=lz|; () fle)=2®+1;  (c) f(z) =V}
(d) f(x) = E(x), E(x) denota la funcién parte entera.

i (¢) f(x) =In(vVx —3-1).

3. Sea f una funcién definida en R, par y periddica de periodo 2. Adem4s, se conoce que

f(x) =1—x, para x € [0,1). Representa graficamente la funcién f.

4. (a) Si f y g son dos funciones periédicas del mismo periodo fundamental 7', probar que
f+ g9y fg son periddicas de periodo T. ;Es T el periodo fundamental de estas nuevas

funciones?

(b) Demostrar que las funciones periddicas no son inyectivas.

5. Estudiar el crecimiento o decrecimiento de las siguientes funciones, asi como los posibles

maximos y minimos.

(a) f(x) =zl =15 (b) f(z) =

6. Sea f la funcién dada por

37 _1§xS27
flz) = 7
2.

2(r —3)?, 2<z<

—~

Estudiar si esta funcién posee maximos y minimos relativos y absolutos.

7. Justifica de forma analitica y graficamente, la veracidad o la falsedad de las siguientes

afirmaciones sobre la funcién f(z) = 2z + 1.

(a) fz+3) = f(z)+3; (b) fz+a)=f(x)+a; (¢) f(x) +a=f(x)+ fla);

(d) f(z+a) = f(x) + fla); (e) flax) = af(z).
8. El polinomio P(z) es de grado 5 y Q(x), de grado 3. ;Cuadl es el grado de: P(x) + Q(x),
P(z)Q(z) y P(x)/Q(x)? (Suponiendo que P(z)/Q(z) sea un polinomio).
9. (a) Calcula el valor de m en el polinomio P(x) = 2® — 6x + m, sabiendo que al dividirlo
por Q(x) =z + 2 da de resto 7 .

(b) Sin efectuar las divisiones, jpodrias saber si son exactas los siguientes cocientes de

polinomios?

() (22 =3z +5): (x —1); (B) (23 +3x+14) : (v +2).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Factoriza los siguientes polinomios.

(a) 23 + 42?2 — 30 — 18 ; (b) 925 — 1622 ; (c) 23 — 222 — 52 +6 .

Calcular el cociente y el resto al dividir P(x) entre Q(z).

(a) P(x) =32 — 222 — 1, Q(z) = 2> — 3 ;

(b) P(z) = 62° —32* + 22 —z, Q(z) = 2> — 2z + 1.

(c) P(x) = =23 + 322 + 5z + 6, Q(z) = = + 1.

Hallar gréafica y analiticamente los puntos de interseccién de las parabolas y rectas siguien-
tes:

(a)y=22-2,y=3r—4; (D) y=-2>+40—4,y=32—-4; (c)y=2a>+6z,y=-9.

Tomar logaritmos en las siguientes expresiones.

b 2p3 2b
@e="C5 () o= (o) o= ——
mn m3np a2{/bc3

Si
1 1
logx = 510ga+310gb— g(logc+210gd) ,

expresar el valor de z en funcién de a, b, ¢ y d.

Demostrar la siguiente relacién

log(a® — b%) = log(ab) + log(

D

S 2

Encontrar la base del sistema de logaritmos en la que el logaritmo de 100 excede al loga-

ritmo de 25 en 2 unidades.

Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

(a) log(7z — 9)? +log(3x —4)2=2; (b)2lnx+3lnx = 5.

LEn qué region del plano situamos la grafica de las siguientes funciones?
(a) y =In(20+3); (b)y=logy|zf; (c)y =log(z®~2—2); (d)y = log(l—=z)+log(z+1).
Representa graficamente las funciones logaritmicas siguientes:
f(z) = logy x; g(x) =log, x; h(z) = logg x.
(a) Ordena de mayor a menor estas funciones en el intervalo (1, 00).

(b) ;Existe alguna relacién entre las funciones f y g7 ;Y entre f y h?

3\* 2\*
Representa en una misma grafica las funciones exponenciales y = <§> ey = <§> .

. Qué caracteristica observas?
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21.

22.

23.

24.

4.5

8.

Representa graficamente las funciones: (a) y = 2% +27%; (b) y = 2 — 277, ;Qué tipo de

simetria presenta cada una?

Representa las funciones y = logyz e y = log; o2 conjuntamente. ;Observas alguna
simetria?
Representa en una misma grafica las funciones y = 3% e y = logz x. ;Qué tipo de simetria

existe? ;En cuantos puntos se cortan?

Representa y estudia la simetria y periodicidad de las siguientes funciones:
(a) y=3+senz (b)y=tg(x+n/4) (c)y=2sen(2m — x)
(d) y =tg(x/4) (&) y = 3cos(2z) (f) y = cos(2z — 7/2).

Soluciones

(a) RA{(0, )} (b) R\ {9} () (4, 00).

. Funciones pares: (a) y (b).

Gréfica de la funcién:

ﬁ/\/\/\é
-3 -2 -1 1 2 3

(a) Estrictamente decreciente en (—o0,0] y estrictamente creciente en [0, +00). No hay

maximos y existe un minimo absoluto en (0, —1).

(b) Estrictamente creciente en (—o0,0) y estrictamente decreciente en (0,+00). No hay

maximos ni minimos.

(c) Estrictamente decreciente en (—o0,0] y estrictamente creciente en [0, +00). No hay

méximos y existe un minimo absoluto en (0, —4).

(d) Constante en (—o0, 0] y estrictamente creciente en [0, +00). No hay méximos y tiene

infinitos minimos en los puntos de la forma (a,0), con a < 0.

. No hay maximos. Minimo relativo en (3,0) y minimo absoluto en (—1,—0.5).

Son falsas: (a) y (d). Es cierta (c), s6lo cuando a = —1. (b) y (e) son ciertas cuando a = 0

y a = 1, respectivamente, pero esto son los casos triviales.

El grado P(x) + Q(z) es 5, el de P(z)Q(z) es 8 y el de P(z)/Q(x) es 2.
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9. (a) m=3. (b) () no es exacta y () si.

10. (a) P(z) = (z — 2)(z + 3)%. (b) P(x) = 32%(2% + %)(:L’ - 2T‘/g)(:zs + QT\/g) (¢) P(x) =
(x —1)(x+2)(x —3).

11. (a) Cociente: 3z2 + 7, resto: 20. (b) Cociente: 622 + 922 + 12x + 16, resto: 192 — 16. (c)
Cociente: —z?% + 4z + 1, resto: 5.

12. (a) P(2,2) Q(1,-1) (b) P(0,—4) Q(1,-1) (c) P(-3,9).

(a) (b)

T2 P(2,2)

v

(©) 1

P(-3,-9)

13. (a) logz = log a+logb—logm —logn. (b)logz = 2loga+3logb-+logc—3logm —logn—

3 2 1
2logp (c) logx = —§loga+§logb+ glogc.

a1/2b3
SYEN IR

16. a = 2.

14. x

17. (a) 2 =2, z=3. (b) z =e.

18. (a) En <— g,—koo). (b) En R\ {0}. (¢) En (—o0,—1) U (2,00). (d) En (—1,1).
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19. (a) logy z > logy x > logg =, = € (1,00).

y=log,x

y=log.x
y=logx

S
7

(b) f(x) = 29(x), f(x) = 3h(z).

20. Son simétricas respecto al eje OY .

=23y AN =GRy

v

Tema 4. Hoja 54

21. (a) Es par (simétrica respecto al eje OY'). (b) Es impar (simétrica respecto al origen).

(@) =242 (b)

N y:2x_2-x

22. Son simétricas respecto al eje OX.

y=log,x

A\ 2

y=log,,x
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23. Son simétricas respecto a la recta y = x. No se cortan en ningtin punto.
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5 ALGEBRA MATRICIAL

Las matrices aparecen por primera vez hacia el ano 1850, introducidas por el matematico inglés
J.J. Sylvester (1814-1897). El desarrollo inicial de la teoria se debe al matemético y astrénomo
irlandés W.R. Hamilton (1805-1865), y al inglés A. Cayley (1821-1895), quien utiliz6 en 1858 la
notacién matricial como una forma abreviada de representar un sistema de ecuaciones lineales.
Las matrices aparecen en el calculo numérico, en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales,
de las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales. Ademas las matrices aparecen
de forma natural en geometria, estadistica, economia, informatica, fisica, ... y actualmente su
utilizaciéon constituye una parte esencial de los lenguajes de programacién (arrays), ya que
la mayoria de los datos se introducen en los ordenadores como tablas organizadas en filas y

columnas : hojas de céalculo, bases de datos,...

5.1 Definicién de matriz

Se llama matriz de orden m x n a todo conjunto de m - n elementos a;; dispuestos en m lineas

horizontales (llamadas filas) y en n lineas verticales (llamadas columnas) de la forma:

ail a12 o Qln

a21 a22 ¢ 5]
A= "

Aml Am2 *° Gmn

Abreviadamente puede escribirse como A = (a;;) donde el subindice i varia entre los valores 1y
m y el subindice j varia entre los valores 1 y n. Los subindices indican la posicién del elemento

dentro de la matriz, el primero denota la fila i y el segundo la columna j.

4 -1 3
A_<0 9—2)

es de orden 3 x 2 donde a1; =4, a;a = —1, a13 =3, a21 =0, a2 =9y ag3 = —2.

Ejemplo: la matriz

Obsérvese que denotamos las matrices con letras mayusculas y que en el ejemplo anterior los
elementos de la matriz son nimeros enteros. En estas notas trabajaremos en general con ma-
trices cuyos elementos seran numeros reales o complejos pero existen matrices con elementos
no numéricos como por ejemplo la disposicién de los alumnos en una clase (filas x columnas)
o el horario de clases de un curso donde las filas representan las franjas horarias, las columnas

representan los dias de la semana y los elementos de la matriz son las asignaturas.



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 5. Hoja 58

Dos matrices A = (ai;) y B = (bi;) son iguales cuando tienen el mismo orden y los elementos

que ocupan el mismo lugar en ambas son iguales, es decir a;; = b;; para todo valor de i y de

j. Segun esta definicién, para que las matrices A = ( ;l _? ) y B = < 3 b

> sean iguales

debe ocurrir que a = -1y b= —T7.

Ejercicio: Determina si los siguientes pares de matrices son iguales:

L (413 14 2 12 +/164
e 7 Vie )Y\ 9 -V 22

14-3 1
s 3 b+1 -3
2 2

> < 35 1 >y< 27 )

Algunos tipos de matrices

Podemos clasificar las matrices segun distintos criterios, como pueden ser su forma o las propiedades

de sus elementos. Atendiendo a la forma tenemos:
e Una matriz fila es aquella que sélo tiene una fila:

A= (an a2 -+ ai) .

Ejemplo: los vectores en el plano real R? o en el espacio real R? se pueden interpretar

como matrices filas.

e Anédlogamente una matriz columna es aquella que sélo tiene una columna:

ail

a1
A=

Gml

e Una matriz cuadrada es aquella que tiene igual nimero de filas que de columnas. En este

caso diremos que la matriz es de orden n, donde n es el nimero de filas (y columnas).

Si A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden n llamamos

e diagonal principal a los elementos a;; donde ¢ varia entre 1y n:

aip a2 - QAin

a21 a2 - a2
A= "

apl Ap2 -°° anpn

e diagonal secundaria a los elementos a;; donde 1 <i<nyj=n+1—1i



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 5. Hoja 59

a11 a2 --+ Aain

a a PEEErY a
A= 21 22 2n,

Aanl Gn2 - Aann

Ejemplo: los cuadrados mdgicos, que son aquellas matrices cuadradas de nimeros enteros
positivos cuya suma de los elementos de cada fila, columna o diagonales es constante. Por
ejemplo, el conocido como cuadrado mégico de Durero cuya constante es 34 y que aparece

en la esquina superior derecha de su grabado titulado Melancolia

6 3 2 13
5 10 11 8
9 6 T 12
4 15 14 1

o el cuadrado magico de la fachada de la pasion del Templo Expiatorio de la Sagrada

Familia en Barcelona:

1 14 14 4
1 7 6 9
8§ 10 10 5
13 2 3 15

cuya constante es 33, la edad de Jesucristo en la Pasién.
Atendiendo a sus elementos tenemos:

e La matriz nula, que se denota por O y cuyos elementos son todos cero, asi por ejemplo

O = ( 8 8 8 ) es la matriz nula de orden 2 x 3.

e La matriz identidad, que es una matriz cuadrada en la que los elementos de la diagonal

principal son iguales a uno y los restantes elementos son ceros:

1 00
I=]1010
0 01

es la matriz identidad de orden 3.
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e Matriz diagonal es una matriz cuadrada, en la que todos los elementos no pertenecientes
a la diagonal principal son nulos. Obsérvese que toda matriz identidad es diagonal. Es
importante destacar que en la definicién de matriz diagonal los elementos de la diagonal

principal pueden tomar el valor que se desee, nulo o no, asi por ejemplo

-1 0 0
0 00
0 0 8

es una matriz diagonal.

e Matriz escalar es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son todos

(5 5)

e Matriz triangular superior es una matriz cuadrada en la que todos los elementos por debajo

iguales, como por ejemplo

de la diagonal principal son nulos, es decir, si A = (a;j) es cuadrada de orden n, A serd

triangular superior si a;; = 0 para todo 7 < j, como por ejemplo

-1 10 2 O
0 5 3 2
0 0 8 6
0 0 0 5

e Matriz triangular inferior es una matriz cuadrada en la que todos los elementos por encima
de la diagonal principal son nulos, es decir, si A = (a;;) es cuadrada de orden n, A serd

triangular inferior si a;; = 0 para todo ¢ > j, como por ejemplo

-1 0 0 0
2500
1 0 8 0
9 3 47

e Matriz triangular es una matriz triangular inferior o superior.

Obsérvese que los términos matriz identidad, diagonal, escalar y triangular se refieren inicamente

a matrices cuadradas. Adema&s toda matriz diagonal es triangular superior y triangular inferior.

5.2 Traspuesta de una matriz

Dada una matriz A = (a;;) de orden m x n, llamamos traspuesta de A, y se denota por A, a la
matriz de orden n X m que se obtiene cambiando filas por columnas en A, es decir, At = (bij)

donde b;; = aj;. Asi por ejemplo
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—_

2

1
si A:< 14 2) entonces Al =| 4
2

)
12 5 0 0

Obsérvese que dada cualquier matriz A se verifica que (A?)! = A.

5.3 Matrices simétricas y antisimétricas

Llamamos matriz simétrica a toda matriz cuadrada A = (a;;) tal que a;; = aj;, es decir, si
A=At

Ejemplos de matrices simétricas son

-1 0 0 0
0 5 4 3 5 3
0489 Y 35 )
0 397
Llamamos matriz antisimétrica a toda matriz cuadrada A = (a;;) tal que a;; = —ajj;, es decir,
si A = —A!. Como consecuencia de ello, los elementos de la diagonal principal de una matriz
antisimétrica son nulos.
Ejemplos de matrices antisimétricas son
0 3 10 0 —13
-3 0 4 y 13 0
—-10 -4 0

Ejercicio: Determina de qué tipo son las siguientes matrices (observa que una misma matriz

puede ser de varios tipos):

1 0 -1

1. A= 0 2 3
-1 3 4

17 0 0

2. B= 17 0
0 17

1 0 00

1 2 00

3. D= 1130
111 4

1 -1 0

4. E=]1 -1 0 2
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5.4 Operaciones con matrices

Hemos visto que los vectores los podemos identificar con matrices filas. De igual forma que
sumamos vectores y multiplicamos estos por un nimero podemos definir dichas operaciones

para las matrices:

Suma _de matrices

Dadas dos matrices A = (a;j) y B = (bi;), del mismo orden m x n, se define la suma de Ay B,

y se denota A 4+ B, como la matriz (a;; + b;;), es decir:

ai1 +b11 ai2+bi2 - ap+bin
A+B= a1 + b1 aga+baa - agy + by
am1 + bml am2 + me crc Qmp Tt bmn

1 4 3 7 -3 3 8 1 2
CA— 2 — 2 _
SIA—<_3 - _1>yB—<16 9 8>entoncesA—|—B—<13 9 7).

En un contexto real podemos escribir por cada Centro de Ensenanza Secundaria de Canarias
la matriz cuadrada de orden 2 donde ordenamos los chicos y chicas de las dos modalidades
de Segundo de Bachillerato. Si queremos saber el nimero de chicos y chicas por curso en los

Centros de Tenerife, basta con sumar las matrices asociadas a los centros sitos en dicha isla.

La suma de matrices posee las siguientes propiedades:

1. Propiedad asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C.

[\)

. Propiedad commutativa: A+ B = B + A.
3. A+0=0+A=A.
4. (A+ B)t = At + B,
donde A, B, C son matrices cualesquiera del mismo orden y O es la matriz nula de dicho orden.

Producto de matrices por un nimero real

El producto de una matriz A = (a;;) por un ntimero real k es la matriz (ka;;), que denotamos
kA, es decir, es la matriz del mismo orden que A cuyos elementos se obtienen multiplicando los

elementos de A por el nimero k:

ka1  kaio - kain
kA — kCLQl ka22 cee kG,Qn

kami kams 0 kamn
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-1 14 -3 42
SiA=] -3 7 entonces 3.4 = -9 21
0 -1 0 -3

Retornando al ejemplo de los Centros de Secundaria en Canarias, si fijamos uno de ellos y
sabemos que el nimero de estudiantes aprobados por curso es el 70 por ciento de los matricula-
dos, multiplicando la matriz asociada a dicho Centro por 0’7 obtenemos el nimero de alumnos

aprobados en cada especialidad de Bachillerato.

Al nimero real k se le llama también escalar, y al producto de un nimero por una matriz,

producto de escalares por matrices.
El producto de un nimero por una matriz posee las siguientes propiedades:
1. k(A+ B) =kA+ EkB.
2. (k+h)A=FkA+ RA.
3. k(hA) = (kh)A.
4. 1.A = A.
5. (k.A) = k.A
donde A y B son matrices cualesquiera del mismo orden y h, k son nimeros reales.

Se llama matriz opuesta de la matriz A = (a;j) a la matriz que resulta de multiplicar el nimero

—1 por A y la denotamos —A.

-1 11 1 —11
SiA=| =30 17 su matriz opuestaes —A =] 30 —17
0 =21 0 21

Obsérvese que la suma de toda matriz con su opuesta es la matriz nula, es decir A+ (—A) = O.

Dadas dos matrices A, B del mismo orden llamamos diferencia de Ay B, que escribimos A — B,

a la suma de A con la matriz opuesta de B, es decir A — B = A + (—B).
1 4 3 7 -3 3 -6 7 -1
A = 2 — 2 _B—
81A<_3 7 _1>yB<16 9 8>entoncesA B <_19 5 _9>.
El producto escalar y la suma de matrices verifican las siguientes propiedades de simplificacion:

1. A+ C = B+ C es equivalente a A = B,

2. kA = kB es equivalente a A = B si k es distinto de 0,
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3. kA = hA es equivalente a h = k si A es distinta de la matriz nula,
donde A, B, C son matrices cualesquiera del mismo orden y h, k son dos niimeros reales.

Producto de matrices

Dados dos vectores podemos multiplicarlos mediante el producto escalar: si (z,y, 2), (¢, ¢, 2') €

R3 su producto escalar se define como
(2,9, 2).(2",y', 2) = wa’ +yy' + 22",

Ademsds de la interpretacion geométrica de dicho producto se pueden dar otras. Por ejemplo si
vamos de paseo y compramos 3 CD de musica a 15 euros cada uno, 2 libros de bolsillo a 95
euros y 2 botellas de agua a 60 céntimos, podemos considerar (3,2,2) como vector compra y

(15,9'5,0'6) como vector precio, y el coste total de las compras de esa tarde fue:

(3,2,2).(15,95,0'6) =3-15+2-9'5+2-0'6 = 65’2 euros.

Obsérvese que para poder definir el producto escalar los vectores deben tener el mismo niimero

de componentes.

El producto escalar se puede interpretar como el producto de una matriz fila por una matriz

columna:

<$ y z>. y | = a2 gy + 22

Vamos a generalizar el producto a dos matrices no necesariamente filas o columnas como el
producto de todas las filas de la primera por todas las columnas de la segunda (jen ese orden!).
Para poder multiplicar dos matrices es necesario que el nimero de columnas de la primera matriz
coincida con el numero de filas de la segunda matriz; dicho de otra forma: dadas dos matrices
A = (a;j) de orden m xn'y B = (b;;) de orden n x p, la matriz A- B = (¢;;) es una nueva matriz
de orden m x p, donde el término ¢;; se obtiene multiplicando escalarmente la fila ¢ de A por la

columna j de B, es decir,

n
Cz‘jzzaikbkj, i:1,...,m,j:1,...,p.
k=1

-1 2 34 1 -5 0 3
SiA=| -3 7 |yB= entonces A.B=| —-54 2 11
-9 2 2 9 _9 _9
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Ejemplo: Los precios en dos centros comerciales del ultimo CD editado por tres grupos musi-

15 12
cales distintos se recoge en la siguiente matriz | 12 14 | . Sien el periodo de rebajas el primer
9 15

disco tiene un descuento del 10 por ciento, el segundo del 15 por ciento y el tercero del 12 por
ciento, j en cudl de las dos centros comerciales comprariamos los tres discos mas baratos? Para

resolver la cuestién basta multiplicar:

15 12
((Yg 0'85 088 ) 12 14 ::( 3162 35'9 )
9 15

y concluimos que ahorramos dinero comprando en el primer centro comercial.
El producto de matrices posee las siguientes propiedades:

1. Si A, B, C son matrices tales que A.B y B.C estan definidas, entonces A.(B.C') y (A.B).C
también estan definidas y A.(B.C') = (A.B).C.

2. Si A, B,C son matrices tales que A.B y B + C estdn definidas, entonces A.(B + C) y
A.B + A.C también estan definidas y A.(B+C) = A.B+ A.C.

3. Si A, B,C son matrices tales que A + B y A.C' estan definidas, entonces (A + B).C'y
A.C' + B.C también estén definidas y (A + B).C = A.C + B.C.

4. Si A, B son matrices tales que A.B est4 definida, entonces BY.A* también estd definida y
(A.B)! = Bt. AL,

5. Si A es una matriz cuadrada de orden n e I,, es la matriz identidad de orden n entonces

AL, =1,A=A.

Aunque muchas de las propiedades de las operaciones con ntmeros reales se verifican también
en las operaciones de matrices, existen otras, como las que presentamos a continuacién, que no

se verifican:

1. El producto de matrices no verifica la propiedad conmutativa:
1 2 51_99#1415_51 1 2
9 5 )\ 2 4 ) \55 29 38224 ) \2 4 )°\9 5 )
2. Si A.B = A.C', no podemos deducir que B = C:

(E(E ) ) () (0
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3. Si A.B =0, no tiene por qué ocurrir que A o B sean iguales a la matriz nula:

1 -1 1 -1\ (00 (1 1) (1 -1 I e
9 9 . 1 —1 = 0 0 pero ni 9 9 n1 1 —1 sSon la matriz

nula.

En el conjunto de las matrices cuadradas podemos definir la potencia de matrices de la forma
siguiente: si A es una matriz cuadrada y n es un ntmero entero positivo definimos A™ como

el producto de n veces la matriz A por ella misma, es decir, A" = A.A.... A. Obsérvese que
—_—

n veces

A" = AL A,

Ademsds se tiene en general que:
1. (A+ B)? es distinto de A% + 2AB + B2,
2. (A — B)? es distinto de A? — 2AB + B2,

3. (A+ B)(A — B) es distinto de A% — B2

Ejercicios.-
1. Encuentra matrices que confirmen las tres afirmaciones anteriores.

2. Consideramos las siguientes matrices:

2 37 4
4 -2 3 -1 6
A<7 0>,B<8_21>,C o) o=

Justifica si las siguientes operaciones estan bien definidas y realiza aquellas que si lo estan:

A2 A.B, B.A, 5D, 3C — 7D, —B.

5.5 Sistemas de ecuaciones lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen frecuentemente en diferentes campos de la ciencia
en general y de las matemaéticas en particular, como muestran los siguientes ejemplos tomados

del Bachillerato de Ciencias.

El primer ejemplo procede de la Fisica: imagina que viajas en avion entre dos ciudades que distan
2200 kilémetros. Si el vuelo de ida, con viento en contra, dura tres horas y el de regreso ese
mismo dia, con viento a favor, dura 2 horas y media, {, cual era la velocidad del avién (respecto

del suelo) y la velocidad del viento, suponiendo que ambas son constantes? Si denotamos por x
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la velocidad del avién y por y la del viento, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema

de ecuaciones:

3(x—y) = 2200
Sz+y) = 2200

El segundo ejemplo nos viene de la Quimica: Si mezclamos, bajo condiciones controladas, tolueno
C7Hg con acido nitrico HNO3 podemos producir trinitrotolueno C7H5OgN3 (més conocido
como TNT) con un excedente de agua. ; En qué proporcién debemos mezclar los diferentes
componentes para obtenerlo? Si recordamos el principio general que nos dice que el nimero de
atomos de cada componente antes de la mezcla debe ser el mismo que después de la mezcla, el

diagrama de nuestro ensayo es
xCrHg + yHNO3 — 2C7H50¢N3 + wH20

lo que nos da el sistema:

Tx = Tz
8r+1ly = bz+2w
ly = 3z

Jy = 6z+ 1w

Contestar a las preguntas de los ejemplos anteriores requiere resolver un sistema de ecua-
ciones, donde en ninguna ecuacién aparecen potencias de las variables que sean superiores a
uno. Mostraremos un método, conocido como Método de Gauss, en honor de Carl Friedrich

Gauss (1777-1855), que nos permitira resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales.

Se llama ecuacion lineal en las variables x1,...,x, con coeficientes en R a toda ecuacion de la

forma

a1x1+ ...+ apxy, =0 (4)

donde aq,...,a, € R son los coeficientes de la ecuacién y b € R es el término independiente de

la misma.

Una n-upla (s1,...,8,) € R™ es una solucion de (o satisface, o verifica) la ecuacién (?7) si

a1s1 + agsg + -+ + apsy = b.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto finito de ecuaciones lineales de la forma:

4111+ ...+ a1, = by
a1%1 + ... +aopxy, = by
Am1T1 + ...+ Ty = by
y diremos que tiene por solucidn a (s1,...,s,) € R™ si la n-upla es solucién de todas las

ecuaciones que forman el sistema.
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Ejemplo.- El par (2,0) es solucién del sistema

201+ 1220 =4
3r1 +x2=26

sin embargo (0, 2) no es solucién del mismo. Podemos interpretar el resultado de forma geométrica:
cada ecuacién del sistema se corresponde con la ecuacion de una recta en el plano. Decir
que el par (2,0) es solucién del sistema equivale a decir que las rectas L1 = 221 + 29 =4y

Lo = 3x1 + x2 = 6 se cortan en un tnico punto del plano, el punto (2,0):

=
-
M,
L

-2

Sabemos geométricamente que dos rectas en el plano o bien son secantes, como nuestro ejemplo,
o bien paralelas o bien son coincidentes. Algebraicamente, la afirmacién anterior se reduce a
decir que un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas o bien tiene una unica solucién, o

ninguna o infinitas:

\ 3 "
AN AN

/
\\ > \ >

Diremos que un sistema de ecuaciones es incompatible si no admite ninguna solucién. En caso

4

contrario diremos que es compatible. Los sistemas compatibles a su vez pueden tener una tnica
solucién, en cuyo caso diremos que es compatible determinado, o mas de una soluciéon que de-

nominaremos compatible indeterminado.

Diremos que dos sistemas con el mismo niimero de incégnitas son equivalentes si tienen el mismo

conjunto de soluciones.
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Resolver un sistema consiste en encontrar el conjunto de sus soluciones. El Método de Gauss es
un algoritmo que permite resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales. En lineas generales,
este método consiste en transformar el sistema de ecuaciones lineales que tenemos de partida en
otro de tal forma que tenga el mismo conjunto de soluciones, es decir en un sistema equivalente,

pero que sea mds facil de resolver. Por ejemplo si tomamos el sistema

3333 = 9
T1+ dx9 — 203 = 2
%3:1 +2x9 = 3

podemos transformarlo sucesivamente de la siguiente forma, que nos sera mas facil de resolver:

%(El + 2x9 3
Permutamos la primera con la tercera ecuacion 1 +5x0 — 223 = 2
3333 9
T1+6x2 = 9
Multiplicamos la primera ecuacién por 3 r1+ 9510 —2x3 = 2
3rg = 9

Sumamos a la segunda ecuacién la primera multiplicada por —1

r1+6x9 = 9
—To — 2(E3 = -7
3333 = 9

y podemos resolver el tltimo sistema despejando las variables de abajo hacia arriba. Asi, de la Ultima
ecuacién obtenemos x3 = 3, que sustituido en la segunda ecuacién nos da xo = 1 y sustituyendo por
iltimo en la primera ecuacién, obtenemos x1 = 3, y por tanto el sistema tiene una tnica solucién que es

la terna (3,1, 3).

Los diferentes sistemas de ecuaciones que van apareciendo son equivalentes, es decir, todos tienen

el mismo conjunto de soluciones, gracias al siguiente teorema:

Teorema.- Si transformamos un sistema de ecuaciones lineales en otro utilizando alguna de las

siguientes operaciones:
1. Se permuta una ecuacién por otra.
2. Se multiplica una ecuacién por una constante no nula.
3. Se sustituye una ecuacién por la suma de ella con un multiplo de otra ecuacion

entonces ambos sistemas tienen el mismo conjunto de soluciones.

Las tres operaciones del teorema anterior se denominan operaciones elementales u operaciones
de Gauss, y son conocidas por permutacion, multiplicacion por un escalar y pivotacion, respec-

tivamente.
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Obsérvese que dichas operaciones tienen restricciones. Asi, por ejemplo, estd prohibido multi-
plicar por el escalar nulo pues cambia el conjunto de soluciones del sistema. De la misma forma
estd prohibido sustituir una ecuacion por ella menos el producto de ella por —1 pues tiene el

mismo efecto que multiplicar la ecuacién por cero.

Por simplificar denotaremos:
e la permutacién de la i-ésima ecuacién por la ecuacion j-ésima como F; < Fj,
e la multiplicacién de la i-ésima ecuacion por el escalar no nulo o como aF;,

e la pivotacion de la i-ésima ecuacion mediante el escalar a y la j-ésima ecuacion por F;+aoF).

Utilizando transformaciones elementales todo sistema de ecuaciones lineales se transforma en

un sistema equivalente triangular, que serd mas fdcil de resolver.

Un sistema de ecuaciones lineales queda determinado por sus coeficientes y sus términos in-
dependientes. Dichos nimeros podemos escribirlos en dos matrices, la matriz formada por los
coeficientes se denomina matriz del sistema y si a ésta le anadimos una columna con los términos

independientes, se obtiene la matriz ampliada, mas concretamente la matriz asociada al sistema

a11x1+ ... +apr, = b1
a1+ ...+ aspr, = b
(5)
Am1T1+ ...+ @y = by
es
ai; a2 -+ Glp
a1 G2 -+ Q2
Aml Am2 - (amn
y su matriz ampliada es
air a2 - alp | b
as1 a2 -+ a2, | bo
Aml Gm2 - Amn bm

Podemos reescribir el sistema (??) usando su matriz asociada y el producto de matrices de la

forma siguiente:

ail a2 - aip Tl by
asy aze -+ A, T2 o b
Gml Gm2 " Qmn Tn, bm,

que se conoce como escritura matricial del sistema en cuestion.
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Si retornamos al sistema

3rg = 9
T1+dx9 — 223 = 2
%xl +2x9 = 3

tenemos que su matriz asociada y su matriz ampliada son

0 0 3 00 3|9
1 5 =2 y 1 5 =2 2
1 1
3 2 0 5 2 0] 3
respectivamente y la escritura matricial del sistema es:
0 0 3 1 9
1 5 =2 [.] 2 | =] 2
12 0 3 3

Obsérvese que podemos realizar a las filas de la matriz ampliada las mismas transformaciones

que hicimos al sistema para resolverlo y obtenemos:

00 39\ pep, (32 O 3\ s3m 16 09\ pinm
1 5 =2/ 2 . 15 -2 2| |15 -2

—_—
12 03 00 3 9 00 3|9

e
[
—_
|
[\)
|
N

siendo la ultima matriz, la matriz ampliada del sistema

r1+6x9 = 9
—Xro — 2%3 = -7
3333 = 9

que resolvimos facilmente.

Diremos que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos sus términos independientes

son nulos, es decir, si b; = 0 para todo valor de 3.

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles pues admiten la solucién (0,...,0), pero

pueden ser determinados o indeterminados.

Como veremos a continuacién las transformaciones elementales seran de utilidad en otros con-

textos.

Obsérvese que toda transformacion elemental es reversible, es decir, que si el sistema S es
equivalente al sistema R por una operacion elemental entonces existe una operacion elemental

que transforma el sistema R en el sistema S.
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Ejercicios.-

1. Usa el método de Gauss para resolver los sistemas:

x—2z=0

(a) 20+ 3y =13 () Sr+y=1
r—y=-—1

—r+y+z=4

2. Hay otros métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales ademas del método de
Gauss. Uno de ellos, visto en la Educacién Secundaria, consiste en despejar una variable en
una ecuacion y sustituirla en las otras ecuaciones. Este paso se repite hasta que conseguir
una ecuacién con una Unica incégnita, de la cual despejamos su valor y aplicamos entonces
sustituciéon ascendente. Este método conlleva en general més operaciones y por tanto la

probabilidad de equivocarse es mayor. Para ilustrar lo anterior tomamos el ejemplo

z+3y = 1
2e+y = -3
20+ 2y = 0

(a) Despeja x de la primera ecuacién y sustitiyela en la segunda ecuacién. Encuentra el

valor de y.
(b) Sustituye el valor de z de la primera ecuacién en la tercera y encuentra el valor de y.
(¢) ¢(Deducimos de lo anterior que el sistema tiene solucién? ; Qué nuevo paso debemos

dar para concluir correctamente que el sistema no tiene solucién?

3. Recuerda las propiedades elementales de la trigonometria para deducir, utilizando el

método de Gauss, si el siguiente sistema tiene solucion:

2sena —cos B+ 3tgy = 3
4dsena + 2cos 3 — 2tgy = 10
6sena — 3cosf+tgy = 9

. Quiénes son las incognitas del sistema?

4. ; Los sistemas que resultan de problemas de reacciones quimicas, como el del ejemplo del
TNT, deben tener infinitas soluciones? ; Qué informacion nos proporcionan las soluciones

de dichos sistemas?

5. ( Hay algtn sistema lineal con dos incégnitas cuyo conjunto de soluciones sea todo el plano
R2?

6. ; Hay alguna operacion elemental que sea redundante, es decir, que se pueda obtener de

otras operaciones elementales?
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5.6 Determinantes y sus propiedades.

En este apartado asociaremos a toda matriz cuadrada A un nimero real, llamado determinante
de A, que denotaremos |A|. Estudiaremos explicitamente la forma de calcularlos asi como su

interpretacion geométrica y su uso en el algebra lineal.

Determinante de una matriz_cuadrada de orden 2:

. ail a2 . .
Si A= < ) es una matriz 2 x 2, calculamos su determinante como
a1 022

ail a2

=] ¢
21 Aa22

= @a110a22 — 412021

Por ejemplo el determinante de la matriz A = < _; ; ) es

Al=| ;’:1.8—(—2)-7:8+14:22.

1
2
Geométricamente el determinante de A, en valor absoluto, coincide con el drea del paralelogramo
que determinan las filas de A vistas como elementos de R%. En efecto el drea del paralelogramo

que determinan los vectores (aj1,a12) vy (a21,a92) coincide con el drea de cualquier otro paralel-

ogramo que tenga la misma base y la misma altura que el anterior.

Obtenemos entonces un segundo paralelogramo trasladando el primer vector hasta intersectar
el eje = y el segundo vector hasta intersectar el eje . Algebraicamente dicha traslacién consiste
en hacer dos transformaciones elementales sobre las filas: si ningin vector esta sobre el eje y,
a11 y a12 son distintos de cero y las transformaciones consistirian en sumar a la segunda fila la
primera fila multiplicada por —Zﬁ y luego a la primera fila le restamos una proporcional a la
segunda de tal forma que la componente de la matriz que ocupa la fila primera y la columna
segunda sea cero. Si uno de los vectores ya estd sobre uno de los ejes basta trasladar el otro

vector hasta el otro eje.

Veamos esto en el ejemplo anterior:

1
A=
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Determinante _de una matriz_cuadrada de orden 3:

a1 a2 a3
Si A= as1 a9y G923 es una matriz 3 x 3, calculamos su determinante, utilizando la
azy asz2 as3
conocida como regla de Sarrus, en honor al matemético francés Pierre Frédéric Sarrus (1798-
1861) que la hizo explicita en su articulo Nouvelles méthodes pour la résolution des équations

publicado en Estrasburgo en 1833:

ail ai2 a3
|Al = | a1 a2 a3 | = aii1axasz + a12a23a31 + ai13az1a32
az1 as2 as3
—a13022031 — 12021033 — A11023032.

1 1 0
Por ejemplo el determinante de la matriz A= | —2 8 —2 | es
4 -6 7
11 0
[Al=] -2 8 -2 |=1-87+1.(-2)-4+0.(-2).(-6)—0-8-4—1.(—=2)-7—1.(=2).(—6) = 50.
4 -6 7

El determinante de una matriz de orden tres se puede interpretar como el volumen del paralelepipedo

determinado por sus tres filas.

Determinante de una matriz cuadrada de orden n:

Calcularemos el determinante de una matriz cuadrada de orden n mediante recurrencia uti-

lizando el concepto de menor complementario.

Se llama menor complementario de un elemento a;; de una matriz A = (a;;) de orden n x n al
determinante de la matriz de orden (n — 1) x (n — 1) que se obtiene al suprimir la fila i y la
columna j de la matriz original, y se denota por M;;. Se llama adjunto del elemento a;j, y lo
denotaremos A;; a:

Aij = (1) My,

Si en una matriz cuadrada A = (a;;) cada elemento se sustituye por su adjunto, se obtiene una

matriz del mismo tamano que se llama adjunta de A, y que se denota por adjA.

Calculamos un determinante de una matriz cuadrada de orden n x n, a partir del desarrollo por

filas o columnas siguiente:
air a2 - Glin

az1 a2 - A2p

U =anAa + aigio + . ainAip = arjAr + agjAgj + . anj Ay,

Gnp1 Anp2 - App
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para todo 1 <i,5 < n.

1 1 0
Retornando al determinante de lamatrizA=| —2 8 —2 |, sidesarrollamos por la primera
4 -6 7
fila se tiene:
11 0
-2 8 -2 | =(-1t.1. 8 =2 + (-2 2 2 + (=130 28
i 6 7 -6 7 4 7 4 —6

Obsérvese que el nimero de sumandos obtenidos al desarrollar un determinante crece rapidamente
al aumentar el orden de la matriz. Asi, los determinantes de matrices de orden 4 tienen 24
términos, los de orden 5 tienen 120, y en general los de orden n tienen n! términos. Es claro
entonces que calcular determinantes desarrollando por filas o columnas es un proceso largo.
Las siguientes propiedades nos ayudaran a calcular los determinantes de una forma mas rapida,

utilizando transformaciones elementales:

1. Si se intercambian dos filas 0 dos columnas de un determinante, éste cambia de signo.

2. Si se multiplica una fila o columna de un determinante por un nimero real k, éste queda

multiplicado por k.

3. Sise suma a una fila o columna de un determinante un miltiplo de otra, su valor no varia.

Ademsds se verifican las siguientes propiedades:

1. Si una matriz cuadrada tiene dos filas o columnas iguales, su determinante es igual a cero.
2. Si una matriz cuadrada tiene una fila o0 una columna nula, su determinante es igual a cero.

3. El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los deter-

miantes de las respectivas matrices.

Ejemplo: Queremos calcular el determinante

1 01 2
-1 1 2 -1
1 3 2 2
2 -1 0 1
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Restamos a la tercera columna la primera, y a la cuarta columna el doble de la primera:

1 01 2 1 0 0 O
-1 12 -1 | -1 1 3 1
1 3 2 2 | 1 3 1 0
2 -1 0 1 2 -1 -2 =3

1 01 2 1 0 0 0
1 3 1
-1 12 -1 | -1 1 3 1) 9 _
1 3 2 *1310*(1)1_?_;_2*19'
2 -1 0 1 2 -1 -2 -3
Ejercicios.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
1 0 -1
1. A=1]12 2 -1
10 0
2 3
2. B= 1 =10
-1 2 1
10 00
1 2 00
3. D= 1130
1 11 4
1 -1 0
4. F = 1 0 -1
-6 2 3
5.7 Rango de una matriz.
Dada una matriz
air a2 - Gln
A= a1 a2 - a2p :
Aml Am2 - amn
se dice que las m filas F1, Iy, ..., F,, son linealmente independientes si de la relacién

a1 By +asfs + ...+ apF,, =0,
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deducimos que a1 = a9 = ... = ay, = 0. Obsérvese que lo anterior es equivalente a decir que la
Unica solucién que tiene el sistema homogéneo de matriz asociada A e incognitas oy, ..., G, €S

la solucién nula.

De forma andloga se define la independencia lineal de las n columnas C1,Cy, ..., C, de la matriz
A.

Se define el rango de una matriz como el nimero maximo de filas (o el nimero méaximo de
columnas) que son linealmente independientes. Aunque no lo demostraremos aqui es un hecho

fundamental del algebra lineal que ambos nimeros coinciden.
Existen distintos métodos para calcular el rango de una matriz:

Usando el determinante:

El rango de una matriz coincide con el orden del mayor determinante distinto de cero que pueda

extraerse de la misma.

Usando las transformaciones elementales de Gauss:

Tomamos la matriz A de orden m x n y hacemos transformaciones elementales en la misma
hasta obtener una matriz diagonal del mismo orden que A. El rango de A coincide entonces con

el nimero de elementos no nulos de la diagonal.

5.8 Matriz inversa

Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es inversible si existe una matriz n x n, denotada
por A~ tal que
A-A =41 A=1,

La matriz A~! se llama matriz inversa de A.
. . . : . 11
Obsérvese que no todas las matrices cuadradas tienen inversa, como por ejemplo A = 11 )
.. . , . a b
S1 existiera su Inversa seria una matriz ( ¢ d ) tal que
11 a b\ [(a b 11\ (10
11 c d) \c d 11/ (0 1)’
que es imposible pues no existen ntmeros reales a y ¢ tales que a+c=1y a+ ¢ = 0.

Se llama matriz reqular o inversible a toda matriz cuadrada que tiene inversa. En caso contrario,

se dice que la matriz es singular.



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 5. Hoja 78

Podemos caracterizar las matrices cuadradas que son inversibles mediante su determinante o

bien su rango. Mds precisamente,

Teorema.- Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces
1. A es inversible si y sélo si su determinante es no nulo.

2. A es inversible si y sélo si su rango es exactamente n.

Existen distintos métodos para calcular la matriz inversa de una matriz dada:

Usando el determinante:

Si la matriz cuadrada A es inversible su matriz inversa es

_ 1 :
ATl = W(adj At

1 2
Ejemplo: La matriz ( 3 1 ) es inversible pues su determinante es igual a —7. Ademads su
o -1 -3 . -1 -2 -
matriz adjunta es | 9 1]y la traspuesta de ésta es | 3 L de lo que concluimos

que la inversa de A es:
A= 1 -1 -2 _ /7 2/7
-7\ -3 1 3/7 —1/7 )"

Usando las transformaciones elementales de Gauss:

Si la matriz cuadrada A de orden n es inversible calculamos la matriz inversa de A, formando
una nueva matriz colocando a la derecha de A la matriz identidad del mismo orden (A|I,), y
aplicando transformaciones elementales por filas hasta obtener (I,|B), entonces B sera la matriz
inversa de A. Si al realizar el proceso de transformaciéon alguna de las filas de la matriz se anula,

entonces A no tiene inversa.

) , realizamos transformaciones elementales por filas:

10\ 72 (1 2 F-2F
-3 1) — o1 —

Ejemplo: Volvemos a la matriz (
1 2

3 -1

10
01

3 -1

1 0\ 238 /1 2
0 1 — 0 -7

17 2/7
3/7 —1)7

~l- o

W =

) , v concluimos que

_ /7 2/7
AT = ( 3/7 —1)7 )‘
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Ejercicio.- Determina si las siguientes matrices son inversibles (observa que son las mismas que
las del ejercicio de la seccién anterior) y calcula la inversa, mediante los dos métodos, de aquellas

que son regulares:

1 0 -1
1. A= 2 2 -1
10 0
2 3
2. B= 1 -1 0
-1 2 1
1 0 00
1 2 00
3. D= 1130
111 4
1 -1 0
4. F = 1 0 -1
-6 2 3

Nota.- De igual forma que hemos definido las transformaciones elementales por filas, podemos
definirlas por columnas. Teniendo eso en cuenta también podemos calcular la inversa de una
matriz regular haciendo transformaciones elementales por columnas. Ahora bien no podemos,

en un mismo ejercicio, combinar las transformaciones por filas y por columnas.

5.9 Sistemas de ecuaciones lineales. Teorema de Rouché-Frobenius.

El método de Gauss nos proporciona un algoritmo para resolver un sistema. A veces nos interesa
saber exclusivamente si un sistema tiene solucién o no sin calcular sus soluciones, que es lo que
se conoce como discutir un sistema. La respuesta a dicha pregunta nos la da el teorema de
Rouché-Frobenius.
Sea el sistema de m ecuaciones con n incdgnitas:

a11r1 +aixs + ...+ a1y = by

ao121 + a92T9 + ... + aopxy, = by

que podemos escribir matricialmente AX = B, donde

a1 a2 -+ Qip 1 b1
a a eea x b
A 21 @22 m Y 2 B_ 2

aml1 am2 - Gmn- Tn b,
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El Teorema de Rouché-Frobenius caracteriza la resolubilidad del sistema en términos de los
rangos de la matriz asociada A y de la matriz ampliada del sistema A*. Notese que, puesto que
A es una submatriz de A*, se tiene siempre rango(A) < rango(A*) (basta pensar el rango por

columnas).
Teorema de Rouché-Frobenius Sea el sistema de ecuaciones lineales A.X = B. Entonces:
1. Sirango(A) # rango(A*), el sistema es incompatible.
2. Sirango(A) = rango(A*) = n, el sistema es compatible y determinado.
3. Sirango(A) = rango(A*) < n, el sistema es compatible e indeterminado.
Se dice que un sistema es de Cramer si tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas
(m = n), y la matriz del sistema A tiene determinante distinto de cero. En un sistema de Cramer
A.X = B la matriz asociada es inversible y obtenemos la solucién de dicho sistema multiplicando

por la inversa de A a ambos lados, es decir, que la solucién del sistema es X = A~ B, es decir

que la solucién de un sistema de Cramer es

_ Al
J}Z‘—|A|, 1= 1,...,Nn,
donde
a1 - aii—1 br oaiipn - am
A= |G Az by ag;t1 -0 azy
[Ail =] N
Gnp1 - Qni-1 by Gni+1l ' Adnn
Ejercicios:

1. Estudia cada uno de los siguientes sistemas y busca sus soluciones en caso de tenerlas:

(a) 2x+2y—5} () —x—i—y—l} (0) x—Sy—i—z—l}

r—4y =0 T+y=2 r+y+2z=14
4y + 2 =20 20 +z4+w=2>5
—r—y=1 20 —2y+2=0 y—w=—1
(d) —3x—3y—2} () rT+z=05 (£) 3r—z—w=0
r+y—2z2=10 de+y+224+w=29
. . r—y=1 ., ,
2. Estudia el sistema S — 3y = k en funcién de los valores del parametro k.

3. { Qué condiciones deben verificar los términos constantes b; para que los siguientes sistemas

tengan solucion?

—3y=5b
gx—i—gz—bl r+2y+3z2="0
(a) $+7y:bz (b) 2%+ 5y+3z = b

9% + 4y = by x+8z=bs
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6 GEOMETRIA BASICA.
6.1 Conicas. Ecuaciones y elementos caracteristicos.

Circunferencia

Una circunferencia es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado

centro.

Elementos caracteristicos:
- Centro (O): punto fijo.

- Radio (r): distancia de un punto cualquiera de la circunferencia al centro.

Ecuaciones: Circunferencia de centro O(zo, yo)-
Ecuacién reducida: (z — x9)% + (y — y0)? = r%.
Ecuacién general: z2 4+ y? + Az + By + C = 0, siendo A? + B2 — 4C > 0.

Longitud y area

- Longitud: 27r

- Area: mr?

Elipse
Una elipse es el conjunto de puntos del plano tales que la suma de sus distancias a dos puntos

fijos, llamados focos, es constante. (2a > 0)

Elementos caracteristicos:

- Focos (F, F'): los dos puntos fijos. La distancia focal es 2c.
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- Centro (O): Punto medio del segmento FF".

- Eje focal: recta que pasa por los focos.

- Eje normal: mediatriz del segmento FF".

- Vértices (A, A’, B, B'): Puntos de corte de la elipse con los ejes focal y normal.

- Eje mayor: segmento AA’ de longitud 2a.

- Eje menor: segmento BB’ de longitud 2b.

- Radio vectores de P: segmentos PF y PF’.

- Ezxcentricidad: e = 2. Se tiene que 0 < e < 1. Indica lo achatada que puede ser la

elipse.

Relacién fundamental: a? = b2 + 2.

Ecuaciones: (elipses con ejes paralelos a los ejes de coordenadas)
Ecuacién reducida: Elipse de centro O(xg, yo)

(z — 370)2 (y — yo)2

2 T Tk

- Eje focal paralelo a OX:
(x —x0)* | (y—w0)*
b2 + a?

Ecuacién general: Mxz? 4+ Ny? + Ax + By + C = 0, siendo M y N del mismo signo y
|M|B?% +|N|A? — 4M N|C| > 0.
Longitud y area

=1.

- Eje focal paralelo a OY":

a? + b2
2

- Longitud: ~ 27
- Area: mwab
Hipérbola

Una hipérbola es el conjunto de puntos del plano tales que el valor absoluto de la diferencia

de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante. (2a > 0)

Elementos caracteristicos:

- Focos (F, F'): los dos puntos fijos. La distancia focal es 2c.
- Centro (O): Punto medio del segmento FF’.

- Eje focal: recta que pasa por los focos.

- Eje normal: mediatriz del segmento FF'.

- Vértices (A, A’): Puntos de corte de la hipérbola con el eje focal.
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- Eje real: segmento AA’. Su longitud es 2a.

- Eje imaginario: segmento BB’ de longitud 2b, donde B y B’ son los puntos de
corte del eje normal y la circunferencia de centro A y radio c.

- Radio vectores de P: segmentos PF y PF’.

- Excentricidad: e = < Se tiene que e > 1. Indica lo abierta o cerrada que esta la
hipérbola. ¢

- Asintotas: (hipérbola de centro O(zo,¥o))

b
- Eje focal paralelo a OX: y —yo = £—(z — x¢).
a
. b
- Eje focal paralelo a OY: x — z¢g = £—(y — o).
a
Relacién fundamental: ¢ = a? + b?.

Ecuaciones: (hipérbolas con ejes paralelos a los ejes de coordenadas)

Ecuacién reducida: Hipérbola de centro O(xg,yo)

(z — 370)2 (y — yo)2

- Eje focal paralelo a OX: " — 72 =1.
_ 2 _ 2

- Eje focal paralelo a OY: (Y — ) — (z — o) =1.
a2 b2

Ecuacién general: Ma? + Ny? 4+ Az + By + C = 0, siendo M y N de distinto signo.

Parabola
Una parabola es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo, llamado

foco, y de una recta fija llamada directriz.
d

Elementos caracteristicos:

- Foco (F): el punto fijo.

- Directriz (d): recta fija.
- Eje: recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco.
- Pardmetro (p): distancia del foco a la directriz.
- Vértice (V): Punto de corte de la pardbola con el eje. Es el punto medio del
segmento AF, donde A es el punto de corte del eje y la directriz.
- Radio vector de P: segmento PF.
Ecuaciones: (parabolas con ejes paralelos a los ejes de coordenadas)
Ecuacién reducida: Parabola de vértice V(xg, yo) y pardmetro p.

- Eje paralelo a OX y abierta a la derecha: (y — yo)? = 2p(z — x0).
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- Eje paralelo a OX y abierta a la izquierda: (y — yo)? = —2p(x — zo).

- Eje paralelo a OY y abierta hacia arriba: (x — z0)? = 2p(y — vo)-

- Eje paralelo a OY y abierta hacia abajo: (x — 20)? = —2p(y — %0)-
Ecuacién general:

- Eje paralelo a OX: x = Ay? + By + C, siendo A # 0.

- Eje paralelo a OY: y = Az? 4+ Bx + C, siendo A # 0.

6.2 Formulas geométricas

6.2.1 Figuras planas

Paralelogramo
N P
e Q
£
- Perimetro: 21 + 2m
- Area: Ih
En el caso particular del rectagulo
a
b

- Area: ab

Trapecio

a

Sia y b son los lados paralelos del trapecio (denominados base mayor y base menor) y h su

altura el drea del mismo, sera §(a +b).
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Poligono regular de n lados

Se denomina radio del poligono (r) a cualquiera de los segmentos que une el centro del mismo
(O) con uno de sus vértices. El tridngulo formado por un lado y los dos radios correspondientes

a los dos vértices de ese lado, es siempre isdsceles cuyo dngulo () en el centro del poligono es
27
=

2
de 2 radianes, por lo que los otros dos angulos (/3), al ser iguales, son de —1&- radianes. La

n
altura, desde el centro del poligono, de cada uno de estos tridgulos, recibe el nombre de apotema

(a). Sidenominanos p al perimetro (suma de todos sus lados) del poligono y por a a su apotema,

-a
el area del mismo viene dada por pT

6.2.2 Sdélidos en el espacio

Paralelepipedo

A G

El volumen de un paralelepipedo viene dado por el producto del area de la base por la altura.
Puede tomarse como base cualquiera de sus caras y la altura sera la distancia de ésta a la cara
paralela. En caso de que las caras del paralelepipedo sean todas rectangulares, el volumen serd
el producto de las longitudes de sus aristas y cuando sean cuadrados el volumen sera el cubo
de la longitud de cualquier arista. La superficie lateral viene dada por la suma de las areas de
todas sus caras.

Cilindro circular recto

- Area lateral: 27rh
- Area total: 27rh + 2772

- Volumen: 7r2h
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Cono circular recto

- Area lateral: 7r\/r2 + h2 = rg
- Area total: 7rv/r2 + b2 4+ mr? = nrg +

1
- Volumen: gwrgh

Esfera

- Area lateral: 47r?

4
- Volumen: —mr3

6.3 Ejercicios

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia en cada uno de los siguientes casos.
(a) Pasa por el punto P(3,2) y tiene su centro en el origen de coordenadas.
(b) Su didmetro es el segmento de extremos (2,3) y (—2,—3).
(c) Pasa por los puntos P(0,—3), Q(5,3) y R(—3,5).
2. Estudiar si las siguientes ecuaciones representan una circunferencia y, en su caso, hallar el
centro y el radio.
(a) 22 +y? —dx +2y —4=0.
(b) 222 4+ 2y? — 8x — 4y — 6 = 0.
(c) 222 4+ 2y? — 62 — 8y +8 = 0.
(d) 22 4+ y? + 22 — 4y + 6 = 0.
3. Hallar la ecuacion de la elipse en cada uno de los casos siguientes.

(a) Pasa por P(2,—3) y sus focos son F(2,0) y F'(-2,0).
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(b) Sus focos son F(3,0) y F'(—3,0) y dos de sus vértices (4,0) y (—4,0).
(c) Tiene centro O(2,—3), uno de sus focos es (—2, —3) y uno de sus vértices (—3, —3).

(d) La distancia entre los focos, situados en el eje OY, es 16, el eje mayor 20 y su centro

es el origen.

(e) El semieje menor es 3, la distancia focal 8, su centro O(2, —3) y tiene eje focal paralelo

a 0X.
(f) El eje menor es 8, la excentricidad 0.6, su centro O(—1,2) y tiene eje focal paralelo a
oY.
4. Encontrar los elementos caracteristicos de las siguientes elipses y representarlas graficamente.
(a) 22 + 4y? = 16.
(b) 2 + 49? + 22 — 16y + 13 = 0.
(c) 922 + 4y — 362 + 8y + 31 = 0.
(d) 3622 + 9y? + 48z — 36y + 43 = 0.
5. Calcular la ecuacién de la hipérbola en cada uno de los casos que siguen.

(a) Su centro es O(3,5), uno de sus focos F(6,5) y su excentricidad vale 2.

(b) Pasa por P(4,3), la distancia entre sus vértices es 8, su centro O(—2,0) y tiene eje
focal paralelo a OX.
(c) Pasa por P(3,—1) y Q(6,5), tiene su centro en el origen y OX como eje focal.
(d) Pasa por el punto P(0,5) y tiene vértices (2,3) y (2, —3).

6. Reducir las siguientes hipérbolas a su forma reducida, determinar sus elementos carac-
teristicos y representarlas graficamente.
(a) 1622 — 9y? — 642 — 18y — 89 = 0.
(b) 9y? — 1622 + 54y + 64x — 127 = 0.
(c) 42% — 9y + 122 — 30y + 9 = 0.
(d) y? — 922 — 4y + 36z — 28 = 0.

7. En los siguientes casos, determinar la ecuacién y la gréfica de la pardbola.
(a) Su directriz es la recta y +2 = 0 y el foco F(0,2).
(b) Tiene su eje paralelo a OX, el vértice en V(—2,4) y pasa por P(0,2).
(c) Su foco es F(0,—3) y su vértice el origen.
(

d) Tiene vértice en (1,3) y como directriz la recta x — 5 = 0.
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8. Hallar los elementos caracteristicos de las siguientes pardbolas y represéntalas graficamente.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Clasifica la cénica que corresponde a cada una de las siguientes ecuaciones.

a) 22 +y? — 6z +4y +9=0.
b) 22 + 4y — 6z + 16y + 21 = 0.
c) 4o? —y?* — 4z — 3 =0.

d) y? — 4y — 42 = 0.

e) 2522 — 10z — 200y — 119 = 0.
f) 4% + 4y* — 16y + 15 = 0.

g) 422 4 8z + 51 = 24y — 3y

(
(
(
(
(
(
(
(

h) 42? + 2y? — 8y + 11 = 0.
Calcular la superficie del cuadrado cuya diagonal mide 10 cm.

El drea de un cuadrado es de 1764 m?. Calcular el drea de un hexiagono regular que tiene

el mismo perimetro.
Entre un cuadrado y un rectangulo con el mismo perimetro, jcudl tiene mayor area?

Un cuadrado y un tridngulo rectangulo tienen la misma area de 36 em?. El tridngulo tiene

un cateto de 0.4 dm. Determinar el perimetro de las dos figuras.

Calcular el area y el perimetro de un hexagono regular inscrito en una circunferencia de

4 m de didmetro.

Calcular el area de un rectdngulo de perimetro 96 ¢m inscrito en una circunferencia de
radio 2.3 dm.

Calcula el drea de un trapecio isésceles cuyas bases miden 14 ¢m y 6 ¢m, v los lados iguales

8 em.

Las diagonales de un trapecio rectdngulo miden 26 cm y 30 cm, y su altura es de 24 cm.

Calcular el area.

Calcular el drea de un trapecio isésceles sabiendo que tiene 180 m de perimetro, la difer-

encia entre las bases es de 2.4 dam y los lados iguales miden 200 dm cada uno.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Hallar las éareas, y las longitudes de las circunferencias, de los circulos inscritos y circun-

scritos a un cuadrado de lado 4 dm.

Las longitudes de los lados de dos cuadrados son 4 m y 6 m respectivamente. ;Cual es la

razén entre sus perimetros? ;Y entre sus areas?
Determinar la longitud de la circunferencia inscrita en un cuadrado de drea 144 m?.

Una pista circular esta rodeada por dos vallas concéntricas de 1500 m y 1200 m de longitud.

Determinar el ancho de la pista.

Dado un hexagono regular de apotema 10 cm, calcular el radio del circulo inscrito al
hexdgono, el radio del circulo circunscrito al hexdgono y el area de la corona circular
determinada por ambos circulos. Demostrar que este area coincide con la del circulo que

tiene por diametro el lado del hexagono.

La longitud de una circunferencia es de 8 m. Calcular su radio y el perimetro del cuadrado

inscrito en la circunferencia.

Calcular la diagonal de un cubo de arista 1 m y la diagonal de un cubo de arista 2 m

. Puedes prever la relacién entre las diagonales?

Un depésito de forma ciibica tiene 12 m de arista. ;Cudnto costara pintarlo por dentro y

por fuera a razén de 3 euros por m??

;,Cual es la diagonal de un cubo cuyo volumen es el doble de otro cubo que tiene 2.20 m

de arista?

Una caja de galletas tiene forma de cubo de 24 ¢m de arista. ;Cudnto cartén se necesita

para construirla?

Una caja de zapatos mide 36 ¢m de largo por 22 ¢m de ancho y tiene 14 c¢m de altura.
. Qué volumen tiene? ;Cudnto cartén se necesita para hacer cada caja? ;Podemos guardar

en ella 45 cubos de 5 ¢m de arista?

Una caja de hojalata tiene 1.8 m de largo, 1.08 m de ancho y 1.5 m de profundidad. ;Cual

es en litros su capacidad?

La torre Picasso de Madrid es una inmensa caja cuyas dimensiones son 40 m, 40 m y
150 m. Imagina que estda hueca por dentro. ;Cudntas cajas cubicas de 1 m de arista
podrias introducir? Si pudieras colocar esas cajas una encima de otra formando una gran

pila, ;qué altura alcanzaria?

La arista exterior de una caja cibica sin tapa mide 10 cm y el espesor del material mide

5 mm. Calcular el volumen interior de la caja.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

4
Una piscina contiene agua hasta los 3 de su capacidad. Sus dimensiones son 14 m de largo

por 6 m de ancho y por 2.5 m de profundidad. ;Cuantos litros de agua tiene la piscina?

Un pintor da el presupuesto para pintar una habitacion, de base rectangular de lados 3 m
y b m, y cuya altura es de 3.75 m. Debe pintar también el techo, pero tiene que descontar

2

entre puertas y ventanas una superficie de 10 m~. Si pide 5 euros por metro cuadrado,

jcuanto costara pintar la habitacion?

Un depésito de gas tiene forma cilindrica y sus extremos estan cerrados por dos semiesferas.
La longitud del cilindro es de 1.5 m y su diametro es de 1 m. Calcula el volumen del

depdsito.

Si queremos envasar 12000 litros de tomate frito en botes cilindricos de 12 ¢m de didmetro

y 18 ¢m de altura, ;cuantos botes necesitaremos?

La altura de un bote de tomate frito es de 11 ¢m y el diametro de sus bases mide 7 cm. La
superficie curva estd recubierta de papel, jqué cantidad de papel se necesita para forrar
50 botes?

Hallar el volumen de un cilindro que tiene de altura 1 m y cuya &area total es igual a la de

un circulo de 400 ¢m de didmetro.
El 4rea lateral de un cilindro es de 942 cm? y su altura es de 15 em. ;Cudl es su volumen?

El agua contenida en un vaso cilindrico de 35 cm de didmetro y de 1 m de altura ha de
envasarse en otro cilindro de 80 ¢m de didmetro. ;Hasta qué altura subira el nivel del

agua en el segundo cilindro?

La longitud de la base de un cono es de 31.4 ¢m, sabiendo que su generatriz mide 13 cm.

Calcula el area de la base, el area lateral, el drea total y el volumen del cono.
;,Cual es el volumen de un cono cuya generatriz es de 1.6 m y la altura es de 1 m?

Un embudo de hojalata con forma de cono mide 8 ¢m de radio y 24 ¢m de altura. ;Qué
cantidad de hojalata se necesita para construirlo? ;Cudl serd la capacidad del embudo

cuando estd lleno?

Si duplico la altura de un cono o un cilindro, ambos rectos, jse duplican sus volimenes y

sus superficies laterales?

., Cuanto costara pintar de dorado una bola de 25 ¢m de radio si el metro cuadrado de

pintura dorada vale 10 euros?

Un balén de futbol mide 22 ¢m de didmetro. ;Cual es su volumen?
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47.

48.

49.
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Si se considera la Tierra como una esfera de 12728 K'm de didmetro. ;Cudl es su volumen?

.Y su superficie? ;Cudl es la relacion entre el volumen de un balén de fatbol y el de la

Tierra?

En una esfera de radio 3 c¢m, si duplico el radio, jse duplica el volumen de la esfera

resultante?

Un cubo y una esfera de radio r tienen la misma superficie. ;Cuédl de los dos sélidos tiene

mayor volumen?

Soluciones
(a) 2% 4+ y? = 13.
(b) 22 +y? = 13.

(c) 2922 + 29y% — 252 — 100y — 561 = 0.

(
(
(
(

2 2
¢y
Z =1.

16
2 2
(b) f—6+y7:1.
(©) (@ ;52)2 N (y+93)2 _1
2 2
(d) §_6+1%:1
(=27 (y+3)?

() =55+

16 25

(a) Centro O = (0,0); Focos F = (2v/3,0), F'
A’ = (—4,0), B =(0,2), B’ = (0, —2); excentricidad = v/3/2.

=1.

a) Centro O = (2, —1); radio r = 3.

b) Centro O = (2,1); radio 7 = v/8.
3 . 3

c¢) Centro O = <§,2>; radio r = 7

d) No es una circunferencia.

/
S~

"
"

= (—2+/3,0); Vértices A = (4,0),
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(b) Centro O = (—1,2); Focos F = (=1 +/3,2), F' = (=1 — /3,2); Vértices A = (1,2),
A’ =(-3,2), B=(-1,3), B' = (—1,1); excentricidad = v/3/2.

(-1,3)
I
(-3,2) 1,2)
\_ |/

LD |

(c) Centro O = (2,—1); Focos F = <2, -1+ @), F' = (2, —-1- @), Vértices A = <2, %),

A = <2,—%), B =(1,-1), B' = (3,—1); excentricidad = v/5/3.
N

2,1/2)

~

v

G-D

(d) Centro O = (— %,2); Focos F' = (— %,24— \/§/2>, F = <_ %,2— 3@), Vértices
A:(—%,3),14’:<—%,1>,B:<—%,2>,B’:(—%,2>;excentricidad:§.

(-2/3,3)
(-7/6.2) (-1/6.2)

(-2/3,1)

D.

_9 2 1 2
6. (a) ° 5 LW —1’—6) = 1; Centro O = (2,-1); Focos F = (7,-1), F' = (-3,-1);
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Vértices A = (5,—1), A’ = (-1, —1); excentricidad = 5/3.

’
\\ /
\ /
\ //
\ . //
/
\\ yA
\y/ -
/ \\
A28

v

\\ /
/X(z,-s)
r/ \\\\
\

/ _ \

///m\\
(y+5/3)° (z+3/2) 3 3 5, 5/I3

(c) 25/9 - 25/4 =1 CentroO:<—§,— );FocosF:<_§7_§_|_46£>7

5
3
= (— %,—% - %ﬁ); Vértices A = (— %,0), A = (— %, —m); excentricidad = @

4

N 77
/X(\—?& 2,-5/3)
7
7
// \\\

(22 (-2

(d) 79 1 = 1; Centro O = (2, 2); Focos F' = <2—|——2m,2), F' = (2__2\/5,2);

Vértices A = <%, 2), A = (%, 2); excentricidad = v/10.

N

4
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7. (a) 2% = 8y. 4

(0.2)

(b) (y —4)% =2(x + 2).

x=-512 4

X

(-2.4)

(c) 22 = —12y.

4

8. (a) Vértice V = (0,0); Foco F = (2,0); directriz: = + 2 = 0; pardmetro p = 4; eje y = 0.

x=-2
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(b) Vértice V = (1,—2); Foco F = (1, —4); directriz: y = 0; pardmetro p = 4; eje x = 1.

N

v

(1,-2)

(1.-4)

(c) Vértice V = (4,—6); Foco F = (4, —%); directriz: y + 2745 = 0; pardmetro p = %; eje
r=4.

V=254

(d) Vértice V.= (8,—1); Foco F = (9,—1); directriz: « — 7 = 0; pardmetro p = 2; eje
y=-1L

a) Circunferencia.
b) Elipse.

c¢) Hipérbola.

e) Parédbola.
f)

Circunferencia.

(

(

(

(d) Parébola.
(

(

(g) Elipse.

(

)
h) No es ninguna cénica.
10. Superficie = 50 em?.
11. Area = 11763 m? ~ 2036.9 m?2.

12. El cuadrado.
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13. Peuadrado = 24 ¢m Y Diriang = (22 + 2/85) cm ~ 40.4 cm.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Area = 6v3 m? ; perimetro = 12 m.
Area = 94 em?.

Area = 40v/3 em? =~ 69.28 cm?

Area = 336 cm?.

Area = 1120 m2.

Circulo inscrito: Area = 47 dm? ; longitud = 47 dm. Circulo circunscrito: Area =
81 dm? ; longitud = 427 dm.

Razd — 2 . Razén 4 _4_ (2 2
azén per = £ ; Razén dreas =5 = (5) .
Longitud = 127 m.

Ancho = 1% m.

20 1007 c 2

Radio circ insc = 10 em ; Radio circ circuns = cm ; Area corona = 3 Cm”.

ol

Radio = 4 m ; Perfmetro Cuadr = 161/2 m.

Diag; = V3 m ; Diagy =2V3m ; dy = %dl, siendo I’ y [ las respectivas aristas.
Coste = 5184 euros, si el depésito tiene tapa. En caso de no tenerla Coste = 4320 euros.
Diagonal = 2.2¢/2v/3 m.

Cantidad de cartén = 3456 cm?

Volumen = 11088 em? ; Cartén necesario = 3208 em? si la caja tiene tapa. En caso de

no tenerla Cartén necesario = 2416 cm?. Si se pueden guardar en ella los cubos.

Capacidad = 2916 (.
Numero de cajas = 240000 ; Altura = 240 Km.
Volumen interior = 769.5 em?.
Solucién = 168000 .
Coste = 325 euros.
13w 3

Volumen = S m°.

Numero de botes ~ 5898.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Cantidad papel = 38507 c¢m?.

Volumen = 7 m?.
Volumen = %;17 em?.
Altura = 19.14 em.

Si tomamos ™ = 3.14, Area base = 78.5 cm? ; Area lateral = 204.1 cm? ; Area total =

282.6 cm? ; Volumen = 314 c¢m?3.

1.567
3

m3.

Volumen =
Cantidad hojalata = 64y/107 em? ; Capacidad = 512 em?.

Los volimenes se duplican en ambos sélidos. En cuanto a las superficies laterales, la del

cilindro se duplica y la del cono no se duplica.

Coste = 2.57 euros.

Volumen = 1774.667 cm?.

Volumen = 343660208725.33 7 Km?3 ; Superficie = 1620019847 Km?.
No se duplica.

La esfera tiene mayor volumen.



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 7. Hoja 99

7 GEOMETRIA VECTORIAL.

7.1 El plano y el espacio euclideos. Operaciones

7.1.1 Introduccién

R? = {(2,y) /z, y €R} ; R®*={(z,y,2) /a, y, 2 €R}

Es usual representar, por comodidad, a los elementos de estos conjuntos por u, entendiéndose
que tienen dos o tres coordenadas segin trabajemos en R? o R? y se les denomina vectores. En

estos conjuntos se definen dos operaciones: una interna llamada suma y una externa llamada

producto por un escalar.

7.1.2 Suma

(x1,91) + (T2, 92) = (v1+ 22,91 +y2) v (21,91, 21) + (T2, Y2, 22) = (21 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)
Ejemplos:
1 1 5
o (1,2,-3)+ (4, 5,2.5) =(1+4,2+ 3 —3+2.5) = (5, 3 —0.5)
Esta operacion verifica las propiedades usuales de una suma: sean W, T, W vectores de R?
(R3).

1. Asociativa: u+ (v+w) = (0 +7)+w

gl

2. Conmutativa: ©u+7 =7+
3. Elemento neutro: u + 0 = 7, 0=(0,0) 6 0=1(0,0,0)

4. Opuesto: U+ (—u) =0, —-u=(-z,—y) 6 U= (—z,—y,—2)
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7.1.3 Producto por un escalar

X g
NX
Mz,y) = (A\x, \y) v Az,y,z) = (Az, Ay, Az) donde A € R.
Esta operacion estd relacionada con el paralelismo de vectores, de forma que dos vectores u, v
son paralelos si y sélo si existe un ndmero real « tal que @ = a T y se escribe @ || 7. Una
aplicacién geométrica de este ultimo hecho son las ecuaciones vectoriales y paramétricas de las

rectas, tanto en el plano como en el espacio.

OP=(x,y,) r
OP=(x,y) P, P(x,y)
V=(v,,,)

Of 3

(a) En R2, la ecuacién de la recta que pasa por el punto Py(xo,%0) y que tiene como vector
director a 7 = (v1, v2), se obtiene al tener en cuenta que dado un punto cualquiera P(z,y)
de la recta debe ocurrir que PyP || T y este hecho caracteriza a todos los puntos de la recta.
Por lo tanto PyP = A\ T. Recordar que las coordendas del vector que une dos puntos se

calculan restando a las coordenadas del punto extremo las del punto origen. Luego:

(l’ —20,Y — yO) = A (ULUQ) g (l’, y) = (x07y0) +A (ULUQ) (EC Vectorial)

(Ec. Paramétricas)

T =20+ AV
Y=o+ Av2

b) Anéalogamente, en R3, la ecuacién de la recta que pasa por el punto Py(zg,vo,20) ¥ que
23

tiene como vector director a T = (vy,va, v3), sera :

(x—z0,Y—Y0, 2—20) = A (v1,v2,v3) < (2,y,2) = (20, Y0, 20)+A (v1,v2,v3)  (Ec. vectorial)

T =x0+ A v
Y=o+ \v2 (Ec. Paramétricas)
Zz2=2z0+ Avs

Ejemplos:
2 22 2
-(1,-3)=(z1,=-[-3)) =(5,-2
hd 3( Y ) (3 73[ ]) (3’ )
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e V5(4,-1,0) = (V5 4,V5 [~1],V5 0) = (4 V5, —V5,0)

e Hallar la recta que pasa por el punto Py(1,1) y tiene como vector director a 7 = (-2, 3).

(x—1Ly—1)=X(-2,3) & (z,y) =(1,1)+ A (-2,3) (Ec. vectorial)

r=1-2\ .
{ y=1+43\ (Ec. Paramétricas)

e Hallar la recta que pasa por los puntos Py(1,—2,0) y P;(2,3,—1).

En primer lugar hemos de averiguar el vector director de la recta, pero es obvio que debe
ser el que une los dos puntos dados, es decir v = PyP; = (1,5,—1). A partir de aqui la

cosa es sencilla

(x—l,y—(—2),z—0) = A (1757 _1) = (x,y,z) = (17 _270)+)\ (1757 _1) (EC vectorial)

r=1+2A
y=—-2+5X\ (Ec. Paramétricas)
z=—A

Las propiedades mds importantes de esta operacién son: sean U, T vectores de R? (R3), y

A€ R,

1.

2.

3.

7.2

CA

MT+7T) = \u+ Ao
A+ p)u = u+ pu

A(pa) = (Ap)w

lu=mwu
0z =0
0=0
Modédulo de un vector

Se define el médulo de un vector como

[a] =22+ (@=(z,y) €R?) ; [a] = /22 +y2+22 (T=(x,y,2) € R®)

Este nimero mide el tamano del vector.




Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias. Tema 7. Hoja 102
Ejemplos:
e [(2,3)]=V22+32=V4+9=V13

1 1\? 1 4+1+64 /69
-I(—1,§,4)|=\/(—1)2+<§> +42:\/1+Z+16:‘/ 5 =

Un vector se dice unitario si su médulo es 1. Se denominan vectores unitarios canénicos
a los siguientes:
i=(1,0), 7=1(0,1) (en R?)
i=(1,0,0), j=1(0,1,0), k=(0,0,1) (en R?)
Todo vector de R? o R3, se expresa como combinacion lineal de los correspondientes vectores
canonicos

= (z,y)=xi+y) , U= (r,y,2)=xi+yj+zk
7.3 Producto escalar

Dados dos vectores no nulos @ y v, se define el producto escalar de estos como el nimero real:
u.T = |ul.|v|.cos a

siendo « el dngulo que forman dichos vectores. Si uno de los vectores es nulo, el producto escalar
es cero. El producto escalar también dara cero cuando los vectores sean perpendiculares, ya
que en dicho caso el dngulo formado por estos es de 90° y cos(90°) = 0.

El producto escalar de dos vectores es igual al médulo de uno de ellos por la proyeccion del
otro sobre él.

En términos de coordenadas el producto escalar se expresa como:
uU = x1.22 + Y1.Y2 (W= (x1,51) , U= (x2,12) € R?)

uU = 2x1.22 + Y1.Y2 + 21.22 (T = (x1,y1,21) , T = (x2,¥2, 22) € Rg)

Este ultimo hecho nos permite hallar la ecuacién de un plano que pasa por un punto dado

Py(xo,y0,20) vy tiene como vector perpendicular, es decir, vector director a ¥ = (v1, ve, v3).

-
HV:(VI, V,,V3) /

g?(): (x()lyll’ Z(})
OP=(x.,2)

v
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Nétese que si P(z,y,z) es cualquier punto del plano mencionado, ha de ocurrir que los
vectores PyP y U sean perpendiculares, y ademas esta cuestién caracteriza a todos los puntos

de ese plano. Por tanto:
PP 1ly & PbP-1=0 & vi(r—x0)+v2(y —yo) +v3(2 —20) =0
llegdndose a la ecuacién general del plano

Ar+By+Cz+D =0 (A:’Ul, B=wvy, C=w3, D= —[U1$0—|—’L}2y0+1}320])

7.3.1 Propiedades
Sean w, v, W vectores en el plano o en el espacio y A ntimero real.
l.u-v=v-uw

2. u-(T4+wW)=u-T1+7T-

gl

=~
<l

‘u=0

Es facil comprobar que el médulo de un vector puede escribirse como vV@. W y que un vector

unitario verifica que uw.w = 1.

W=

e Calcular el dngulo entre los vectores ©w = (—4,0,2) y 7 = (2,0, —1).

(_/\_) u-v —10 1 = 7% d
cos(W, V) = /= = = — U, =7 rad.
A VaD v

e Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto Py(2,1,1) y tiene como vector director
av=(9,6,12).

(z—2,y—1,2-1)-(9,6,12) =0 & 9(z—2)+6(y—1)+12(2—1) = 0 < 9z+6y+122—36 = 0

es decir

3r+2y+4x—-12=0
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7.4 Producto vectorial

Dados los vectores @, T € R? que forman un dngulo a, se llama producto vectorial de Ty T a

un vector que representamos por u X v y queda caracterizado del siguiente modo:

Y

-

\ 4

Moddulo: [T x 7] = |ul.|7|.|sen «f
Direccién: perpendicular al plano determinado por los vectores @ y U

Sentido: el de avance de un sacacorchos que gira en sentido positivo de w a v

7.4.1 Propiedades

Sean W, U, W vectores en el espacio y A ntimero real.

El médulo del vector wx v es igual al area del paralelogramo que tiene por lados adyacentes

a los vectores w y .

< |

En términos de coordenadas, el producto vectorial se expresa como: w = (z1,y1,21), U =
(z2,Y2, 22)

UXT = (y122 — 21Y2, 212 — T122, T1Y2 — Y172)
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Una regla, facil de recordar, para calcular las coordenadas de W x U es el desarrollo del

siguiente pseudo-determinante

i ]k
UxT=|x Y1 21 |=nwe—2ay)i + (ar2—2122) ] + (T1y2 — y122) k
T2 Y2 22

1 —4

5 3 k=-30+27+11k=(-3,2,11)

J+

e Mostrar que el cuadrilatero con vértices en los puntos siguientes es un paralelogramo y
calcular su drea. A(5,2,0), B(2,6,1), C(2,4,7), D(5,0,6).
Los lados del cuadrildtero los constituyen los cuatro vectores AB, AD, CB, y CD.

Hallemos dichos vectores

AB = (-3,4,1); AD = (0,-2,6); CB=(0,2,—-6); CD = (3,—4,-1)
es facil apreciar que CD = —AB y que CB = —AD, luego los lados del cuadrildtero son
paralelos dos a dos, es decir, es un paralelogramo. En cuanto al area de éste, bastara
con calcular el médulo del vector que se obtiene al multiplicar vectorialmente dos de los

vectores adyacentes que constituyen sus lados.

k =1267+18 j+6 k = (26,18,6)

J k
ABxAD=| -3 4 1 :‘
6

y el médulo de este vector nos dara el area buscada

Area = 1/(26)2 + (18)2 + (6)2 = V1036 u.a.

e Hallar la ecuacién del plano que contiene a los puntos Py(2,1,1), P1(0,4,1) y P»(—2,1,4).
Por lo visto hasta ahora, lo pedido seria sencillo si conociésemos un vector perpendicular
al plano. Este vector puede obtenerse facilmente efectuando el producto vectorial de los
vectores m y m.

T = PyPL x PPy = (9,6,12)

por lo que el plano buscado sera

9x—2)+6(y—1)+12(z2—1)=0 < 3x+2y+42—12=0
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7.5 Producto mixto

Dados tres vectores @, 7, W € R?, se llama producto mixto de estos al producto escalar de T
por el vector resultante del producto vectorial de T por w, y se representa por [u, T, W|.
[@,7,7] =u.(v x W)

Es evidente que el producto mixto de tres vectores es un nuimero real. FEl valor absoluto de
dicho nimero coincide con el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas adyacentes

los vectores w, U y W.

En términos de coordenadas, el producto mixto se expresa como: U = (x1,y1,21), T =
(3:273/2722)7
w

= (1‘3, Y3, Z3)
[@,7,W] = x1(y223 — 22y3) + y1(2223 — x223) + 21(T2y3 — Y213)

y una forma sencilla de calcularlo seria desarrollando el siguiente determinante

1 1 2
[@,0,W] = | v2 y2 22 | =x1(Y223 — 22y3) + y1(2273 — Taz3) + 21(T2y3 — Y27'3)
T3 Y3 =3
Ejemplo:
e Calcular el volumen del paralelepipedo que tiene a los vectores @ = (3,—5,1), T =

(0,2,-2)) y w=(3,1,1) como aristas adyacentes.
3
Volumen=[u-(txw)|=||0 2 =2 ||=]|36]=36u.v.
3

7.6 Ejercicios
1. Dados los vectores @ = (2,1), b= (=3,1) y ¢ = (-2, —2), calcular: @+ b; @+ 7¢; b+ C.
2. Hallar los vectores opuestos de los vectores @, b y € del ejercicio anterior.

3. Con los vectores del ejercicio 1 calcular: 3@ + 2b; 2@ — 3¢; @ — 2b + 5¢.
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4.

D.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Dados los puntos A(3,1) y B(5,4), hallar las coordenadas del vector AB.

Sean C'D = (2,-3) y C(5,7). Calcular las coordenadas de D.

. En el sistema de referencia R = {0,7,j} se consideran los vectores siguientes: @ = (2, 3);

b=(0,-1);¢=(5,0); i = (1,0); j = (0,1). Hallar: @-b;@-T; i - 4.

. Dado el vector @ = (3, —1) encontrar un vector que sea perpendicular a @.

Hallar el médulo de los siguientes vectores: @ = (2,1); b= (4,3); ¢ = (1,2).
1 3 )
V10T V10"

El producto escalar de dos vectores es igual a 18, el médulo de uno de ellos es igual a 6 y

Comprobar si los vectores siguientes son unitarios: @ = (3,2); b = (1,0); ¢ = (

el angulo que forman es de 60°. Hallar el médulo del otro.

Dados los vectores @ = (3,1) y b = (—1,2), calcular: @-by b-a.

(ol

Q|
ol

Dados los vectores @ = (3,1); b= (2,—4) y ¢ = (5,3), calcular: @- (b+7¢) y +a-

Q|
Il

En el sistema de referencia R = {0,7,jk} se consideran los vectores siguientes:
(2,3,—1); b= (0,1,3); ¢ = (5,0,4). Hallar: @-b;@-G; b- <.

Comprobar si los vectores siguientes son unitarios: @ = (3,2,0); ¢ = (0, —

kxiykxj.
Hallar el 4rea del paralelogramo formado sobre los vectores @ = (2,1,5) y b= (3,2, 1).
Dado el vector @ del ejercicio anterior, calcular @ x @.

Hallar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores @ = (2, 1,0); j = (0,1,0)
yb=(3,2,1).

Dados los vectores @ = (2,0,1) y b = (0,3,1) comprobar si son perpendiculares. En caso

negativo, cambiar una coordenada del vector b para que lo sean.
Con los vectores del ejercicio anterior, comprobar que (5@) x b = 5.(@ x b).
Hallar el drea del paralelogramo que tiene por lados los vectores @ = (2,1,5) y b = (3,4, 0).

Dados los vectores @ = (2,1,0); b = (3,5,1) y € = (2,4, 1), halla el producto mixto [a, b, .

Calcula el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los vectores: @ = (3,1,2);
b=(0,50)yc=(-1,1,0).
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

7.7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dados los vectores © = (1,1,0) y T = (a, 1, —1), hallar a para que el dngulo entre @ y

sea 60°.

Sabiendo que ABCD es un cuadrado A = (2,0,v/2), B = (1,1,0) y C = (0,y, z), héllese

razonadamente las coordenadas que faltan de C.

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py(1,—2,4) y tiene a

T = (2,4, —4) como vector director.

Idem para la recta que pasa por los puntos P(—2,1,0) y Q(1,3,5).

Hallar el plano que pasa por el punto P(2,1,2) y tiene a i como vector director.

Idem, siendo P(3,2,2) y7 = (2,3 —1).

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos P(0,0,0), Q(1,2,3) y R(-2,3,3).

Soluciones

La+b=(-1,2); a+c=(0,—-1); b+c=(-5—1).

. —a=(-2,-1); —b=(3,-1); —c=(2,2).

3@+ 2b = (0,5); 2a— 3¢ = (10,8); @—2b+5¢ = (—2,—11).

ol
SH
I
|
w
ol
.

t=10; i-j=0.
(1,3), no es la tnica. Cualquier miltiplo de este vector también es solucién.

[al = v5; bl =5; [c] = V5.

. anoloes; byt silo son.

@-b=0; a-c=6; b-c=12.
Ninguno es unitario.
ixj=k ixk=—j; jxk=14 jxi=—k kxi=j; kxj=—i.

V251 u.a.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(0,0,0).

2 u.w.

No son perpendiculares. b = (0,3,0), no es la tinica posibilidad.

5v/26 u.a.

1

10 w.v.

a=0 o6 a=2

C(0,2,v2) 6 C(0,-2,—¥2).
r=14+2X) y=-244X z=4—-4\
r=-243X\ y=14+2X 2z=5A\

T =2.

2z + 3y — z = 10.

3z +9y —T7z=0.

Tema 7. Hoja 109
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8 DERIVACION.

8.1 Definicién e interpretaciéon geométrica de la derivada

Nos interesa el problema de determinar la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en
el punto de abscisa x = a. Para ello, consideramos las rectas secantes que pasan por el punto

(a, f(a)) y otro punto de la curva, de la forma (a + h, f(a 4+ h)), segtn la figura.

i

fla+h)
J@

A
v

a a+h

v

La pendiente de cada una de estas rectas es

fla+h) = f(a)
- :

Cuando hacemos h — 0, el punto (a + h, f(a + h)) tiende a (a, f(a)), y las rectas secantes se

acercan a la tangente a la curva en el punto (a, f(a)). Por tanto, la pendiente de la tangente

sera: h
a — fl(a
o £ 1) = F@)
h—0 h
siempre que el limite exista. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién. Se dice que una funcién f(z) es derivable en un punto a de su dominio si existe el

limite

h—0 h T—a T —a
El valor f’(a) se llama la derivada de la funcién f(x) en = a. Decimos que f es derivable en

un intervalo (¢, d) si es derivable en a, para todo a € (¢, d).

En caso de que la funcién f(z) sea derivable en z = a, la ecuacién de la recta tangente a la

curva y = f(x) en el punto (a, f(a)) es
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Ejemplo. Tomemos la funcién f(x) = 22, en un punto a arbitrario.
h)? — a? 2+ 2ah + h? — a? 2ah + h?
f’(a):limwzlima +2ah + a :limizlimQa—&—h:Qa.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Nota. La existencia del limite depende de que existan y sean iguales los correspondientes limites

laterales, a los que se denomina derivadas por la izquierda y por la derecha, respectivamente:

fl(a) = lim f@) - ila) f(a) = lim J@) — fa)

T—a— r—a r—at r—a

8.2 Reglas operacionales y calculo de derivadas

Como muestra el ejemplo anterior, en general va a ser complicado calcular una derivada di-
rectamente usando la definicién. Por eso, en la practica es conveniente hacer uso de tablas de
derivadas y reglas de derivacién para calcular derivadas de funciones que se pueden escribir en

términos de las funciones elementales.

Las derivadas de las principales funciones elementales son (hay una tabla més completa al
final del tema):

Reglas operacionales

Para cada valor de z en que existan f/(z) y ¢'(x), se verifica:
(a) [ef(x)] = ef'(z), ¢ cualquier nimero real.
(b) [f(x) £g(@)]" = f'(x) + ¢'(x).

(c) [f(z)-g9(@)) = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(2)

(d) <f($)> _ f(z)- 9(322?4(3:) g (z)

(si g(x) #0).

Ejemplos

(a) Si f(z) = ze® — 2z, entonces f'(z) = e” + xe® —2 = (x + 1)e” — 2.

2?2 -1
(b) Cuando f(z) = oo se tiene
20(x? + 1) — 2z(2? — 1) 22420 —22° + 22 4x

(1.2_|_ 1)2 (3:2 4 1)2 - (1.2 + 1)2

fi(a) =
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Regla de la cadena:

Si existen f'(a) y ¢'(f(a)), entonces existe (g o f)'(a) y se cumple que
(g0 f)(a)=g'(f(a))- f(a)

Ejemplos
(a) (e%°) = 2ze™”.
(b) [cos(3z — 1)) = —sen(3x — 1) - 3 = —3sen(3z — 1).

(c) In(z?+ 1)) = L. 2r = 27

2 +1 241

8.3 Aplicaciones de la derivada

Veamos finalmente las aplicaciones mas significativas del calculo de derivadas.

8.3.1 Regla de I’Hopital

La primera de las aplicaciones es el uso de las derivadas para calcular limites. Muchos limites

de la forma

lim m

(y otros que se pueden reducir a éstos) en los que aparecen indeterminaciones del tipo (0/0) 6

(00/0) se resuelven mediante la regla de ’'Hopital:

lim & = lim f(z)
s g(n) o ()

suponiendo que este 1ltimo limite exista.

?

Ejemplos. (a)

21—

(Inz)

00 . .
lim — = (—> = lim = lim =
T—00 2x 00 a—oo (2x) T—00 2 T—00 21

(b) Al aplicar la regla de I’Hépital es a veces necesario derivar mas de una vez:

. (1—cosz)?> . 2(1—cosx)senz .. 2(1—cosx) 2senx
hm—gzhm 5 =lim —= = lim 5 5 =0
z—0 sen°x z—0  3sen‘x coszx x—0 3senz cosx z—0 3 cos? x — 3senx

(c) Algunos limites que no son de los tipos (0/0) 6 (co/00) se pueden reducir a éstos, para luego
calcularlos usando la regla de I’'Hopital. Por ejemplo:

l:ilir%)x = (00™).

Si tomamos logaritmos:

1
| =
In/ =1In(lim %) = lim In(z*) = lim z Inz = lim % = <§> = lim —il = lim(—z) = 0.

z—0 z—0 z—0 z—0
X X

Luego [ = e® = 1.
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8.3.2 Crecimiento y decrecimiento

Decimos que la funcién real f(x) es creciente en el intervalo (a,b) si para z,y € (a,b) tales que
x < y se cumple f(x) < f(y). Andlogamente, f(x) es decreciente en (a,b) si para x,y € (a,b)
tales que = < y se tiene f(z) > f(y).

Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de una funcién real se pueden determinar con
ayuda de las derivadas. Mds precisamente, dada una funcién f(x) derivable en el intervalo (a, b),

se tiene:
e si f/(x) > 0 para todo z € (a,b), f(x) es creciente en dicho intervalo;
e si f/(x) < 0 para todo z € (a,b), f(x) es decreciente en dicho intervalo.

Estrechamente relacionados con los conceptos de crecimiento y decrecimiento estan los de
méximos y minimos (locales) de una funcién. Decimos que la funcién f(x) tiene un mdaximo
local en a si f(x) < f(a) para x cerca de a. Anélogamente se define un minimo local.

De nuevo hay una relacién entre las derivadas y los maximos y minimos locales:
e si f/(a) =0y f"’(a) <0, entonces f(z) tiene un méximo maximo local en x = a;
e si f'(a) =0y f"(a) >0, f(z) tiene un minimo local.

Lo anterior muestra que para determinar los maximos y minimos locales de una funcién
derivable tenemos que hallar las soluciones de la ecuacién f/(x) = 0. Estas nos darén los
candidatos a maximos y minimos locales, y tendremos que comprobar el signo de la derivada

segunda para decidir.

Observacion. Hay que tener mucho cuidado a la hora de calcular los maximos y minimos
globales de una funcién en un intervalo [a,b]. De hecho, puede ocurrir que los puntos en los
que se anula la derivada sean solamente maximos y minimos locales, mientras que el maximo o
minimo global puede alcanzarse en los extremos del intervalo. Es justamente lo que ocurre para

la funcién cuya grafica aparece en la figura.

A .
maximo absoluto

maximo relativo

minimo relativo
minimo absoluto

[
>

A
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8.3.3 Problemas de optimizacién

Muchos problemas practicos se reducen a la determinacién de maximos y minimos de una funcién
de variable real. Por ejemplo, en muchas situaciones se trata de determinar las dimensiones de
un recipiente (con una forma determinada) para maximizar o minimizar alguna de sus carac-

teristicas: volumen, coste, etc. Lo veremos con un ejemplo.

Ejemplo. Se quiere construir un depédsito de forma cilindrica cuyo volumen sea de 27w metros

cubicos. jCudles deben ser sus dimensiones para que la superficie total sea minima?

Si r es el radio del cilindro y h su altura (véase la figura), la superficie total es

S = 271 + 27rh.

La relacion entre r y h se determina por la condicién de que el volumen sea 27:
7r2h = 2m.

Por tanto, se trata de minimizar la funcién

4
S(r) = 2mr? + Sy
T

Claramente, debe tenerse 0 < r < co. Si derivamos e igualamos a cero:

4
S/(T):47rr——72r:0:>r:1.
r

Ademés, en r = 1 se tiene un minimo local: S”(1) > 0. Puesto que

lim S(r) = lim S(r) = 400,

r—0 r—00

resulta que el minimo es global, y las dimensiones pedidas son entonces r = 1, h = 2.
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Tabla de derivadas

En la siguiente tabla u representa una funcién de = y ¢ una constante.

d d

1. %(0) =0 2. %(cu) = cu’
d d u
3. %(l‘) =1 4. %(ln u) = "
d ny __ n—1_1/ i w\ o u,,/
5.%(u)fnu u 6.d$(e)feu
7 d = ! 8 d = !
. %(sen u) = (cos u)u . %(COS u) = —(sen u)u
9 i(t u) = v (1 + tg2u)u/ 10. —(arcsen u) = v
“dx 8= ostu & “dx V12
11. —(arccos u) = v 12. —(arctg u) = w
dx V1 —u? 14 u?
8.4 Ejercicios
1. Calcular la derivada de las siguientes funciones:
3_.3 2 _
(a) Fa) = === 0) fl) =asem () fla) = —TE2
_(0+3)? 1 3
(@ v = CX2 @)= (D @)= 17
(9) 10) =5 =35 () 1) = VEFBFT (0) (1) = {6+ 3+ 2P
, 14t 1
(J) flx) = (xz+1)Va? -2z +2 (k)f(t):\/m (l)f(ff):m
(m) y = cos xsen x (n) y = cos®\/x (o) f(x) = av/cos2x
(1) () = t& VT8 (6) () = wsen ~
2. Calcular la derivada de las siguientes funciones:
(@) 1) = S ) fle) = e coss () VT
In(x + 2)

(d) f(x) = In(lnz) (e) f(z) = In(sen &) — In(cosz) (f) f(x) = el
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(@) £0) = (") () J0) = s () fe) = o+ VBT T)
(7) flx) = 2> * (k) f(z) = (cosa)*"® (1) f(x) = (Inz)™*
3. (En qué punto la curva de ecuacion
2 —4
V=i

tiene una recta tangente horizontal? ;Es posible que dicha curva tenga una tangente

paralela a la recta 3z — 3y + 7 = 0 en algin punto con x < 0?7

4. Calcular aplicando la regla de I’'Hopital los siguientes limites:

(b):};ll% 1 — cosz (c)i:mz 4 2

e — e — 2y < 3x>tg%

5. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones. Cal-

cular sus maximos y minimos locales.

€T 1‘2
@) S0 = sy () f) = s (@) f) =
33'2— X
(d) f(x) =2vV5—a?; (e)f(x)—%a—_fl; (f) f(x) =x+5—2senz, x€]0,2n]

6. Se quiere construir una gasolinera de 1.800 m? en un terreno rectangular junto a una
autopista. Para ello, se quiere cercar los tres lados no contiguos a la autopista. ;Qué

cantidad minima de valla se necesitard para realizar el cercado?

7. A partir de una cartulina cuadrada de 60 cm de lado se va a construir una caja de base
cuadrada, sin tapa, recortando cuatro cuadrados iguales en las esquinas de la cartulina
y doblando después de la manera adecuada. Determinar cudndo se obtiene una caja de

maxima capacidad.

8. Determinar las dimensiones del cilindro de area total 247 m?, con tapa incluida, tal que

su volumen sea maximo.

9. Se usan 4 metros de alambre para construir un cuadrado y un circulo. ;Qué cantidad de
alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar un

area total maxima?
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8.5

1.

Soluciones

(a) f'(x) = (22° = 3az® + a®/(x — a)*; (b) f'(x) = 2zsen(1/x) — cos(1/x); (c) f'(z) =
(227 —4) /2% (d) @) = @+ 3)(0+1)/(0+2)% (e) f'(z) = —(22 + 1)/(2(z + 1)?);
(f) f'(x) = —21/4938‘ (&) f(¢) = =1/¢% +2/¢% (h) f'(t) = (£ +1)/VEB+3t+1; (i)
flt) = 22 + 1)/VB3+3t+2; (§) fllx) = (222 — 22 + 1)/Va2 - 22+ 2; (k) f'(t) =
(2t/(1— ) WA/ =12; (1) f'(x) = —2(1+2) +VI+2)/(2(x+vVI+2)*(1+2));
(m) y' = cos(2z); (n) ¥’ = —seny/zcos/z/Vz; (0) f'(x) = —asen(2x)/\/cos(2z); (p)
() = —1/( (\/—COS (VI=0))); (a) f'(x) = sen(1/x) — cos(1/x) /.

(a) f'(x) = €% (b) f'(z) = —e*(sen & + cosx); (c) f'(z) = 1/(2Ve® —1); (d) f'(z) =

1/(xlnz); (e) f(x) = 1/(sen zcosx); (f) fl(x) = ((x + 1)In(x + 1) — (z + 2)In(z +

2))/((z + 1)(z + 2)(In(z + 1))*); (g) f'(2) = (" + e ")/(e” —e7); (h) ... (i) f'(z)=

1/VaZ —1; (§) f'(z) = coszInz 257 4 sen o 2%~ (k) f'(2) = (cosz)**™* ! In(cos z) —
2 L) f'(z) =In(lnz)(In2)"* /2 + (Inz)"* /2.

sen“z(cos x)

senr—

La tangente es horizontal en el punto (0, —1). No existe ningin punto con z < 0 tal que

la tangente sea paralela a 3z — 3y + 7 = 0.
() 0; (b) 0; (c) ¥/,

(a) Es siempre creciente; no tiene maximos ni minimos; (b) es creciente en (—00,0) y
decreciente en (0, +00); tiene un maximo en x = 0; (c) es decreciente en (—oo, —1) y en
(1,+00), y creciente en (—1,0) y en (0,1); tiene un minimo en z = —1 y un méximo en
x = 1; (d) es decreciente en (—/5, —/5/2) y (1/5/2,v/5), y creciente en (—+/5/2,/5/2);
tiene un minimo en x = —/5/2 y un maximo en x = \/5/2; (e) es decreciente en (—1,1/2)
y creciente en (—oo,—1) y en (1/2,+00); tiene un méximo en x = —1 y un minimo en
x = 1/2; (f) es decreciente en (0,7/3) y (57/3,27) y creciente en (7/3,57/3); tiene un

minimo en x = 7/3 y un maximo en x = 57 /3.
Se necesitan 120 metros de valla.

La caja de maxima capacidad se obtiene cuando cortamos cuadrados de lado 10 cm.

. El volumen maximo se obtiene cuando el radio es 2 m y la altura 4 m.

Debemos usar los 4 metros para hacer un circulo.
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9 INTEGRACION.

9.1 Integrales indefinidas. Primitiva de una funcién

Sea f una funcién definida sobre un intervalo J C R. Una primitiva o antiderivada de f en

J es una funcién, F' continua en J, que verifica:
F'(x) = f(x) paratodo z en el interior de J
Ejemplo: una primitiva de f(z) = cos x es F(z) = sen x

Si F(z) es una primitiva de f(z), entonces F'(z)+C' es también una primitiva de f(x), siendo
C un numero real cualquiera. .
Ejemplo: una primitiva de f(x) = — es F(x) = In z, luego F(x) =In z + C también es una
x

primitiva de f(x) para cualquier C' € R.

El conjunto formado por todas las primitivas de f(x) se denomina integral indefinida de

f(z), y se designa por
[ fa) do

1
1+ 22

Ejemplo: / dr = arctagx + C

Tabla de integrales inmediatas

En la siguiente tabla C' representa una constante arbitraria.

anrl
1. dr = C 2. "dx = C -1
/af x + /af x n+1+ (n#—1)
“dr . .
3./—:ln|3:|+C 4./€d1‘:€ +C
J =z .
5./sen3:d:n:—cosac+0 6./cosxd:c:sen:n+0
7. /sech dx = /(1+t92x) de =tagx + C 8. /cosech da::/(1+cot92x) dx = —cotg x + C
' dx x " dx 1 x
9. Q/\/ﬁ:arcsenE%—C 10. /m:EGTCth+C

T

11. /lamdazz C L0 (a#1), (a>0)

na
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9.1.1 Reglas operacionales. Integrales inmediatas

Si f(x) y g(x) son funciones para las que existen primitivas, entonces se verifica que:

L. / + g(z)]dx = / f(z) de £ / g(x) dzx

2. / kf(z) de = k(/lf(az) dz

Estas reglas, la tabla de integrales inmediatas y la operatoria bésica, permiten calcular
integrales que a priori paracen méas complicadas.
Ejemplos:

5 3:3 1,2

(a) /(3x4—5x2+3:)d3::3/3:4d:n—5/:n2d:n+/xdsz%—5§+?+C

3
T —|— 1 T2 2
(b) / dx+/ —dx = /aﬂdm—i—/m Ty =+ +C = =Vz(z+3)+C
Ve Vo 53 3
9.2 Meétodos de integracion
9.2.1 Integraciéon por cambio de variable

A veces una integral puede transformarse en otra mas sencilla haciendo un cambio de variable.

Ello puede hacerse de dos maneras:

1. Hacer x = ¢(t) siendo g una funcién derivable, con inversa derivable, en el intervalo en el

que se trabaja. Al hacer el cambio debe sustituirse dx por ¢'(t)dt, con lo que nos quedard
[ 1)y t)dt = P#) + C = F(g™ @) +C

x

Ejemplo: [ = / Vi dz si efecutuamos el cambio de variable x = sen t, hemos de
—x

sustituir dx por cos t dt, con lo que obtenemos

' sent "sent "
= | ———= cos t dt = / ——— costdt = / sen t dt = —cos t+C = —cos(arcsen x)+C
J V1 — sen?t J cost . ( )

2. Hacer t = h(z) siendo h una funcién derivable con inversa derivable. Normalmente se elige
una funcién h(x) que, o bien aparece en el integrando, o bien estd en el mismo la expresién

B (z)dz.

Ejemplo: I = / dz si efectuamos el cambio de variable 1 — 22 = ¢, hemos de

\/ 1 — 22
sustituir xdx por —3 con lo que obtenemos
I / ATy e PN S B gy i
= —_— () = — = — — T
J Ve 2 2.
Es evidente que el segundo cambio de variable es més intuitivo, pero no deja de ser curioso

el haber obtenido dos resultados, aparentemente, tan diferentes. Se propone al alumno que

compruebe que en realidad es el mismo resultado en los dos casos.
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9.2.2 Integracion por partes

Este método se basa en la féormula

/udv:uv—/vdu

que puede deducirse a partir de la regla de derivacién de un producto. La elecciéon de qué parte
del integrando debe ser u y cudl dv depende de multiples factores, lo que impide dar una regla

genaral. No obstante los casos mas frecuentes son los siguientes:

° ]:/xlnxdx.

Para la eleccién de u debemos pensar en la parte del integrando que sea mas facil de
derivar (en este caso tanto x como [n x son sencillos de derivar), para dv hemos de buscar

la parte sencilla de integrar, que sin lugar a dudas es = dx. Por lo tanto la eleccién queda
2

cerrada u = In x y dv = x dx. En consecuencia du:—dxyv:%.
x
. 2 ) 2 2
T 1 T T
I= Inede=—1 — | = =de=—1 - —
/m nrdr=—linz / 7 L =5 i 4+C’

oI:/xexda}

En este caso tanto x como e” son sencillas de derivar y de integrar. Luego la eleccién debe
basarse en otras estrategias. Si reflexionamos un poco podremos darnos cuenta de que la
mejor eleccion es u = x y dv = e®dx, el motivo es claro si escribimos el resto de elementos

necesarios v = €%, du = dx.

I:/xezd:nzazex — /exdac:mem — e+ C

° I:/sena:exda:

Este dltimo ejemplo corresponde a las llamadas integrales ciclicas. No hay lugar a dudas
que en este caso la elecciéon de u y dv es aleatoria, ya que en cualquier caso el método
nos llevard a una integral esencialmente igual, en cuanto a dificultad, a la de partida.
Tomemos, por ejemplo u = sen x 'y dv = €* dx, lo que nos lleva a que du = cos © dx y
v=e"

I:/senazezdac:senazem — /emcosxdx

En principio parece que no hemos ganado nada con la aplicacién del método. Sin embargo,
si pensamos un poco antes de desecharlo, podremos darnos cuenta de que una nueva
aplicacién del método nos llevaria a la integral de partida. Es decir, si en la ultima

integral tomamos u = cos x y dv = e* dx, lo que implica que du = —sen z dz y v = ¥

I =senxe® — /ex cos x dx = sen x ¥ — <cos ret — /—sen x e’ da:) = (sen x—cos x)e*—1
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de donde obtendriamos

(sen x — cos x)e”
2

2] = (senx —cos x)e” = [ = +C

El procedimiento seguido justifica el nombre asignado a estas integrales.

9.2.3 Integracion de funciones racionales

P(x)

Q(x)

P(z), Q(x) polinomios
Veamos diferentes casos
1. Denominador de grado 1: / dx Dividiendo P(z) por ax + b, se consigue expresar

el integrando como suma de un pohnomio Py (x) y de una fraccion del tipo

x+b

0 4ot -8
Ejemplo: I = / Q1 dzx. Al dividir el polinomio 2° + 2% — 8 entre 2 — 1 se obtiene

. x
como resultado z* + 223 + 222 4 22 + 2 y con resto igual a —6, por lo tanto

.5 4_g .
]:/Ldmz/(x4+2x3+2m2+2x+2— )dx =
: r—1 . z—1

5 5 4 3
T 224 223 6 T T 2x
e I B Qr — der = — + 1 2 4920 — 61 —1|+C
5+ +3—|—a:+x/ 13: 5+2+3+x+x n\x ]

P(x)

— dux.
ax?+br+c v

2. Denominador de grado 2, y sin raices reales: /

(a) Si el grado de P(x) es cero, es decir es una constante, se ajusta para obtener un

arcotangente.

Ejemplo:

3 : 1
Y A :3/—d — 3arct 1)+ C
k/x2+2x+2 v=3 ] Grmrg de=dardgle+ 1)+

(b) Siel grado de P(x) es 1 se separa en dos integrales, una daré un logaritmo neperiano

y la otra un arcotangente.

Ejemplo:
3r+4 3r+3+1 r+1 1
= —d :3/—d /—d =
/m2+2x+2 /m2+2x+2 o 224+ 2z +2 T 22+ 2z + 2 v
2x + 2 ' 1 3 9
d —_——dr = -1 2 2 t 1 C
2/x2+2x+2 $+./x2+2x+2 T=3 n(x®+2x+2) + arctg(zr+1) +

(c) Siel grado de P(x) es mayor o igual que 2, se efectua la divisién de polinomios para

llegar a algunos de los casos anteriores.
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3. Denominador de grado mayor o igual que 2 y, a lo sumo, raices complejas simples:

P
/ Qg;daj con grado de P(x) menor que el grado de Q(x). Lo primero que debe ha-

P(x)
Q(x)

simples, cada una de las cuales generara integrales que sabremos resolver, en funcién de

cerse es factorizar Q(z), para luego efectuar una descomposicién de en fracciones

que trabajemos con raices reales o complejas de Q(x).
4o — 8z

r—1)2x2+1)
ciones simples el integrando

Ejemplos: I = / ( dz. En primer lugar hemos de descomponer en frac-

402 -8z A ,_B  CatD
(x—1)2(224+1) x-1 (z-1)2 22 +1

Efectuando los cédlculos apropiados, se obtiene A =2, B=-2, C =-2 y D =4. Por

—23:+4
=2 -2 dx
/x— du / (x —1)2 +/ 2241

1
=2lnlx —1| + 2—1 — In(z®*+1) + 4arctgz + C
o

tanto

En caso de ser el grado de P(x) mayor o igual que el de Q(x), se efectuard primero la
divisién de los polinomios.
9.2.4 Integrales trigonométricas

1.

/ R(sen z,cos x)dr, R es una funcién racional

(a) R es impar en sen x, es decir, R(—sen x,cos ©) = —R(sen x,cos x). Se efectia el
1
cambio de variable ¢t = cos z, con lo que sen z = V1 —t2 y do = ———— dt
q y T2
Ejemplo
sen x vi—t2 1 1
dt =~ [ g5 dt = —arctg t4+C = ~aret c
/00523:+1 / 2+1 1-—¢2 J 1+¢ aretg t+ arctg(cos x)+
(b) R es impar en cos z, es decir, R(sen x,—cos x) = —R(sen x,cos x). Se efectia el
1
cambio de variable t = sen x, con lo que cos r = V1 —t? y do = — dt
q y T2
Ejemplo
1
2 3 2 3 2 _ 44
sen‘x cos xda::/t V1—t2 —dt:/ t*—t%) dt =
/ V=== 1)
:ﬁ B ﬁ n C_sen?’:n B sen®x L C

3 5 3 5
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(c) R es paren sen xy cos z, es decir, R(—sen x, —cos x) = R(sen x, cos x). Se efectia

t
VI+2

el cambio de variable t = tg x, con lo que cos x = sen r =

Vite "

1
dr = —— dt.
Tt
Ejemplo

t

1 t
/ sen x da::/ - V142 - 7 dt:/—t ERE dt =
J senx+cosx W+W + (t+1)(1+¢?)

1 (1+tg%x) 1
Zarctgt + C= Inf| W9 20 L ¢
+ arctgt + Wiges? t2°

Un caso particular lo constituyen las integrales del tipo / sen"x cos™x dx, con n 'y

m pares. La resolucién de éstas se simplifica si se aplican las férmulas:

9 1 —cos 2z 9 14 cos 2z
sen"r =— , 0SSt = ——
2 2
Ejemplo
1— 2x 1 2 1 — cos?2
/sean cos’x da}:/ COS 2T 1+ COS 2w dx:/wdx:
. 2 2 4
1 1 11+ 4 1 1 1 1 1
:Z:U—Zl/#dxzzm—§$—3—2$en4$+02§x—§sen4x+0

(d) El cambio de variable que siempre puede aplicarse, aunque sélo se aconseja cuando

no estemos en alguno de los casos anteriores, es:

T 2t 1% 2

t= tg§, sen r = m, COS T = m, dr = mdt

Ejemplo
1 1 2 1
/sen:n+cosxdx:/ 2t 1=12 ] 4 ¢2 dt:_/t2—2t—1dt:
ST T e :
1 t— (1 2 1 tgZ — (1 + /2
= In (L+v2) + C= n 95— ( v2) + C

2V2 [t —(1-V?2) 22 (tgk — (1-2)

2. / sen(ax + b)sen(cx + d)dz, / sen(ax + b)cos(cx + d)dx, / cos(ax + b)cos(cx + d)dz. Se

emplean las férmulas:

sen A.cos B = 3[sen(A+ B) + sen(A — B)]
cos A.cos B = 3[cos(A+ B) + cos(A — B)]

sen A.sen B = —3[cos(A+ B) — cos(A — B)]
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Ejemplos
, 1 r
/ sen(2x — 1)sen(3z + 2) dx = -3 / [cos(5x + 1) — cos(—x — 3)] do =

1 [sen(Saz +1)

=3 E —sen(az+3)} +C

/ sen(x — 2)cos(b5x + 3) dx = % / [sen(6x + 1) + sen(—4x — 5)] dex =

_ 1 [—cos(6x+1) cos(4x +5)
=3 [ 6 + 1 } +C
1
/603(333 +3)cos(x + 2) de = 5 / cos(4x + 5) + cos(2z + 1)] dx
1 [sen(4x +5) sen(2x + 1)}
2 [ 4 2 e
9.3 Ejercicios
1. Resolver las siguientes integrales
3_,3 54 4349
a) / R b) /idx c) /wdaj
J z—a J 1+ 22
1— 2
d) ‘/(\/E—i-secxtgx)da: e) /(ji—dex f) ‘ 1_i4dx
Y dx _ / 22n3(1 + 23)
———d h — —d
g)/(1+y2)4y )/e—x—i-ef” g 14 a3 !

e’ +1 dx
' tg 01 6)do k/ d l/—
i) [ 190 in(cos 0) ) [ S ) | e

' T ' dx 3z —1
S S 0 [,
J x2+x+1 J =22 —2:+8 922 + 62 + 26
D) / cos’x sen’x dx q) / cos’x sen’r dx ) / tag®d sec*d db

s) /cos 2z sen 3x dx t) /cos Sx cos Tx dx ) /sen Sx sen Tz dx
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2. Aplicar integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a) / x?sen 2z dx b)

c) /lnmdm d)

e) (/é%en:ndm f)

9) / sen 0 In(cos 0)do

3. Resolver las siguientes integrales racionales

" 2xd — 11a3 + 1722 — 102+ 3
204 — 63 + Ta2 —4dx + 1

a)(

4. Resolver las siguientes integrales

" cos 2x g2
d b d
@) / cos2x o ) / 1+ 22 v
X g 3
9 x' +3x
d) /x vr+ ldr e). Tia o
- 1 47 4 5.167
—— dx h) [ =12y
g)./€2x+€m—2x )] 116
9.4 Soluciones
1. 5 )
2
a)%—i—a%—&-an—&-C b) gx\/E+C

2 1
d) zz/r + ——+C
3 cos T

r+ 2

h) arctg(e®) + C

dr b) /

4
e)inlr+2| ———+C

/ arctag x dx

/xlna} dx

" 2
/ 22e® dx

322 +1
x4 —1

2241
dr ¢) /(x——i_d:n

x—1)3

c) /tgzx dz

- 1
2 / \/x+2+€/x+2dx

608333‘

i)

—  dx
J 14 sen2x

4
c)%—&—Qarctgx—i—C

f)arctgzx+C

R 3
i) 12ln (14+2°)+C
1 4 3
) Jarcsen <§3:— Z) +C

Tema 9. Hoja 126
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1 2 1 1
m) IinvVa?+az+1— —=arctg [ﬁ(aH—i)} +C n)arcsen <x—;)— >+C’

V3
6 4 3r+1 sentz  senSz
0) InV/9x2 + 6 + 26 — —arctg +C D) — +C
) ) 4 6
1 1, 1 1
T C — C
95T genat ") Geost0 ~ Teos™
1 /cos 5z 1 /sen 12z  sen 2z
- = C t) = C
s) 2( 3 +cosx>+ )2< G + 5 >+
1 /sen2x  cos 12x
W§< 2 12 >+C
2. )
2 2 2 1
a) Sres e e b) x arctg x — =In(1+ 2?) + C
2 2 4 2
2l 2
c)xlne—z+C d)xna:_x_+0
2 4
In 2 sen x — cos x z2et” e
2% C ——+4C
2 T+ an2? 1= 7
g) — cos 0 In(cos 0) + cos 0 + C
3.
x? 1 1 )
a)?+3x—ln|x—1|——1+§ln(2x —2rx+1) —arctg(2x — 1)+ C
m_
z—1 2 1
b)lnm+1’+arctga:+0 c)ln!x—l]—x_l—(m_l)Q—&—C
4.

a)2x —tagx+C b)xz—arctgzx+C c)tagx —x+C

2 4 2 s 3 4
d) =V (z+1)" — 5V ($+1)5+§\/($+1)3+C e) ln\/1+$8+1arctg:v +C

\6/3:+2+1‘+C g)lnf/

(e —1)2(e* 4+ 2)

f)2vVe+2—-3vVz+2+6vVx+2—6In =
(&

+C

h)

1
5T d In(1+416%) + 1 arctg(4®) + C i) —senx + 2 arctg(sen x)+ C



