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NOTA 1.

NOTA 2.

Las hojas de color sirven de separadores para facilitar la localizacion de: a) los
programas de actividades elaborados, y b) la descripciéon de lo que sucede en el aula

cuando se utilizan esos programas de actividades.

Las tres hojas plastificadas sueltas que se adjuntan (hojas recordatorio) sirven para
identificar con mayor facilidad las cuestiones y problemas que se citan a lo largo del

trabajo.



A mis padres

A Almu, Celia y Teresa



Génesis y evoluciéon del concepto de diferencial




Génesis y evolucién del concepto de diferencial

Agradecimientos

Quiero expresar mi agradecimiento, en primer lugar, a todos los estudiantes,
profesores en formacidon y profesores en activo que han participado en el desarrollo de

esta investigacion, aportando sus conocimientos, opiniones y reflexiones.

No es habitual en nuestro pais que se realice investigacion didactica desde y para
las aulas de secundaria, lo que genera a veces incomprension y falta de
reconocimiento hacia los que nos dedicamos a esa tarea. Frente a ello, quiero
agradecer el apoyo y aliento constante que he recibido de muchas personas cercanas,
docentes y no docentes. En particular, soy deudor del trabajo y el espiritu que he
admirado en otros compaferos, de Ila Comunidad Valenciana y Andalucia
principalmente: su ejemplo y entusiasmo han marcado positivamente mi carrera
profesional. En un entorno préximo, quiero citar a los profesores Ramén Aguilar,
Antonio Carmona, Asuncion Galera y José A. Martin, con quien he compartido muchas
horas de trabajo: sus apreciaciones, criticas y comentarios siempre me han servido de
ayuda para mi labor docente en general, y para la realizaciéon de este trabajo en

particular.

Agradezco también el apoyo y reconocimiento prestado por el Dr. Rodolfo Miranda.

Su desinterés y entusiasmo aun me tienen gratamente sorprendido.

Por dltimo, quiero expresar mi agradecimiento mas sincero al Dr. Joaquin Martinez
Torregrosa, de quien he aprendido y recibido mucho mas de lo que podia esperar de
un Director de Tesis. Su paciencia conmigo, su capacidad de trabajo, su facilidad para
reflexionar en voz alta y, sobre todo, su afecto, han sido imprescindibles para

desarrollar esta investigacion.



Génesis y evoluciéon del concepto de diferencial

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA E INDICE

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

A partir de 3° de BUP comienza habitualmente la introduccién y utilizacion del
Célculo diferencial. La mayor parte de los textos de Fisica desde este nivel ya lo
incluyen en el desarrollo de sus temas, y cada vez es mayor el niUmero de manuales
de Fisica para primer curso de Facultades de Ciencias y Escuelas Universitarias que
incorporan algun capitulo y/o apéndice dedicados a la introduccién y desarrollo de los
conceptos basicos del Calculo diferencial. Es dificil encontrar examenes de COU o de
primeros cursos universitarios en los que no aparezcan cuestiones o problemas que
requieran el uso del Calculo diferencial, poniendo de manifiesto que forman parte

inseparable del aprendizaje de la Fisica.

Ello responde, claro estd, a la importancia crucial del Calculo diferencial para el
estudio de situaciones fisicas con un minimo de complejidad, mas cercanas a la
realidad que las tratadas en los cursos elementales: la historia de la ciencia muestra
como la invencién de dichos conceptos supuso un salto cualitativo en el tipo y

complejidad de problemas que pudieron abordarse desde entonces.

Sin embargo, de un modo aparentemente contradictorio con esta situacion,
nuestra experiencia como docentes nos hace intuir la existencia de un consenso
generalizado entre los profesores sobre la incapacidad de los alumnos para utilizar
estos procedimientos con la seguridad necesaria para resolver situaciones que se
separen, aun ligeramente, de las desarrolladas en clase. La frase, nada infrecuente,
"el Calculo diferencial es so6lo un instrumento” podria esconder, incluso, una

aceptacion implicita de que no es necesaria una comprension profunda de dichos
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conceptos en el contexto de la Fisica, sino que se aceptaria la restriccion de su

comprension a la utilizaciéon de las reglas para operar y hacer desarrollos miméticos.

Es probable, ademas, que ese sentimiento generalizado entre los profesores de
ambigledad sobre los conceptos diferenciales -"son muy importantes pero no es
necesario aprenderlos de verdad'- se repita de unos cursos a otros, de manera que
casi nunca se plantea como objetivo explicito su aprendizaje con comprension en el
contexto de la Fisica, lo que, como trataremos de mostrar, puede generar entre los
estudiantes actitudes de inseguridad, rechazo e ncluso ansiedad, que probablemente
no afecten solo al uso del Calculo diferencial, sino que alcance a toda la Fisica en

general (Aghadiuno, 1992; Martin y Coleman, 1994; Monk, 1994).

Nuestra intencion en este trabajo es salir al paso de esta situacion de malestar
difuso: los profesores, que se sienten obligados a usar el Calculo en sus clases, son
conscientes de que sus alumnos no comprenden el sentido y el significado de lo que se
hace, pero no saben identificar las causas y el camino para superar esa situacion, y
llegan incluso a considerar el Calculo diferencial como un simple instrumento que
puede ser usado sin comprension. Para salir al paso, trataremos de identificar el
origen de las deficiencias que obstaculizan una ensefianza/aprendizaje con
comprension del Calculo diferencial en el contexto de la Fisica. Por tanto, nuestro
interés no es mostrar que los alumnos no comprenden bien o que los profesores no
realizan una ensefianza adecuada —algo que podria parecer casi evidente a la luz de la
experiencia de todos aquellos que hemos ensefiado Fisica en Bachillerato o primeros
cursos universitarios- sino analizar con detalle el proceso de ensefianza/aprendizaje
para caracterizar las causas de esa situacion. Este diagnéstico preciso debe
permitirnos, ademas, elaborar una propuesta alternativa que supere las deficiencias

detectadas y ponerla a prueba, contrastando con la situacién de partida.
Asi pues, las cuestiones que pretendemos abordar en este trabajo son:

- ¢comprenden los alumnos los conceptos fundamentales del Calculo
diferencial que se utilizan en las clases de Fisica?, ¢cuales son las

deficiencias en su comprension y cuéles son sus consecuencias?
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- ¢la ensefianza habitual de estos conceptos es potencialmente significativa, o
tiene deficiencias que hacen muy poco probable una comprensién adecuada

de los mismos?

- ¢es posible una ensefianza de dichos conceptos que evite las deficiencias

detectadas?, ;produce mejoras respecto a la situacién actual?

Debemos resaltar, no obstante, que la necesaria acotacidon que requiere un trabajo
con profundidad, nos ha conducido a centrarnos en el estudio del concepto de
diferencial. Esta eleccion esta directamente relacionada con el objetivo de nuestro
trabajo, debido al papel clave que siempre ha jugado la diferencial en las aplicaciones
fisicas del Calculo. En efecto, la mayoria de las investigaciones sobre la ensefianza y
aprendizaje del Célculo diferencial, al adoptar un enfoque puramente matemaéatico, se
han centrado en los conceptos de derivada e integral (Azcarate, 1990; Bartle, 1996;
Calvo, 1998; Confrey y Smith, 1994; Ferrini-Mundy y Graham, 1991; Loépez de los
Mozos, 1991; Orton, 1983 a y b; Schneider, 1992; Thompson, 1994; Turégano,
1998), ignorando incluso desde este enfoque el papel relevante que la diferencial ha
adquirido a partir del primer tercio de este siglo en el Analisis Matematico. Pero no se
trata de fijar nuestra atencién en un concepto aislado; como trataremos de mostrar, la
comprension del concepto de diferencial permitira comprender mejor el conjunto del
Célculo, en concreto las relaciones que existen entre los conceptos de diferencial,

derivada e integral definida.

Por ultimo, conviene destacar la peculiaridad del ambito de estudio y aplicacion de
este trabajo, pues guarda relacién con dos asignaturas distintas (Fisica / Matematicas)

y con dos niveles distintos (Secundaria / Universidad).

En efecto, aunque nuestra guia ha sido siempre la aplicacién del Célculo en la
Fisica, es evidente que la comprension del mismo guarda una estrecha relaciéon con el
programa de Calculo en la asignatura de Matematicas. Durante los ultimos afos se
han realizado desde el campo de la didactica de las Ciencias y de las Matematicas
frecuentes llamadas a buscar una mayor coordinacion y transferencia entre las
asignaturas y profesores de Ciencias y Matematicas (Good, 1991; Monk, 1994; Parker,
1994; Rutter, 1994) y, en concreto, del Calculo diferencial (Alibert et al., 1987). Ya en

un trabajo editado por la Unesco (1975 b) sobre este problema se comenta: "(...) es



Génesis y evolucién del concepto de diferencial

necesario desarrollar la habilidad de los alumnos tanto para identificar las situaciones
matematicas dentro de la Fisica como para usar las herramientas matemaéaticas

clave...".

En cuanto a la relacién con distintos niveles, tanto los planes de estudio como los
materiales de ensefianza ponen de manifiesto el uso del Calculo diferencial en la Fisica
desde los ultimos afios de Secundaria hasta la Universidad, y desde la investigacion
didactica se ha insistido en la busqueda de transferencia de la investigacion llevada a
cabo en la Secundaria hacia la Universidad. Asi, Burn (1993) plantea la necesidad de
establecer puentes entre la ensefianza del Calculo en uno y otro nivel, y en el volumen
ya citado de la Unesco (1975 a) se afirma: "(...) las universidades necesitan
desarrollar méas su habilidad para responder a los estudiantes, y para compaginar
mejor sus cursos, en consonancia con lo que saben los alumnos. Para esto el
diagnostico de las dficultades que experimentan los estudiantes es una herramienta
importante, y se requiere un mayor flujo de informaciéon entre la escuela secundaria y

la universidad..."

Se trata, pues, de un trabajo en la frontera de dos niveles educativos, cuyos
resultados pretenden tener implicaciones para la ensefianza de la Fisica, tanto en los
ultimos cursos de Secundaria como en los primeros de las Facultades de Ciencias y

Escuelas Técnicas.

INDICE

Una vez planteadas las preguntas que orientaran nuestro interés, los capitulos de
este trabajo se estructuran para concretar, profundizar y responder a las mismas,

distinguiendo tres partes secuenciadas l6gicamente pero separadas.

La primera parte tiene como objetivo clarificar el uso de la diferencial en la
Fisica: qué problema se encuentra en el origen de la necesidad de usar el Calculo
diferencial, cual es la estrategia global que se utiliza para resolverlo, cual es el
significado fisico de los conceptos inventados (diferencial, derivada, integral) y las
relaciones entre ellos en este contexto aplicado. Esta clarificacion resulta
imprescindible para analizar lo que esta pasando en la ensefianza actual y para

formular propuestas alternativas.
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Numerosos trabajos sobre la ensefianza de distintos conceptos de Fisica han
puesto de relieve la importancia de conocer la evoluciéon de los conceptos para
comprender mejor las deficiencias en la ensefianza actual. Por ello, en el capitulo 1 se
realiza una revisién histérica y epistemolégica sobre el uso de la diferencial para
resolver problemas fisicos, identificando dos concepciones basicas y con clara
influencia en el uso actual del Calculo: la concepcidon de Leibniz y la concepciéon de
Cauchy. Se afiade, por ultimo, la concepcidon actual formulada a principios del siglo
XX: la diferencial de Fréchet. Este estudio arrojara luz sobre las ventajas e
inconvenientes de cada una de esas concepciones para aprovechar al maximo el uso

del Calculo en la Fisica.

En el capitulo 2 se aborda directamente, desde nuestra experiencia como
docentes, el papel de la diferencial en la Fisica, aportando luz sobre el problema
fundamental al que se trata de dar respuesta y la estrategia global para resolverlo;
como conclusion, obtendremos una definicién precisa de la diferencial cuyo significado
y caracteristicas coinciden con la concepcién de Fréchet, aunque adaptada al caso de

funciones de una sola variable.

Como conclusion de esta primera parte, estaremos en condiciones de avanzar de
un modo fundado qué constituiria una comprension adecuada del concepto de
diferencial en el campo de la Fisica, lo que nos permitirda analizar en qué medida en la
enseflanza habitual de la Fisica se suministran oportunidades adecuadas para generar
dicha comprension, y servirdA también de guia para elaborar después propuestas

alternativas.

La segunda parte se estructura en torno a la hipdtesis de que la presentacion
didactica habitual de la diferencial adolece de serias deficiencias que afectan a su
comprension y uso funcional por los alumnos en el contexto de la Fisica, generando
actitudes negativas hacia la Fisica y su aprendizaje. Los cuatro capitulos que

constituyen esta primera parte pretenden fundamentar y validar esta hipétesis.

En el capitulo 3 se justifica y fundamenta la verosimilitud de nuestra hipétesis. En
el 4 se presenta el disefio experimental realizado para su contrastacién, que se
concreta en la operativizacion de la hipdtesis en un total de veinte consecuencias

contrastables y en la presentacién de cada uno de los instrumentos para la obtencién

10
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de datos y los estadillos para su analisis. En el capitulo 5 se presentan y analizan de
forma pormenorizada los resultados obtenidos con cada uno de los instrumentos
concretos aplicados a una amplia muestra de textos, profesores y estudiantes. En el
capitulo 6 se hace un analisis global de esos resultados y un resumen de las

principales conclusiones.

La tercera parte de este trabajo se estructura en torno a la hipdtesis de que los
topicos de Fisica en los que se suele introducir y desarrollar el Calculo diferencial en el
Bachillerato, pueden ser ensefiados utilizando el concepto de diferencial de Fréchet,
consiguiendo con ello una clara mejoria de las deficiencias generadas por la ensefianza
habitual. Los capitulos que constituyen esta tercera parte estan dedicados a justificar
y validar esta hipétesis de una forma parcial, pues se trata del primer intento en esta
direcciéon, que se realiza, ademas, en 3° BUP y COU. Esperamos que futuros trabajos

de replicacion contribuyan a validar la hipdtesis con mayor amplitud y profundidad.

En el capitulo 7, se presenta la fundamentacién de la hipétesis, y en el capitulo 8
el disefio experimental realizado para su contrastacion. Ese disefio se concreta en la
operativizacion de la hipo6tesis en una serie de consecuencias contrastables y en la
presentacion de los instrumentos para contrastar tales consecuencias. En el capitulo 9

se presentan y analizan los resultados obtenidos con esos instrumentos.

En el dltimo capitulo, el 10, se recogen a modo de sintesis las principales
conclusiones obtenidas en el trabajo y se sugieren nuevos interrogantes para abordar

después de este estudio.

Segun lo expuesto hasta aqui, el esquema general de este trabajo queda de

acuerdo con el siguiente indice general:

INDICE GENERAL

PRIMERA PARTE

Capitulo 1. Génesis y evolucion del concepto de diferencial ..................... 25

1.1. Problemas que generaron la necesidad del Calculo diferencial ..................... 28
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Capitulo 1

GENESIS Y EVOLUCION DEL CONCEPTO DE

DIFERENCIAL

El andlisis de lo que ocurre en las clases de Fisica en torno al concepto de
diferencial, requiere el conocimiento problematizado e histdorico del mismo. Esto
supone conocer cual o cuales fueron los problemas que estan en el origen de la
invencion de la diferencial, y de qué manera contribuyé esa invencién a la resoluciéon
de tales problemas. Ademas, puesto que los conocimientos cientificos evolucionan,
supone también conocer las principales ambigledades, dificultades y tensiones
asociadas al uso y significado de la diferencial, y las respuestas que ello ha provocado
a lo largo de los tres siglos de historia del Célculo. Este conocimiento histérico debe
aportar criterios que ayuden en la deteccibn y comprension de las dificultades y
ambigledades presentes hoy también en el uso habitual de la diferencial para resolver
problemas fisicos, y debe contribuir a caracterizar de un modo claro qué concepcién de
la diferencial deberia ensefiarse para poder aprovechar toda la potencia que aporta su

uso en la Fisica.

Realizaremos en este capitulo un breve recorrido histérico tanto de los problemas
que dieron lugar a la necesidad del Calculo diferencial como de la evolucién del papel y
el significado de la diferencial. Teniendo en cuenta que nuestro interés en el Calculo
esta dirigido a su utilidad para abordar situaciones fisicas y no tanto a sus aspectos
formales, sefalaremos las principales ventajas y deficiencias que, de acuerdo siempre
con nuestra intencidon, podemos detectar en las distintas concepciones histéricas sobre

la diferencial. La dltima concepcién que presentaremos, la diferencial de Fréchet, sera
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descrita brevemente pues dedicaremos el segundo capitulo a un tratamiento mas

detenido de la misma.

1.1. PROBLEMAS QUE GENERARON LA NECESIDAD DEL CALCULO
DIFERENCIAL

Durante los siglos XV y XVI, en el contexto de una nueva situacién industrial en
Europa y el nacimiento del capitalismo, se produjo un gran avance en la navegacion y
la tecnologia que dio lugar a un rapido desarrollo de ciencias tales como la astronomia
y la mecéanica. A lo largo de este desarrollo se fueron acumulando una serie de
problemas matematicos de dificil solucién, relacionados con el movimiento en su
sentido mas amplio, y cuyo tratamiento provocd el nacimiento del Analisis
Matematico, “el instrumento tedrico méas poderoso que haya sido construido jaméas por
los seres humanos a lo largo de su historia” (Rossi, 1997, p. 199). En palabras de
Aleksandrov et al. (1956): “En dltimo término, toda ciencia natural estudia algin
aspecto del movimiento. El analisis matematico es la rama de la matematica que
proporciona métodos de investigacion cuantitativa de los distintos procesos de cambio,

movimiento y dependencia de una magnitud respecto de otras” (p. 92).

Algunos de los problemas planteados entonces, como el del céalculo de longitudes
de curvas, areas y volumenes en casos sencillos, habian sido ya abordados con cierto
éxito por los griegos hace mas de dos mil afios aplicando el método de exhauscion?. El
término empleado para designar al método no fue empleado por los griegos sino que
fue introducido en el siglo XVII, y hace referencia al proceso de ir dejando exhausta o
vacia la regién en cuestién. La ausencia del concepto de limite impide que haya un
camino directo que conduzca al resultado, pero ello no significa que el resultado sea
s6lo aproximado, pues como afirma Kline (1972, p. 121), se trata de un método

riguroso que valida los resultados a través de pruebas indirectas.

1 El método de exhauscion se debe al matematico griego Eudoxo (principio del siglo IV
a.d.C.), recogido y aplicado en el libro XII de los Elementos de Euclides (final del siglo IV y
principio del 11l a.d.C.). “Las ideas esenciales de este método son realmente muy simples y se
pueden describir brevemente como sigue: Dada una regién cuya area quiere determinarse, se
inscribe en ella una regién poligonal que se aproxime a la dada y cuya area sea de facil calculo.
Luego se elige otra regiéon poligonal que dé una aproximacién mejor y se continta el proceso
tomando poligonos con mayor niumero de lados cada vez, tendiendo a llenar la regién dada”
(Apostol, 1961, p. 6).
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Arquimedes (siglo Il a.d.C.) se basa en este mismo método al hacer
aproximaciones sucesivas mediante poligonos inscritos y circunscritos, y obtiene asi la
féormula exacta del area del circulo y de algunas otras figuras especiales. Por esta
razén, algunos autores atribuyen a este genio el descubrimiento original del Calculo.
No obstante, como explica Edwards (1937), tres ingredientes indispensables del
Célculo estaban ausentes de sus métodos: la introduccion explicita del concepto de
limite, un algoritmo computacional general para el calculo de areas y volimenes, y un

reconocimiento de la relacion inversa entre los problemas del area y la tangente.

Siguiendo la descripcion de Kline (1972), y de acuerdo con otros autores
(Aleksandrov et al., 1956; Bourbaki, 1969; Glez. Urbaneja, 1992; Hull, 1959, Rossi,
1997) pueden identificarse en el siglo XVII cuatro tipos de problemas que dieron lugar

a la creacion del Calculo:

1. El problema de calcular el ritmo de cambio. Este problema surgi6
directamente del dominio de la mecanica en el intento de enfrentarse con
movimientos donde la rapidez y la aceleraciéon variaban con el tiempo: se trataba de
encontrar la rapidez y aceleracion en cualquier instante a partir de la ecuacion de la
posicién; e inversamente, calcular la rapidez y el desplazamiento sobre la trayectoria a

partir de la ecuacién de la aceleracion de un cuerpo en funcién del tiempo.

En estos casos, el concepto de rapidez media resultaba insuficiente: no podia
calcularse la rapidez en un instante, pues al ser cero tanto el desplazamiento como el
tiempo empleado, se llegaba a la indeterminacién: 0/0. Del mismo modo, no podia
calcularse el desplazamiento multiplicando la rapidez por el tiempo empleado, pues si
la rapidez cambiaba durante ese intervalo de tiempo, ¢qué valor de la rapidez debia

tomarse?

Hemos de resaltar, como sefala Schneider (1992), que las dificultades que
plantearon histéricamente estos problemas iban mas allda de la comprension del
concepto de limite, y procedian también de una vision fuertemente empirista de las
ciencias en general y de las Matematicas en particular; una visiébn que se negaba a
admitir la existencia de conceptos como el de rapidez instantanea por carecer de un
referente empirico directo. En efecto, la rapidez media es un concepto que puede ser

percibido coordinando las sensaciones de duracién y desplazamiento, y puede ser
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medido; por el contrario, la rapidez instantanea es un objeto mental que escapa al
universo de los sentidos -no existen ahora las sensaciones mencionadas- y de la
medida directa. Segun la autora, el obstaculo consiste en que “se le niega a las
Matematicas el derecho (o simplemente la posibilidad) de delimitar con precisién algo
que los sentidos no aprehenden mas que imperfectamente”; debido a este obstaculo,
se pretende llegar al concepto de rapidez instantanea a través del mundo de los
sentidos, del cual escapa una y otra vez, lo que provoca un claro rechazo hacia el
concepto de rapidez instantanea. Esta resistencia a aceptar los objetos tedricos
construidos por la ciencia, confundiéndolos con los objetos reales del mundo, tal como
se recoge en los diadlogos entre Galileo y su maestro Del Monte, es un obstaculo
caracteristico del nacimiento de la ciencia moderna, bien documentado por
historiadores y fildsofos de la ciencia (Mathews, 1994 a vy b; Westfal, 1977, pp. 38 y

ss.)

El problema de calcular la rapidez instantanea y la distancia recorrida en
movimientos no uniformes muy pronto se transformdé en un caso especial del
problema de calcular el ritmo de cambio instantaneo de una variable con respecto a

otra, y su inverso. Su solucién fue propuesta principalmente por Newton.

2. El problema de encontrar la tangente a una curva dada. Se trataba de un
problema de geometria pura pero con importantes aplicaciones en el dominio de la
Optica y en el de la mecanica. El concepto mismo de tangente no estaba claro, pues la
concepcion griega de linea que toca a la curva en un sélo punto y se encuentra a un

lado de la misma, no era suficiente para curvas que iban mas alla de las cénicas.

3. El problema de calcular valores maximos y minimos de una funcién. Era
un problema de interés para la mecéanica y la astronomia, en relacion por ejemplo con
el angulo que determina el alcance maximo de un proyectil, o con la mayor y menor

distancia de un planeta al sol.

4. El problema de las sumas infinitas. Se trataba de encontrar la longitud de
una curva o la distancia recorrida por un planeta, el area limitada por una curva, el
volumen limitado por superficies, el centro de gravedad de los cuerpos, la atraccion
gravitatoria entre cuerpos extensos, etc. Es el problema que mas aportaciones recogia

de la Matematica griega.
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Antes de que se produjera la sintesis unificadora de Newton y Leibniz, estos cuatro
tipos de problemas habian quedado reducidos a dos categorias a lo largo del siglo
XVII: problemas en los que intervenia la derivacion y problemas en los que intervenia
la integracion. La relaciéon entre la solucibn a uno y otro tipo de problemas era
conocida sé6lo para algunos casos particulares, lo que llevé a Barrow a vislumbrar que
en cierto modo un problema era el inverso del otro (Glez. Urbaneja, 1992, p. 68). Pero
fue precisamente el reconocimiento en términos generales de la relacion inversa entre
ambos problemas, es decir, la reduccién de la integracién al proceso de antiderivacion,

lo que marco el nacimiento del Calculo diferencial.

12.  CONCEPCIONES MASIMPORTANTES SOBRE LA DIFERENCIAL Y SU
EVOLUCION
El concepto de diferencial ha experimentado una larga evolucién desde su

invencién por Leibniz hasta su significado actual en el dominio de las Matematicas.
Esta evolucién ha estado marcada por la relacion entre Fisica y Matematicas: muy
estrecha en los primeros momentos y fragmentada a partir del siglo XIX, afectando
directamente al significado y el papel de la diferencial en todo el Calculo. Es
ilustrativo de estas relaciones cémo Aghadiuno (1992) alude a la aportacion de
Newton al Calculo en términos de “colonizacién” de la Fisica sobre las Mateméticas,
“como los blancos colonizaron el Africa negra”, “donde se trabajan los problemas de
los colonizadores desde el lenguaje de los colonizadores”; y describe después la
aportacion de Gauss y Cauchy en términos de “descolonizacién”, de “vuelta a la

cultura aborigen”.

No obstante, esta “descolonizacibn” no siempre es aplaudida desde los
matematicos actuales. Asi, Glez. Urbaneja (1991) critica el formalismo y reclama una
mayor cercania, en cuanto a la ensefianza, entre los conceptos matematicos y los
problemas que los generaron, proponiendo un cambio en la actual visiébn de las
Matemaéticas. Desde dentro de las Matematicas, en fechas recientes, se han propuesto
alternativas al Andlisis clasico formulado por Cauchy, tales como el NSA (Non-

Standard Analysis), que sugieren una recuperaciéon revisada de algunos conceptos
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clave del Analisis original de Newton y Leibniz con la intenciébn de recuperar la

fecundidad frente al formalismo y la abstraccion (Cuenca, 1986).

El breve, y necesariamente incompleto, analisis histérico que aqui se presenta
sobre la evolucion de la diferencial tiene como objetivo aportar luz para el posterior
analisis sobre el significado, papel y uso de la diferencial en la ensefianza de la Fisica.
En otros trabajos (Alibert et al., 1987; Artigue, 1986 y 1989) se puede encontrar un
andlisis histérico mas detallado del concepto de diferencial y de su incorporaciéon a la

ensefianza en el pais de los autores.

En un esfuerzo de sintesis, hemos identificado tres concepciones representativas
de esta larga evoluciéon: la diferencial de Leibniz, asociada al origen del concepto y
muy ligada a los problemas fisicos; la diferencial de Cauchy, con una clara ruptura que
reivindica el rigor y el formalismo; y la diferencial de Fréchet, que supone una especie

de reencuentro con la idea original pero respetando el rigor exigido dentro de la

Matematica.

1.2.1. Laprimera nocion de diferencial: la diferencia de Leibniz
Todas las soluciones sugeridas a lo largo del siglo XVII para los cuatro tipos de

problemas ya citados estaban basadas en el uso de las cantidades infinitesimales o
cantidades infinitamente pequefias®. Asi, Pascal, Barrow y Fermat usaron el triangulo
caracteristico para el calculo de tangentes, un triAngulo tan pequefio que llegan a
confundirse arco y tangente; por otra parte, Kepler, Galileo, Cavalieri y Roverbal

consideraron el area bajo una curva como una suma de cantidades infinitamente

2 Las cantidades infinitesimales usadas habitualmente en la Fisica coinciden en significado y
caracteristicas con las que aqui se describen, y que seremontan a los origenes del Calculo. Son
estas cantidades, y su relacion con la diferencial, de las que nos ocuparemos en este apartado,
y nada tiene que ver con la nueva incorporacion de las cantidades infinitesimales dentro del
Analisis no estandar (NSA). Este nuevo Analisis, desarrollado por Robinson a partir de la década
de los 60, es poco conocido por los usuarios del Calculo, y es razonable admitir que el uso
habitual de los infinitesimales se hace refiriéndose a su significado original. Dentro del NSA
existen trabajos que al mismo tiempo que reconocen la simplicidad que adquieren algunas
definiciones y razonamientos reconocen también las dificultades que conlleva el uso de la l6gica
matematica (Cuenca, 1986; Kossak, 1996), o que muestran serias reservas a la sustitucion del
Andlisis estandar por el NSA en niveles elementales decantandose por su introduccion con los ya
expertos en el Analisis estandar (Machover, 1993).
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pequefias, técnica perfeccionada analiticamente por Wallis, Gregorio de St. Vicent,

Mercator...

¢Qué eran estas cantidades infinitamente pequefias? Su significado evolucioné
durante este siglo como respuesta a las criticas que se formulaban contra su uso.
Podemos identificar tres significados: la concepciéon de indivisibles, la concepciéon como
cantidad fija muy pequefia, y la de cantidad variable que puede hacerse tan pequefia

como se quiera.

Los indivisibles constituian las partes ultimas de una magnitud que cambia, con
una dimensién distinta de la que tiene la propia magnitud. Por ejemplo, Cavalieri
consideraba el area constituida por un numero indefinido de segmentos rectos,
paralelos y equidistantes; Galileo considerd la ordenada en la gréafica rapidez-tiempo
como la rapidez en un instante y como una distancia infinitesimal recorrida; y el
mismo Leibniz consideré en sus primeros trabajos que el area bajo una curva era la
suma de ordenadas. Pero la teoria de los indivisibles contradecia la teoria aristotélica
segun la cual toda magnitud era continua y divisible en partes del mismo tipo que la
magnitud original, y ademas se apoyaba excesivamente en la intuicion; todo ello
provocoé duras criticas y actitudes de recelo entre los matematicos. Para una discusiéon
mas detallada del uso de los indivisibles y las ideas subyacentes, tanto en sus
origenes como en su uso en la ensefianza, puede verse el trabajo de Schneider

(1991).

En respuesta a esas criticas, Fermat, Pascal, Roverbal y otros se alejaron de los
indivisibles, asegurando que ellos no tomaban ordenadas sino rectangulos de anchura
infinitesimal; salvaban asi el problema de la dimensionalidad, pero no afiadian ningun
rigor. Los indivisibles fueron sustituidos por incrementos muy pequenos,
considerados como cantidades fijas®. Desde esta vision estatica de los
infinitesimales, un cambio en cualquier magnitud era considerado como un agregado
de cambios infinitesimales. Estas cantidades permitian realizar aproximaciones cuyo

error podia ser mas pequefio que cualquier cantidad fijada de antemano.

3 Jean Bernouilli, al igual que Leibniz, utilizaba analogias para explicar lo que eran las
diferenciales o cantidades infinitesimales: “las cantidades infinitamente grandes son como
distancias astrondmicas y las infinitamente pequefias son como animalillos descubiertos en el
microscopio” (Kline, op. cit., p. 512).

26



Génesis y evolucién del concepto de diferencial

Es precisamente esta justificacion del uso de los infinitesimales la que llevé a la
visidon dinamica: son cantidades que tienden a cero, que se pueden hacer tan
pequeinas como se quiera, de forma que el resultado al que conducen es una
aproximacién cuyo error es mas pequefio que cualquier cantidad finita. Un cambio en
una magnitud era considerado ahora como un movimiento continuo, y no como un
agregado discreto de pequefios cambios. Son las “cantidades divisibles evanescentes”
que aparecen en los Principia de Newton, o las “cantidades incipientes”, en oposicién a

las “cantidades ya formadas”, usadas por Leibniz.

Leibniz y sus seguidores (hermanos Bernouilli, Marqués de L™ Hoépital, Euler...),
cuya notacidon y lenguaje se impusieron en el Calculo diferencial, llamaron diferencial
de una magnitud (dy)* a la variacién infinitesimal de esa magnitud (y) (su “momento”,
en el lenguaje de Newton). A partir de la diferencial, que ocupaba un lugar central en
la estructura del Calculo, se definian la derivada y la integral: la primera como un
cociente de diferenciales o cantidades infinitesimales, y la segunda como una suma de
infinitas diferenciales. En el caso de Newton, usaba los “momentos” s6lo como medio
para el céalculo de fluxiones (derivadas), mientras redujo la integral, después de

reconocer el caracter inverso de la derivacion y la integraciéon, al calculo de primitivas.

Los siguientes ejemplos ilustran el uso original de Newton y Leibniz de estas
cantidades infinitesimales en sus célculos y razonamientos, que ellos planteaban

siempre en clave geométrica’:

- Para calcular la derivada de la funcién y=x?, consideraban que una variacién
infinitesimal dx produciria una variaciéon también infinitesimal dy: y+dy =
(x+dx)? = x?+2x- dx+dx?; por tanto: dy = 2x- dx+dx?. Después dividian
ambos miembros por dx: dy/dx=2x+dx, y s6lo en este momento

despreciaban los sumandos infinitesimales, obteniendo: dy/dx = 2x

4 Para referirnos a la diferencial de cualquier magnitud o funcién, siguiendo las
recomendaciones de la IUPAP (1987), escribiremos siempre la letra “d” normal, seguida del
simbolo de la magnitud o funcién en cursiva. Por ejemplo: dy, df, dx, dh, de, dT...

5 El Anélisis del siglo XVII tenia como objeto de estudio las curvas geométricas, y fue Euler,
en el siglo XVIII, el encargado de separar Analisis y Geometria, dando una definicién precisa de
funcién y convirtiendo a éste concepto en el objeto de estudio del Analisis.
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Para demostrar la relacién inversa entre la derivacion y el célculo de areas
A(X) bajo curvas y(x), consideraban que una variacién infinitesimal dx
produciria una variacion infinitesimal dA, la cual podia aproximarse por el
rectangulo de altura y(x) y base dx, resultando: dA=y- dx; dividiendo ambos

miembros por dx, obtenian la relacién basica: dA/dx=y

Como puede apreciarse, el uso de los infinitesimales presentaba ciertas ventajas:

se escribia como igualdad lo que sélo podia considerarse como aproximacion si se

utilizaban incrementos finitos —lo que resulta doloroso para un matematico actual,

segun Freudenthal (1973)-; ademas, los términos que contenian estas cantidades

podian despreciarse en el momento justo del razonamiento que se considerase

oportuno, lo que resume el Marqués de L'Hobpital mediante la ecuacion: y+dy=y

Pero, junto a estas ventajas, el uso de los infinitesimales generaba grandes dudas y

fuertes criticas que pueden resumirse en las siguientes cuestiones:
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¢Como puede justificarse la supresibn de algunos términos? Decir
simplemente que las cantidades suprimidas eran cero, sin explicar por qué
al principio no eran nulas y al final si, parecia violar el principio de identidad
segun el cual no existe estatuto intermedio entre la igualdad y la diferencia
(aunque ésta sea muy pequefa) para dos entes matematicos; George
Berkeley era tajante al concluir: “no pueden obtenerse proposiciones

verdaderas de principios falsos” (citado por Rossi, 1997, p. 204).

Otras veces se decia que no eran cero, pero si despreciables frente a
cantidades incomparablemente mas grandes. El siguiente texto literal de
Leibniz, en una carta a Wallis, refleja este proceder (Laugwitz, 1997a): “Es
atil considerar cantidades infinitamente pequefias tales que, cuando se
busca su cociente, son omitidas, en vez de ser consideradas como cero,
cuando aparecen seguidas de cantidades incomparablemente méas grandes
(...)”. Pero, entonces, (como puede obtenerse un resultado exacto

despreciando términos que no son cero?

¢Como puede explicarse que la suma de infinitesimales, de cantidades
despreciables, conduzca a un resultado finito?, se preguntaba el fisico y

gedmetra holandés Nieuwentijdt (Kline, op. cit., p. 509)
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- ¢Con qué criterio se pasa de escribir una expresion solo aproximada en
términos de incrementos, a otra exacta en términos de diferenciales?,
ipuede realizarse este paso para cualquier expresion? En el ejemplo citado
mas arriba, se aproxima el area de la curva por la de un rectangulo
(AA y- dx) e inmediatamente se escribe como igualdad en términos de
diferenciales (dA=y- dx), pero no se trata de una deduccidon sino de una
definicion. En otros casos, como por ejemplo dA de una esfera, no es tan
evidente el paso de la expresibn aproximada como incrementos a la
expresion diferencial (ver Anexo 2), y mucho menos evidente resulta en la
mayoria de los problemas fisicos, en los que son posibles muchas
expresiones distintas de partida que relacionan incrementos muy pequefios
de forma aproximada. La idea intuitiva de que la suma de infinitos
“trocitos” infinitamente pequefios dara lugar al trozo grande
deseado sin importar la “forma” de los trocitos, fallaba en muchas

ocasiones, conduciendo a resultados absurdos®.

Newton y Leibniz fueron incapaces de responder con claridad a estas criticas y
objeciones debido, en gran parte, a la falta de una definicién precisa del concepto de
limite. En los dltimos trabajos de Newton existe un intento de abandonar el uso de los
infinitesimales: “en matematicas no se deben despreciar ni los errores mas
diminutos”, decia (citado por Kline, op. cit., p. 480). Para ello, define la derivada como
la “razén ultima” del cociente de los incrementos “no antes de que se anulen, no
después, sino aquella con la que se anulan”, escribe en los Principia (citado por Kline,
op. cit., p. 482), y la calcula partiendo de una expresidon incremental aproximada,
calcula el cociente y conserva el primer término de una suma “haciendo tender el
incremento a cero”. Para evitar las integrales como suma de infinitesimales, escribe
directamente la derivada de una funcién incégnita y después antideriva. Sin embargo,
todo era un intento formal para evitar contradicciones de las que era consciente, ya
que, como criticaba Berkeley, “al final es preciso volver a la idea de los incrementos

evanescentes” (citado por Edwards, 1937, p. 294).

5 En el trabajo titulado Campo di tartufi, en el siglo XVII, Torricelli inscribe en una esfera un
cilindro cuyo diametro es igual a su altura, dando lugar a la divisién de la esfera en dos sélidos;
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Por su parte, Leibniz admite su impotencia ante las criticas formuladas y reconoce
en alguna ocasién que él “no cree en magnitudes verdaderamente infinitas o
verdaderamente infinitesimales” (Kline, op. cit., p. 511). No obstante, defiende su uso
por una cuestibn meramente practica, convencido de que una formulacién clara de las
reglas de operaciéon y una debida aplicacion de las mismas, conducia a resultados
correctos y razonables, aunque fuese dudoso el significado de los simbolos empleados,
que podian ser considerados “ficciones Utiles para abreviar y hablar universalmente”
(Edwards, op. cit., p. 264). En su réplica a las criticas del fisico Nieuwentijdt, el propio
Leibniz afirma: "Se pueden utilizar estos entes ultimos -esto es, cantidades infinitas e
infinitamente pequefias- como un instrumento, en la misma forma en que los
algebristas utilizaban las raices imaginarias con gran provecho” (Kline, op. cit., p.

509).

Esta apelacion dltima al éxito de las conclusiones obtenidas, anteponiendo la
fecundidad frente al rigor, es un reconocimiento implicito del fracaso para justificar el
uso de los infinitesimales, pero es también una caracteristica del nacimiento del
Calculo (Bourbaki, op. cit., p. 239). “El rigor es la preocupacion de la filosofia, no de la
geometria”, afirma Cavalieri (citado por Kline, op. cit., p. 507), manifestando asi una
actitud imprescindible para avanzar y evitar el freno del rigor: “La Matematica del
siglo XVII presenta una inflexién radical respecto a la clasica griega (...) Se impone el
lema 'primero inventar, después demostrar' (si se puede)” (Glez. Urbaneja, op. cit., p.
60). Esta actitud resulta l6gica y razonable, pues ante situaciones abiertas, ante
verdaderos problemas, la incertidumbre forma parte del proceso de investigacion, y
los conceptos cientificos implicados en esa investigacidon no son inventados de una vez
para siempre sino que son fruto de un lento y, frecuentemente, confuso proceso de

gestacion.

Este breve relato histérico ha mostrado la importancia que tuvo en la construccion
del Calculo el concepto de diferencial, y en general las cantidades infinitesimales, a
pesar de la falta de una definicion precisa y las dificultades para comprender su
significado. Estas deficiencias confieren a la diferencial un caracter ambiguo: a veces

son cantidades muy pequefias, otras veces no se sabe lo que son, simplemente

haciendo uso de una descomposicioén infinitesimal de ambos sélidos, concluye en el resultado
erréneo de que los dos deben tener el mismo volumen (citado por Schneider, 1991).
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funcionan. Segun Wallet (1982), esta diversidad de acepciones, extrafia en un
concepto matematico, proporciona una gran riqueza a la diferencial. Esta imagen se
aleja de las ingenuas concepciones habituales sobre la naturaleza rigurosa y precisa
de los conceptos matematicos y se acerca a la vertiente tentativa y nebulosa de la

invencion de conceptos fisicos’.

Los creadores del Calculo, conscientes de la debilidad conceptual de sus
argumentos, destacaron su caracter algoritmico. Es comprensible que el éxito
obtenido por la aplicacion reiterada de esos algoritmos para resolver problemas,
llevase a sus seguidores a una despreocupacion por el significado. En particular, la
creencia errébnea de que toda relacion aproximada entre incrementos puede
considerarse exacta cuando son infinitamente pequefios, es decir, cuando se
transforma en una expresion diferencial, les impedia comprender por qué en algunas
ocasiones fallaba el algoritmo, lo que gener6 inseguridad entre matematicos y fisicos

de la época.

Como tendremos ocasion de mostrar mas adelante, esta concepcidén histérica (la
diferencial como incremento infinitesimal) y la actitud mecanica a la que conduce, es
dominante en la enseflanza habitual de la Fisica. Aunque la diferencial de Leibniz, con
sus dificultades y contradicciones, supuso un enorme avance para la comprension y
estudio de la Fisica, el mantenimiento de esta misma concepcién en la ensefianza tres
siglos después no parece ser lo mas adecuado para promover la confianza, y

autonomia de los estudiantes.

1.2.2. Ladiferencid de Cauchy

Durante los dos siglos siguientes a la creacion del Calculo se puso de manifiesto su
enorme utilidad para resolver una gran variedad de problemas. Este notable éxito, al
no ir acompafado de ningun avance significativo en la clarificacion y fundamentacion
de los conceptos y procedimientos utilizados, reforzé su caracter algoritmico y

mecanico, y mantuvo la ambigiedad sobre la justificacion y el significado de lo que se

7 Este caracter incierto y discutible fue en si mismo un objeto de critica; una vez mas,
George Berkeley se queja en una nota a Siris (1744) de que los matematicos de su tiempo
“adoptan nociones oscuras y opiniones inciertas, y se rompen la cabeza por su causa,
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hacia en cada problema. Como afirma Eves (1981, p. 134) en referencia a este
periodo: “atraidos por la potente aplicabilidad del asunto, careciendo de una
verdadera comprension de los fundamentos sobre los que debe apoyarse, los
matematicos manipulaban los procesos analiticos de una manera casi ciega, a menudo

guiados por una ingenua intuicién de que lo que hacian debia ser valido”.

Resulta légico entonces que los grandes tratados del Calculo de mediados del
XVIIl, como el de Euler, ofrecieran pocas novedades en cuanto a la clarificacion
conceptual y si supusieran, en cambio, un claro exponente de la manipulacién formal
del infinito y de los infinitamente pequefios; los intentos de Euler por explicar el
significado de ambos términos se saldaron con mas confusién que claridad (Laugwitz,

1997a).

Consciente de las imprecisiones y ambigledades del wuso del infinito e
infinitesimales, Lagrange convocd en 1784, en la Academia de Berlin, un concurso
para reemplazar tales nociones sin perder simplicidad en los razonamientos®. Ante la
falta de respuestas satisfactorias, Lagrange publicé su propia solucién, una teoria de
las funciones analiticas que liberaba al Calculo diferencial de los infinitamente
pequefios, volvia al Analisis de las magnitudes finitas, y colocaba a la nocién de
derivada en un lugar preeminente®. Pero, como ya les habia ocurrido a otros antes, no
se trataba mas que de un desarrollo tedrico, pues en el momento de las aplicaciones
fisicas, como se refleja en su Mecanica Analitica, Lagrange recuperaba el uso de la

diferencial y de los infinitamente pequefios (Laugwitz, 1997a).

La contribucién decisiva para la justificacion rigurosa del Calculo se debe al
matematico francés Cauchy, cuyo trabajo se desarrolla en la primera mitad del siglo

XIX, con el objetivo expresado por él mismo de “reconciliar el rigor con la simplicidad

contradiciéndose unos a otros y discutiendo como hacen todos los hombres” (citado por Rossi,
op. cit., p. 203).

8 En dicho concurso se pedia expresamente: “explicar co6mo es posible derivar tantos
resultados verdaderos de una asuncién inconsistente asi como proporcionar un principio
genuinamente matematico que reemplazase la nocion del infinito sin pérdida de simplicidad y
claridad de los resultados que se derivasen” (Laugwitz, 1997a).

® Es significativo su cambio de notacién para referirse a la derivada, sustituyendo la
expresion df/dx por esta otra: f'. Este mismo cambio se refleja en la ensefianza de la Fisica y las
Matemaéticas.
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que proporciona el uso directo de cantidades infinitamente pequefias” (citado por
Edwards, op. cit., p. 309). Gracias a un mejor conocimiento del concepto de limite y
del conjunto de los numeros reales, Cauchy proporcioné una definicién precisa de las
cantidades infinitesimales, la derivada y la integral. En cuanto a la diferencial, Cauchy
dej6é de identificarla con un incremento infinitesimal y la vacié de todo significado

fisico, pasando a ocupar un lugar marginal en la estructura del Calculo.

En el primer paragrafo del segundo capitulo de su libro Cours d’Analyse (1821),
Cauchy define la cantidad infinitamente pequefia como “una variable cuyo valor
numeérico decrece indefinidamente de manera que converge hacia el limite cero” (pp.
26-27). Esta simple definicién, y sobre todo una correcta interpretacién del concepto
de limite’®, son suficientes para superar algunas de las objeciones que se habian

formulado en los siglos anteriores. En concreto:

- Los infinitesimales no son cantidades muy pequefias, sino variables ) o
funciones (X)) que cumplen una propiedad: su limite cuando x tiende a
cero, es cero. Esta propiedad no impone restricciobn alguna al valor
numérico que puede tomar esa variable o funcion; por ejemplo: el
incremento de cualquier funcién continua se ajusta a esta definicion de

infinitesimal, y dicho incremento puede tomar cualquier valor numeérico.

- La aplicacién del concepto de limite a una expresiéon produce un nuevo
objeto matematico. Por ejemplo, en la funcién y=x* se puede calcular el
cociente incremental: Ay/Ax=2x+Ax, cuyo valor nunca sera 2x, por muy
pequefio que sea A x; sin embargo, cuando se calcula el limite de esa
expresion cuando A x tiende a cero, el nuevo objeto obtenido (que no es
ningdn cociente de incrementos) es igual a 2. Por tanto, cuando en una
expresidn aparecen cantidades infinitesimales, dichas cantidades no son
cero, pero si lo son sus limites, justificando asi no el que se desprecien sino

que en ese momento se les iguale a cero, exactamente a cero.

Conviene advertir que estas conclusiones descansan sobre una adecuada

comprension del concepto de limite, lo cual no fue inmediato en tiempos de Cauchy, ni

10 segun Aleksandrov et al., el nombre de “Calculo infinitesimal” deberia ser sustituido por
el de “Célculo de los limites” (op. cit., p. 108).
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se produce en la ensefianza actual de la Fisica y las Matematicas (Cottrill, 1996;
Lauten et al., 1994; Sanchez y Contreras, 1998; Schneider, 1992; Williams, 1991). El
propio Cauchy dudaba sobre el significado de los infinitesimales: en el mismo libro
donde aparecen definidos como variable, parecen encontrarse razonamientos donde
esta implicita la concepcién de cantidad fija’'; en otros trabajos sobre Fisica
Matematica y Andlisis de Fourier, Cauchy habla de numeros infinitamente pequefios,
tratandolos como magnitudes matematicas independientes, sin recurrir al concepto de
variable. Esta confusion pudo llevar a Cauchy a prescindir de los infinitesimales en sus
clases de Andlisis, decision que le supuso enfrentarse con el fisico Petit y el propio
Consejo de Instruccion de la Escuela Politécnica, pues no entendian cémo podian
omitirse los infinitesimales en las clases tedricas dada su utilidad para resolver

problemas practicos (Laugwitz, 1997b).

La definicién de limite proporcionaba también una definicién precisa de la derivada
y la integral, asi como un procedimiento no ambiguo para calcularlas. La derivada, en
lugar de ser un cociente de infinitesimales, se definié como el limite de un cociente de
incrementos; para calcularla, se partia de una relaciéon entre incrementos, aunque
fuese aproximada, y después se calculaba el limite de un cociente. La integral,
reducida en la practica a la operaciéon inversa a la derivacién después del enunciado
del Teorema Fundamental, recuperé con Cauchy el importante papel que habia jugado
durante la primera mitad del siglo XVII: se defini6 como el limite de una serie de
sumas que se construia a partir de una relaciéon entre incrementos, aunque fuese
aproximada; para calcularla, se aplicaba el Teorema Fundamental, el cual quedd

demostrado con mayor rigor.

11 Laugwitz (1997b) demuestra, con el uso de contraejemplos sencillos, que aunque en el
enunciado del primer teorema de funciones continuas y en el del primer teorema de series
convergentes de funciones continuas no se menciona directamente a las cantidades
infinitesimales, ambos teoremas resultan ser falsos si se mantiene la concepcién de tales
cantidades como variables de limite cero. Segun este autor: “(...) Un genio como Cauchy no
pudo pasar por alto este hecho; por tanto, debia tener en mente una concepcion distinta de los
infinitesimales”. Laugwitz considera a Cauchy el precursor del conjunto de los numeros
hiperreales, definidos por Robinson 140 afios mas tarde en el desarrollo del Analisis no estandar
(NSA); en el mismo sentido, Kossac (1996) precisa que Robinson es quizas el “recreador” (y no
el creador) del NSA
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De esta forma, la diferencial no era ya necesaria para definir y calcular derivadas e
integrales. Ademas, como el incremento de cualquier funcién continua obedece a la
definicion formal de infinitesimal, no tiene sentido utilizar el término diferencial para
referirse al incremento (infinitesimal) de una funcién'?. Si a esto se afiade la sospecha
acumulada durante afios sobre la diferencial y los infinitesimales de servir de base a
tratamientos matematicos poco rigurosos, el terreno resultaba claramente abonado
para que la diferencial quedase relegada a un papel marginal en el nuevo marco

teodrico del Calculo.

Cauchy definio la diferencial como una expresidon construida a partir de la
derivada: df=f'(xX)- dx, siendo dx un incremento arbitrario de la variable; pas6 a
convertirse asi en un simple instrumento formal, necesario para justificar y abreviar
ciertas demostraciones. Se desprendié entonces a la diferencial de la ambigliedad de
los infinitamente pequefios, pero al mismo tiempo quedé desprovista de cualquier
significado fisico y/o intuitivo propio, alejada de la idea original de aproximacion.
Como afirma Freudenthal (1973, op. cit., p. 550): “Diferenciales inutiles pueden ser
despedidas de inmediato. Si dy, dx aparecen so6lo en la combinaciéon dy/dx o bajo el
signo integral después del integrando, la pregunta sobre qué significan

193

individualmente dx, dy es equivalente a preguntarse qué significan ‘I’, ‘0’, ‘g’ en ‘log

En el Unico parrafo dedicado a la diferencial que aparece en la Enciclopedia de las
Ciencias Matematicas elaborada a finales del siglo XIX en Alemania (citado por

Artigue, 1989), se muestra con claridad el nuevo caracter de la diferencial:

“Una férmula diferencial, es decir una relacion entre x, y, dx y dy, que debe

expresar, por ejemplo, la ley que rige un fendmenos fisico, no tiene, en verdad,

ningun sentido preciso®®. Sin embargo, la mayoria de las veces resulta comoda de

establecer y no hay ningun inconveniente en usarla (...) Los simbolos dx, dy no son
aqui mas que intermediarios que permiten obtener rapidamente las relaciones

finales (ecuaciones diferenciales) en las cuales ya no aparecen”.

12 Tampoco tiene sentido definir la diferencial como el limite del incremento, como hace

algun libro de Fisica General escribiendo:ds = Iljig(l) Ds Es evidente que entonces la diferencial

seria siempre cero.

13 El subrayado es nuestro
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Pero esta concepcion de la diferencial, aunque satisface las exigencias de rigor
matematico, no resulta satisfactoria en el contexto de las aplicaciones fisicas —e
incluso geométricas- donde las expresiones diferenciales, ya vacias de significado
fisico, siguen constituyendo el punto de partida para resolver un gran ndmero de
problemas. ;Con qué criterio se decide cual es la expresion diferencial correspondiente
a la situacion fisica que se esta estudiando?; por ejemplo, si las diferenciales no tienen
ningdn significado fisico, ¢(qué argumento se utiliza para decidir cual es la expresion

diferencial que representa el proceso de absorcidon de una onda plana por un medio?

Pero no es sélo la ausencia de significado fisico de las expresiones diferenciales el
unico inconveniente del nuevo Andlisis que nace con Cauchy, sino las dificultades que
provoca el lenguaje puramente mateméatico alejado de la realidad fisica. Asi, a pesar
de disponer de una definicién precisa de la derivada y la integral, es dificil reconocer la
relacion inversa entre ellas, tal como se pone de manifiesto en lo artificioso del
procedimiento seguido en los textos de Matematicas para demostrar el Teorema
Fundamental, y del cual practicamente ningun alumno o profesor es capaz de recordar
sus argumentos fundamentales. Mas evidente aun es la dificultad para interpretar el
significado fisico de los conceptos y expresiones en las que aparecen; sirva de ejemplo
el dialogo que encabeza un articulo del American Mathematical Monthly (citado por

Cuenca, 1986):

Alumno: El coche tiene una velocidad de 50 millas por hora, {qué quiere decir esto?

Profesor: Dado >0, existe un & tal que si (t2—t1)< & entonces: [(sz—sl)/(tz—tl) - 50]<i

Esta respuesta tiene lugar cuando se renuncia a dar significado al concepto de
diferencial, reduciendo el concepto de rapidez instantdnea (o, en general, el de

derivada) a su definicidn operativa como el calculo de un limite.

Como puede apreciarse, el rigor adquirido por el Calculo en el siglo XIX, trajo
consigo también un divorcio entre Fisica y Matematicas, aplaudido por algunos como
un “proceso de descolonizacidon, de vuelta a la cultura aborigen” (Aghadiuno, 1992) y
criticado por otros (Glez. Urbaneja, 1991). Ese divorcio se refleja aun hoy en la

distinta perspectiva sobre la diferencial: en Matematicas es un instrumento formal que
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ocupa un lugar marginal; en fisica es un nstrumento de aproximacién, una cantidad

muy pequefia, que ocupa un lugar central (Artigue, 1986; Artigue y Viennot, 1987)*%.

Resulta evidente que la aportacion de Cauchy no es suficiente para superar la
sensacion de inseguridad y la actitud mecanica cuando se usa el Calculo en las
aplicaciones fisicas, e incluso lo agrava al vaciar de significado a un concepto tan
importante como el de diferencial para tales aplicaciones. Es necesario pues llevar a
cabo una clarificacibn que consiga reconciliar por un lado k estrecha vinculaciéon con
las situaciones fisicas de las expresiones diferenciales, y por otro el rigor y la precision
de su significado, saliendo al paso de la situacion imposible descrita por Freudenthal
(op. cit., p. 553): “Es una situaciéon imposible que el mateméatico ensefie unas
matematicas que no pueden ser aplicadas y el fisico aplique unas matematicas que no

pueden ser ensefiadas por el matematico”.

1.2.3. Ladiferencia de Fréchet

A partir del siglo XIX, mediante la teoria de los limites desarrollada por Cauchy, el
Calculo diferencial adquiere el rigor del que carecia en sus origenes, al tiempo que el
concepto de diferencial se libera de toda ambigliedad e identificaciobn con los
infinitamente pequefios, al quedar convertido en una expresion formal que se obtiene
a partir de la derivada: df = f'(X)- dx. En el caso de funciones de varias variables, si

existen las derivadas parciales, la diferencial sera la expresion: df = f'x- dx + f'y- dy
+..., siendo f' la derivada parcial de f respecto de x, dx un incremento arbitrario de la
variable x, y asi sucesivamente. Esta Ultima expresidon es invariante frente a los

cambios de variable.

Sin embargo, cuando se intentd extender algunos de los teoremas del Calculo
diferencial de una sola variable al caso de varias variables o, mas aun, de infinitas

variables, surgieron ciertas dificultades que obligaban a incluir un mayor ndmero de

14 Este divorcio se manifiesta incluso en trabajos expresamente dirigidos a la mejorade la
ensefianza del Célculo. En concreto, en uno de ellos (Orton, 1983 b), realizado claramente
desde la perspectiva matematica, se advierte “que los simbolosdx, dy no tienen significado por
si solos”, y que “so6lo significan algo cuando estan juntos en laforma dy/dx, o cuando se usadx
en la integracion”. Coincide asi con la definicion ya citada (ver, en este mismo capitulo, p. 44)
de la Enciclopedia del siglo XIX, que después de negar significado alguno a los términos
diferenciales, afiade: “(...) para hacerle adquirir un sentido preciso, basta con dividir ambos
miembros por dx y hacer a continuaciéon un paso al limite...”
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precisiones o hipoétesis suplementarias en los enunciados de esos teoremas que no
eran necesarios en el Andlisis clasico (por ejemplo: no bastaba ya con exigir la
existencia de derivadas parciales en un punto, sino también en un entorno de ese

punto y que ademas fuesen continuas) (Alibert et al., 1987; Artigue, 1989)

En este contexto, aparecié la necesidad de formular una nueva definicion de &
diferencial que evitase esas dificultades, manteniendo la invariancia formal frente a los
cambios de variable, y que fuese trasladable tanto al caso de funciones de una
variable como al de muchas o infinitas variables. En esta nueva invencion trabajaron
algunos matematicos durante los primeros afios del siglo XX, poniendo el acento sobre
el concepto mismo de diferenciabilidad antes que en el de diferencial, en un esfuerzo
por dotar de un claro significado a la diferencial y no dejarla reducida a una expresion

(Artigue, 1989).

La diferenciabilidad fue introducida por Stolz en 1887 y la diferencial fue definida
como funcién lineal, por primera vez, por Fréchet en 1911 en el marco del desarrollo
del Andlisis Funcional (Artigue y Viennot, 1987). A continuacién se reproduce la

definiciéon original de Fréchet (citada por Artigue, 1989, p. 34):

“Una funcion f(x, y, z, t) admite una diferencial en mi sentido en el punto (xo,
Yo Zyr to) si existe una funcion lineal y homogénea de los incrementos, sea: A-Ax +

B- Ay + C- Az + D- At, que no difiere del incremento de la funcion Af a partir del valor

f(xo, Yo Zyr to) mas que en un infinitamente pequefo, con relacién a la distancia &

entre los puntos (xo, Yor Zy to), (xO+Ax, Y.+ Ay, zO+Az, t0+At). Entonces la

diferencial es, por definicion:
df=A. Ax+B- Ay+C.- Az+D- At

Podemos entender por distancia entre dos puntos la suma de los valores
absolutos del incremento de cada variable, o la raiz cuadrada de la suma de los

cuadrados de esos incrementos, o incluso el mayor de todos esos incrementos.

Esta definicion es expresada por la formula: Af = df + & &, donde i tiende a cero
cuando & tiende a cero. Recuerda a la antigua definicibn como la parte principal y
presenta todas sus ventajas, pero escapando a las objeciones de rigor que muy

justamente se le habian hecho"
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Aunque dedicaremos el préoximo capitulo a la transposicion didactica de esta
concepcidon, consideramos necesario deshacer el error al que podria inducir la
expresion “infinitamente pequefio con relacién a &”. Debe advertirse que esa expresion
se refiere a (Af-df), por tanto: ni Af ni df son infinitamente pequefios con relacion a A.
Ademas, de esa expresion no puede deducirse que (&-df) sea siempre un numero
muy pequefio, y menos adn que lo sean A f o df; por el contrario, el significado
correcto de esa expresion es que (A&-df) tiende a cero mas rapidamente que &, es
Af - df

decir, que el limite de (Af-df)/& es cero cuando & tiende a cero: ligﬁo ( ) =0
a a

Dicho de otra forma —como aclara la propia definicibn de Fréchet-, la expresion
“(Af-df) es un infinitamente pequefio con relacion a &7, indica que df es una funcion
lineal y homogénea de los incrementos que permite expresar el Af de la forma: df +

§- &, donde: liméd =0
a®o

Aunque la definicion de Fréchet que hemos presentado tiene su origen en el
Analisis Funcional y es donde adquiere todo su sentido, no debe pensarse que sdlo se
aplica en ese contexto. Por el contrario, son ya varios los textos de Anélisis
Matematico que parten de esta definicion para el caso de funciones de una sola
variable y luego generalizan (Hallez, 1989, p. 67). En nuestro pais puede verse, por
ejemplo, el capitulo 2 del texto de Andlisis Matematico de Del Castillo (1980): en él,
después de definir la diferencial de una funcién de una sola variable, presenta la
derivada de una funcién en el sentido habitual como un caso particular de la
diferencial -algo que justificaremos mas adelante-, lo que supone una importante

alteracion de la estructura conceptual en favor del papel de la diferencial.

La definicion de Fréchet es tan precisa como la de Cauchy, pero sin vaciarla de
significado ni reducirla a un ente formal util para abreviar desarrollos. Antes al
contrario, con Fréchet la diferencial recupera el caracter de aproximacion y el
importante papel que habia desempefiado en los origenes del Calculo -y que sigue
desempefiando hoy dia en cualquier andlisis fisico que requiera el uso del Calculo
diferencial-. Desde esta nueva concepcién, las expresiones o férmulas diferenciales

adquieren un significado preciso en si mismas, independientemente del tratamiento
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operatorio que vayan a recibir después, y no ligado necesariamente a las cantidades

infinitamente pequenas.

No intentaremos mostrar las propiedades y ventajas de la diferencial de Fréchet
siguiendo el esquema propio de los manuales de Matematicas (definicibn — teorema —
corolario...), ni mucho menos plantearemos los problemas originados en el contexto
del Analisis Funcional y la manera en que esta concepciéon los resuelve. Teniendo en
cuenta que nuestro objetivo es mejorar el uso con comprensién del Célculo diferencial
en la enseflanza de la Fisica, intentaremos reconstruir de un modo sencillo
(utilizaremos funciones de una sola variable) el proceso que conduce a inventar la
diferencial: identificaremos cual es el problema que se trata de resolver, la estrategia
global que se utiliza, y el significado y requisitos que debe cumplir la diferencial para
resolver con éxito el problema. Mostraremos asi que la concepcién de Fréchet coincide
con la diferencial inventada para resolver situaciones fisicas. A ello dedicaremos el

siguiente capitulo.
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RESUMEN: Esta breverevision histérica nos ha permitido identificar los problemas que estan en el origen del
Calculodiferencial, y constatar quela diferencial, como todos los conceptosy teoriasfisicas, esunainvencion, un
concepto inventado para avanzar en la solucién alos problemas planteados, que ha sufrido cambiosimportantesa
lolargo de su historia que afectan a su significado y papel en el conjunto del Célculo diferencial. Hemosdestacado
tres concepciones repr esentativas de la evolucion del concepto:

La diferencial de Leibniz

Se identificaba con un incremento infinitesimal de una magnitud, por lo que expresiones
tales como dy o dx tenian sentido en si mismas. El término infinitesimal indicaba un valor muy
pequefo, a veces una cantidad fija y otras una cantidad variable que podia hacerse tan pequefia
como se quisiera. Estas cantidades permitian escribir como igualdad lo que sélo era una
aproximacion en términos finitos, y ademas podian despreciarse en el momento mas
conveniente del razonamiento (+dy=y), consiguiendo asi que en el resultado final no
apareciesen infinitesimales. La diferencial asi entendida desempefiaba un papel central en la
estructura del C &lculo, pues estaba presente en la resolucion de todos los problemas y era clave

para definir los conceptos de derivada e integral.

Pero el método de los infinitesimales presentaba lagunas que provocaban dudas y criticas:
en un momento del razonamiento se consideraba que la diferencial no era cero y, en otro
momento de ese mismo razonamiento se hacia cero; lo que es peor, a pesar de esta
contradiccién se llegaba a resultados exactos partiendo de aproximaciones. Pero las dudas no
afectaban s6lo a la comprensién, sino que tenian consecuencias practicas: en el rango de lo
muy pequefio, todo parecia ser una buena aproximacién, aunque la mayoria de las veces no era
la adecuada; esto hizo que, junto a resultados verdaderos, se acumulasen una serie de

resultados falsos.

Sin embargo, la fecundidad del uso de la diferencial para resolver problemas fisicos releg6 a
un segundo plano las evidentes contradicciones tedricas y practicas, reforzando el caracter

meramente algoritmico del Calculo diferencial.
La diferencial de Cauchy

Cauchy formulé una definicién precisa de las cantidades infinitesimales: variables cuyo
limite es cero. Se superaron asi algunas de las objeciones que se habian hecho al método de los
infinitesimales, aunque no se despejaron las dudas sobre su valor. Segun la definicion explicita,
esa variable podia tomar cualquier valor, tan sélo debia cumplir la propiedad de que su limite
fuese cero; pero, en la practica, eran considerados valores muy... muy pequefios, e incluso en

la teoria llegé a pensarse en nuevos niumeros mas pequefios que cualquier niumero real.

Gracias al concepto de limite, definié con precision los conceptos de derivada e integral, y
ademas, la definicion de los infinitesimales dot6é de rigor al calculo de ambas. Derivada e
integral pasaron a convertirse en los conceptos centrales en la estructura del Calculo, en

detrimento del concepto de diferencial.
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En estas condiciones, la diferencial, con su historial de dudas y sospechas, pas6 a ser un
concepto innecesario. Desvinculada de los infinitesimales, Cauchy la definié como una expresion
a partir de la derivada (df=f"- dx), util para abreviar los desarrollos formales. Las expresiones 'y
términos diferenciales dejaron de tener un significado propio, y se convirtieron en simples

intermediarios para obtener ecuaciones en las que aparecen funciones y sus derivadas.

Se consigui6é asi dotar de rigor y justificacion formal al Calculo, pero en los problemas
fisicos concretos, donde se sigui6 usando la diferencial como punto de partida e instrumento de

aproximacioén, no supuso ninguna mejora.
La diferencial de Fréchet

La diferencial de Fréchet mantiene dos caracteristicas basicas de la concepcion de Cauchy:
se rompe la identificacion con las cantidades infinitesimales y se formula una definicién rigurosa.
Pero, al mismo tiempo, recupera otras caracteristicas importantes de la concepcién de Leibniz:
se trata de un instrumento de aproximacién, adquiere un significado en si misma y recupera su
papel central en la estructura del Calculo. Se consigue conciliar asi el rigor con la utilidad para

abordar situaciones fisicas y geométricas.

La diferencial de Fréchet es definida como una estimacion del incremento, una estimacion
que es lineal respecto al cambio de variable. Se trata de una funcion que puede tomar cualquier
valor numérico. El criterio para decidir cuando una expresion lineal respecto al cambio de
variable (Ax) es la diferencial (df), consiste en exigir que Af-df sea un infinitamente pequefio
respecto a Ax. Por tanto, lo que es un infinitamente pequefio respecto a Ax no es la diferencial
sino su diferencia con el incremento (Af-df) (lo que no significa en ningdn caso que su valor

numérico tenga que ser necesariamente un nimero muy pequefio).

Como veremos en el siguiente capitulo, esta concepcion de la diferencial no sélo dota de
significado preciso a todas las expresiones y términos diferenciales que se usan en los
problemas fisicos, sino que proporciona un criterio claro para determinar cuando una expresion
corresponde a la diferencial, y permite explicar por qué en ese caso se obtiene un resultado

exacto partiendo de una aproximacion.

42



Primera hipotesis: disefio experimental

Capitulo 2

EL CONCEPTO DE DIFERENCIAL EN LA FISICA.
INDICADORES DE SU COMPRENSION EN LA

ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE.

En el capitulo anterior se ha puesto de manifiesto que el significado y estatus de la
diferencial ha ido cambiando de acuerdo con los principales problemas y retos con los
que se ha enfrentado el Calculo diferencial en cada momento histérico. En concreto, se
han identificado tres momentos representativos, caracterizado cada uno de ellos por
una distinta concepcidn de la diferencial. Asi, la concepcion de Leibniz es
caracteristica de los dos primeros siglos de existencia del Calculo, donde se aplicaron
los nuevos métodos a una amplia variedad de situaciones, al mismo tiempo que se
acumulaban importantes deficiencias relacionadas con la comprensién y validez de
esos métodos. La concepcién de Cauchy, caracteristica del siglo XIX, supone un
alejamiento de los problemas de aplicacion y un esfuerzo por dotar de rigor y
significado preciso al conjunto del Caélculo. Por ultimo, la concepcidn de Fréchet,
aparece como respuesta a los problemas planteados dentro del Analisis Funcional al
comienzo del siglo XX, y en ella pueden encontrarse las virtudes de cada una de las

concepciones anteriores.

En nuestro caso, el problema con el que nos enfrentamos consiste en mejorar el
uso con comprensiéon del Calculo diferencial en la ensefianza de la Fisica; se pretende
en este capitulo determinar cual es la concepcion de la diferencial mas adecuada para
resolver este problema didactico. Esperamos obtener, como conclusion, una definicion
precisa y cargada de significado fisico para la diferencial que, como veremos, coincide

con las caracteristicas y el contenido de la concepcidén de Fréchet, adaptada al caso de

43



Primera hip6tesis: disefio experimental

funciones de una sola variable. Pero, evidentemente, no sélo esperamos chrificar con
ello un concepto aislado sino también conocer mejor la estrategia global del Calculo

asi como el significado de los conceptos fundamentales en ese contexto aplicado.

Para ilustrar con cierto detalle el uso y significado de la diferencial, hemos
considerado oportuno desarrollar algunos problemas geométricos clasicos y problemas
fisicos del nivel de COU o primer curso universitario. Siendo conscientes de las
dificultades de lectura que podria conllevar su aparicion repetida, hemos optado por

incluir esos ejemplos en los tres primeros Anexos.

Como conclusion de estos dos primeros capitulos, estaremos en condiciones de
avanzar de un modo fundado qué constituiria una comprension adecuada del concepto
de diferencial en el campo de la Fisica, como paso previo y necesario para analizar en
qué medida en la ensefianza habitual de la Fisica se suministran oportunidades
adecuadas para generar dicha comprension, y servira también de guia para elaborar

después propuestas alternativas.

2.1. SIGNIFICADOY UTILIDAD DE LA DIFERENCIAL EN LA FiSICA

Los conceptos son invenciones que se realizan para avanzar en la soluciéon a algun
problema o superar alguna dificultad existente. Por este motivo, para determinar cual
es la concepcion de la diferencial mas adecuada para mejorar la comprension del uso
y el significado del Célculo diferencial en las clases de Fisica, el mejor camino sera
reconocer cual es el problema que estd en el origen de la necesidad de usar la
diferencial, la estrategia seguida para solucionarlo y el papel de la diferencial en todo
ese proceso, de manera que se resalte el significado fisico y geométrico de lo que se

hace.

2.1.1. ;Cud es € problema que hace necesaria lainvencion de la diferencid y

cOmo se soluciona?
Una de las actividades mas importantes de la Fisica consiste en establecer

relaciones cuantitativas entre las distintas magnitudes que intervienen en el estudio
de un determinado fendmeno. El objetivo final de ese estudio es llegar a obtener una
expresion que relacione distintas magnitudes (X, y, z, t...), expresada en general

mediante una funcién que relaciona explicitamente una de esas magnitudes con las
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restantes: y = f(x, z, t...), siendo X, z, t... variables independientes. El problema

consiste pues en averiguar esa funcién incégnita: y = f(x, z, t...).

Cuando se trata de relacionar tan solo dos magnitudes fisicas , y), bien sea
porque en el fendmeno en cuestidn no intervienen mas magnitudes fisicas o porque
las magnitudes restantes se consideran constantes, entonces la funcidon incégnita es

de una sola variable: y=f(x), que es de lo que nos ocuparemos en este trabajo.

Si se conoce una condicion inicial: y(x{)=y:, el problema de hallar la relacion
funcional entre x e y es equivalente a: averiguar el Ay producido por un cambio de

variable desde x; hasta x;+Ax (ver fig. 2.1).

Y A
1
I
'

Ay?

I

yl . ................E.<- - AX -—— - ;
I >

X1 X1 + AX X

Figura 2.1. (Cual es el valor de Ay cuando se produce

un cambio de variable desde x, hasta x;+Ax?

Por ejemplo, ¢cudl es la variacion de rapidez de un movil (As) producida en un
cierto intervalo de tiempo (At)?, ccual es la variacion de intensidad ( A) que
experimenta una onda plana al atravesar un medio de espesor Ax?, ;cual es la
variacion de energia potencial de un muelle (AE) cuando se estira una distancia Ax?,
¢cudl es la variacion de intensidad del campo magnético creado por un conductor en
un punto (AB) debido a un aumento de su longitud (AD?, ¢cual es la variacion de

presion atmosférica (AP) al ascender una altura Ah?

El punto de partida mas sencillo es suponer que la grafica es una recta, es decir,
que la relaciéon que liga Ay con Ax es lineal: Ay=k- Ax. Cuando el conocimiento y
analisis fisico de la situacion, incluyendo la contrastacion experimental, confirma esa
dependencia, el problema esta resuelto en su aspecto matematico, y sélo falta obtener

el valor del parametro k. Pero, en la mayoria de las situaciones, el andlisis fisico
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muestra precisamente que el comportamiento real no es de tipo lineal, es decir, que el
coeficiente k no es constante en el intervalo Ax, sino que varia con x: k(x). ¢Qué valor
de k debe tomarse en estos casos? ;COomo avanzar en el objetivo de hallar y=Ff(x),
descartando el ensayo y error? Por ejemplo: si la aceleracidon tangencial varia con el
tiempo, la fuerza depende del estiramiento o la densidad del aire varia con la altura,
¢coémo hallar el Av en un intervalo At, la variacion de la energia potencial elastica al

estirar Ax o el cambio de presiéon, AP, que se producira al variar la altura Ah?

La razén que obliga a usar el Calculo diferencial es la necesidad de superar la
dificultad que supone la no-linearidad. La estrategia para obtener la funcién incégnita
y=f(X) en situaciones no lineales, estd basada en lo que Dieudonné (1960, p. 145)
considera la idea fundamental del Calculo: la aproximacion de funciones por medio de
funciones lineales. En el Cuadro 2.1 se resumen los principales pasos de esa

estrategia.
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Cuadro 2.1. Estrategia del Calculo diferencial para averiguar la funciéon incognita: y=f(x)

1. Realizar una estimacion del valor de Ay a partir de x;, y para un incremento Ax, suponiendo que
la funcion tiene un comportamiento lineal a partir de x; y en todo el intervalo Ax (jgue puede ser
tan grande como se quieral!). Representaremos esta estimacion lineal por dy=k- Ax (donde k es

constante desde x; hasta x;+Ax)

2. El error cometido al realizar esta estimacion (Ay—dy = Ay—k- Ax) dependera del valor de Ax (en
general, para un valor dado de k, el error serd menor cuanto menor sea Ax) y del valor de k (que

puede ser cualquiera, es decir, es posible cualquier pendiente de la recta).

Podemos, pues, mejorar la aproximacion al Ay dividiendo el intervalo Ax en N subintervalos, de

valor: Axj=x;,1—X;, calculando una estimacion lineal del Ay; correspondiente (dy; =k;- Ax;), y sumando

. - - - - - - o .
las estimaciones lineales parciales para obtener una estimacion total: Ay » g dy; . Si el error

cometido en cada subintervalo es: & = Ay; — dy;, entonces:

N N N N
Ay = é Ay, = é y; +4;) = é dy; + (error total) = é k(x;) xAx; + (error total)
i=1 i=1 i=1 i=1
La calidad de esa aproximacién aumenta disminuyendo el valor de cada Ax;, es decir, aumentando
el valor de N. Para poder realizar la estimacion para cualquier N, hemos de disponer de un valor de
k para cada x, pasando asi de un conjunto discreto de k; a una funcion: k(x). Se define asi la
funcién diferencial para cualquier x y Ax: dy=k(x)- Ax La calidad de la aproximacion dependera del

valor de N y de la k(x) elegida.

3. Cambiando el valor de N se obtiene una serie de estimaciones totales del Ay, y una serie de
errores totales. El limite de la serie d e estimaciones, cuando N ® ¥ , sera exactamente Ay si, y solo
si, el limite de la serie de errores totales, cuando N ® ¥ , es cero. Es decir:

N
. 9 o i _ R . . . P -
hI‘|®m¥ ia:_ldyi = ’!‘|®m¥ k(x;) xAx; = Ay si, y solo si : IImN%;i =0

Esto no ocurrira para cualquier funcion k(x), aunque Ax® O (este era el error que llevaba a
resultados absurdos en la concepcién de Leibniz). Pero, si sabemos encontrar la funciéon k(x) que

hace que eso ocurra, el problema quedara resuelto: habremos obtenido lafuncion incognita: y=f(x)

a partir del limite de una suma de estimaciones lineales de pendiente k(x).
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¢Es posible obtener el Ay exacto mediante esta estrategia? Para que asi ocurra,
¢debe cumplir algin requisito la relaciéon aproximada de partida: dy=k(x)- Ax?; en caso

afirmativo, ¢cuél es ese requisito?

Aunque habitualmente no se presta mucha atencién a este tipo de preguntas en la
ensefianza de la Fisica —ni tampoco en la ensefianza de las Matematicas-, se actla
implicitamente como si no existiese duda sobre la obtencion del Ay exacto, y la Unica
condicion que se exige a la expresion aproximada de partida es que se trate de un Ay
muy pequefo, infinitesimal, tan pequefio que desaparezca la cualidad de
aproximacion. Se actia como si fuese valida cualquier expresion con tal de que tenga
ese caracter infinitesimal, pues todo cabe ante magnitudes tan pequefias, y al final el
error sera nulo; sin embargo, no se considera explicitamente que, aunque el error sea
muy pequefio, aunque sea infinitesimal, al final se van a sumar una gran cantidad de

esos términos, infinitos errores infinitesimales.

Como la propia historia del Célculo ha mostrado, y como cualquier estudiante de
carreras cientifico-técnicas habra tenido ocasion de comprobar, muchas expresiones
aproximadas de partida conducen a resultados claramente erréneos, por muy
infinitesimales que se consideren esas expresiones y por muy bien que se apliquen las
reglas del Calculo'®. Debe existir un criterio para seleccionar la expresiéon de partida,

alguna condicién que ha de cumplir.

Para ver si existe una solucibn general al problema de encontrar la funcién
incognita o la relacién entre Ay y Ax, y en caso afirmativo determinar qué condicién
debe cumplir la diferencial, vamos a poner en practica con detalle la estrategia

indicada en el Cuadro 2.1.

15 Vver, por ejemplo: Artigue y Viennot (1987), Schneider (1991), o el Anexo 2 de este
trabajo.
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Realizar una estimacion del valor de Ay suponiendo un comportamiento

lineal, es decir, escribir la expresion diferencial a partir de x;

Aungue sabemos que Ay no es lineal respecto a Ax, podemos realizar una
estimaciéon de su valor, suponiendo que la funcién tiene un comportamiento lineal (es
una recta), es decir, su pendiente es constante en el intervalo (jgue no es
infinitesimal!) Ax: dy=k- Ax. Asi pues, estamos seguros de que dy no coincide con Ay:
representa lo que variaria la funciéon desconocida en un Ax, a partir de x;, si lo hiciera
linealmente con una pendiente k (ver fig. 2.11). Para dar simetria a esa expresion,

suele escribirse: dy=k- dx, pues dx=Ax (la funcion y=x es lineal, con k=1).

Y A

Y1,
h >,
X1 X1 +AX
Figura 2.11. dy es una estimacion del Ay, lineal respecto al Ax

Como es féacil reconocer, d valor de la diferencial a partir de Xx; dependera del

tamarfio de Ax.

Al escribir la expresion en términos diferenciales (dy=k- Ax) se esta simplificando
la realidad, pues se estima el Ay suponiendo un comportamiento lineal respecto a x.
Esta idealizaciéon simplificadora de la realidad constituye una de las principales
caracteristicas del trabajo cientifico: "No es ver las cosas de forma diferente sino el

construir los objetos ideados, representarlos y manipularlos matematicamente, lo que

diferencia a la nueva ciencia" (Matthews, 1994b).

Por ejemplo, cuando se quiere averiguar el cambio de rapidez (Av) experimentado
por un moévil a partir de un instante (t;) durante un intervalo de tiempo determinado
(At) en el que la aceleracion tangencial no se mantiene constante, se puede realizar la

estimacion diferencial suponiendo que dicha aceleracién se mantiene constante con el
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valor de a; al principio del intervalo (t,), escribiendo entonces'®: dv=a;- At Esa
estimacion puede tomar cualquier valor numérico, grande o pequefio, dependiendo del
instante t; (que determina el valor de a;) y del At. Asi, si en t;=5 s la aceleracion
tangencial es de 3 m/s?, el valor de la diferencial de la rapidez a partir de ese instante
dependeréa del intervalo de tiempo que se considere: dv=3- At; si At=20 s, entonces
dv=60 m/s, lo que significa que la rapidez cambiaria 60 m/s en 20 s si, a partir de

t1=5 s, la aceleracién tangencial se mantuviese constante.

Conviene salir al paso en este punto de algunas respuestas habituales -y
erréneas- sobre la diferencial. A veces se afirma que dy=Ay; sin embargo, si damos
por supuesto que Ay no es lineal respecto al Ax, dy e Ay nunca seran iguales, por muy
pequefio que sea Ax. En el ejemplo recién citado, dv nunca coincidira con Av, por muy
pequefio que sea At; en el caso de la absorcion luminosa, nunca coincidira dl con Al
pues la disminucién de intensidad nunca es en realidad proporcional al espesor del

medio, por muy pequefo que éste sea.

Otras veces, con la intencibn de imponer una mayor restricciéon, se afirma que

coincidiran en el limite, es decir: m(Ay- dy):0; sin embargo, dicha igualdad es

A)E@O
cumplida por toda dy que verifique: d/=0 cuando Ax=0, lo que no supone entonces
restricciéon alguna. La persistencia de esta pretendida condicién, y la interpretaciéon
ambigua de la diferencial que de ella se deriva, se pueden explicar a partir de algunos
errores relacionados con el concepto de limite (Cottrill, 1996; Ferrini-Mundy y
Geuther, 1991; Lauten et al., 1994; Orton, 1983 a y b; Sanchez y Contreras, 1998;

Schneider, 1992; Williams, 1991).

Asi, una vision estatica del limite, que lo identifica con el dltimo término de la
sucesion, sin admitir la posibilidad de que no pertenezca a la misma, puede llevar a
pensar que dy/ coincide con Ay cuando Ax es muy pequefa; sin embargo, esto no

ocurre nunca (mientras Ax ! 0 y la funcion buscada no sea realmente lineal). En otros

16 para nombrar esa diferencial de la rapidez, con rigor deberiamos afiadir: respecto al
tiempo, especificando respecto a qué variable se realiza la estimacioén lineal, ya que podria
haber sido por ejemplo la diferencial de la rapidez respecto a la posicién. Sin embargo,
omitiremos este afladido dando por supuesto en este contexto cual es la variable (el tiempo).
Aunque se produce esta misma omisién cuando se nombra a la derivada, no es infrecuente en la
ensefianza de la Fisica que se especifique la variable respecto a la cual se deriva; sin embargo,
nunca se especifica en el caso de la diferencial.
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casos, una vision dinamica del limite, entendido como un simple proceso sin fin cuyo
resultado es algo en potencia pero no en acto, puede llevar a pensar que dy no toma
ningun valor concreto, que no se trata de un objeto sino que es un ente abstracto, que
es un procedimiento que permite acercarse cada vez mas a Ay conforme Ax tiende a

cero.

Para escribir la expresion de la diferencial a partir de Xx;, necesitamos
especificar un valor de la pendiente k; pero, existen infinitos valores posibles, es decir,

infinitas estimaciones lineales (ver fig. 2.111). ¢(Cualquiera de ellas es valida, o sélo hay

una que permita resolver el problema (hallar el valor exacto de Ay)?

Y A

= >

X1 X; + dx X

Figura 2.111. Para un valor dado x;, existen infinitas funciones

lineales que permiten estimar el valor de Ay para un Ax

Mejorar la aproximacion del Ay (funcién diferencial)

En general, el error cometido mediante la estimacion diferencial es menor cuanto
menor sea el Ax, pues la suposicion: k se mantiene constante se acerca mas al
comportamiento real. Por ello, una mejora de la estimacidon consiste en dividir el
intervalo Ax en N subintervalos, calcular la estimacion dy; correspondiente a cada

subintervalo y después sumar.

Este procedimiento obliga a conocer no sélo el valor de la diferencial a partir de x;
y para todo el intervalo, sino en cada uno de los subintervalos en que dividimos el Ax.

La diferencial a partir de x; para el correspondiente Ax; (dy;), serd una estimacion

lineal del Ay;, de pendiente k;.
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Esta mejora de la estimacibn se expresa mediante la ecuacioén:

N N
Ay » é dy; = é k; xdx; (ec. 2.1), y también mediante las siguientes representaciones
i=1 i=1

graficas (ver figs. 2.1V y 2.V):

YA k A
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| |
| |
1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
ki {------------ —
1
Lo
—
1 : 1 :
e B
1
1 I I 1
X X1 Xi >X
Figura 2.1V. Representacion gréfica, Figura 2.V. Representacion, en el sistema
en el sistema de coordenadas y-Xx, del de coordenadas k-x, del intento de mejora
intento de mejora de la estimacion del de la estimacioén del Dy mediante el célculo
Ay mediante el calculo de dy de dy consecutivas. dy=k; Ax;es el area
consecutivas. k; es la pendiente del del rectdngulo rayado. La suma del area
segmento mas grueso (dyi/Ax;). La suma de todos los rectangulos es una estimacion
de todos los segmentos verticales es una del Dy.

estimacion del Ay.

Llamando 4 al error cometido al realizar la estimacion de cada Ay;, entonces: Ay; =
dy; + 4. El signo de cada § puede ser distinto, seglin la estimacion realizada difiera
por exceso o por defecto en cada subintervalo; en lo que sigue, se va a considerar que
los & son todos positivos'’. Para la suma total:

Ay = Qq (dyi + éi) = g dy; + (error total) (ec. 2.1I)

i=1 i=

[y

Cada § es una funcion creciente de Ax;, o una funcién decreciente de N (ya que:

Ax, 0 N1). En cuanto al error total acumulado (suma de errores parciales), el

17 Todos los § son positivos si la segunda derivada: y"(x) es positiva en todo el intervalo.
Hemos hecho esta suposicién para evitar trabajar con valores absolutos y facilitar la lectura del
texto. Aunque desde un punto de vista riguroso algunas de las afirmaciones que se hacen en el
texto no son ciertas (en especial cuando hay puntos de inflexion en algun subintervalo), la
conclusion final que se obtiene al calcular el limite es cierta en todos los casos.
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aumento del nimero de sumandos se ve compensado por la disminucién del valor de
cada uno de ellos, de forma que el error total serd también una funcién decreciente
de N, ya que las estimaciones se acercan cada vez mas al comportamiento real. Se
dispone entonces de un método de calculo aproximado del comportamiento global a
través de una suma de N estimaciones, con la ventaja de que se puede reducir el

error total cometido con sélo repetir el proceso aumentando el valor de N.*2

Para poder calcular la estimacién obtenida con cualquier N, necesitamos conocer la
diferencial no solo para un conjunto de valores discretos, sino a partir de cualquier xy
para cualquier Ax. Esto obliga a conocer no ya un conjunto discreto de pendientes (k;),
sino una funcién que asigne a cada x un valor de la pendiente: k(xX). La diferencial
debe ser definida entonces como una funciéon de dos variables (x, dx), cuya expresion
tendra la forma: dy=k(x)- dx; dicha funcibn es una estimacién lineal de Ila

correspondiente funcion: Ay(x, Ax).

La diferencial no es entonces una cantidad fija muy pequefia, ni una cantidad
variable con limite cero, ni un ente formal del que sélo pueden obtenerse valores
aproximados, sino una funcién que puede tomar cualquier valor exacto, positivo o
negativo, grande o pequefio, segin los valores de x y Ax El Unico requisito —por
ahora- exigido a la funcién diferencial es que sea lineal respecto al dx (=Ax); seran
vélidas expresiones del tipo: dy=(3x°+cosx?)- dx, dy=4x- dx... pero no seran validas:
dy=5x- dx?, dy=4x/dx... pues no deben aparecer términos que contengan potencias de

Ax distintas de uno (ver Anexo 1, pp. 392, 396).

Podemos aplicar a una situacion fisica concreta la justificacion y el significado
sobre la diferencial que hemos adelantado hasta aqui. Cuando se escribe: dN=¢&- N- dt
para expresar la ley de las desintegraciones nucleares, el problema planteado es
calcular el AN producido en un At, y se escribe en forma diferencial porque
previamente se ha debido reconocer que el AN no es lineal respecto al At, es decir,
que en doble tiempo no se producen el doble de desintegraciones. El significado fisico

de esa expresion diferencial es: una estimacion del nimero de desintegraciones que

18 cuando se conoce un conjunto finito de esosk;, existen métodos aproximados de calculo
numeérico (regla de los rectangulos, regla de los trapecios, regla de Simpson...) que disminuyen
el error cometido. No obstante, el objetivo del Calculo diferencial no es obtener una
aproximacion, sino el valor exacto de Ay expresado en forma de funcion de Ax.
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se produciria en ese At si los parametros de los que depende se mantuviesen
constantes®. Por ejemplo, si en un cierto instante hay 3- 10%° nucleos en una muestra
cuya constante radiactiva es de 4- 10°® s™*, el valor de dN correspondiente a un At de
30 s serfa: dN=-3.6- 10** nucleos (j-360 billones!); este valor se interpreta diciendo
que se habrian desintegrado 360 billones de nucleos a partir de ese instante y durante

30 s, si N hubiese cambiado uniformemente.

Del mismo modo, cuando se estudia la variacion de la presion atmosférica (P) con
la altura (h), se reconoce en primer lugar que esa variacion no es lineal pues la
densidad (fi) no es constante. Se escribe entonces la expresion diferencial: dP=
fi- g- Ah, que es una estimacién del AP que se produciria si el cambio fuese uniforme, es

decir, si la densidad (y g) se mantuviese constante en el intervalo Ah.

Obtener el valor exacto de Ay (condicion que debe cumplir la funcion

diferencial)

Para una funciéon k(x) determinada, dando distintos valores a N se obtiene una
serie de estimaciones globales y su correspondiente serie de errores totales.
Ninguno de los términos de esta Ultima serie serd nulo, pues &; es siempre distinto de
cero por muy grande que sea N, ya que el comportamiento seguira siendo no lineal
por muy pequefio que sea el intervalo Ax. Tampoco tiene que ser necesariamente
cero el limite de esa serie cuando N tiende a infinito, aunque -ahora si- existe la
posibilidad de que asi ocurra®®, dependiendo de qué comportamiento sea dominante:
el del nimero de sumandos (N) que se hace cada vez mayor, o el de cada sumando

(&) que se hace cada vez menor.

19 puede extrafiar que se suponga que N no cambia en ese At cuando lo que pretendemos
calcular es precisamente AN. Es posible imaginar una situacién en lo que esto ocurre: se
introduce un nuevo nucleo en la muestra cada vez que se produce una desintegracion (en
promedio, es lo que sucede con la desintegracién del **C en un ser vivo). Sin embargo, no es
necesario poder imaginar esta situacion para superar la aparente contradiccion, pues dN no es
la solucién real del problema sino una suposicion razonable para llegar a resolverlo.

20 para salir al paso de algunas dificultades para aceptar esta posibilidad, conviene recordar
algunos errores relacionados con el concepto de limite que han sido citados mas arriba: el limite
no es un proceso sin fin sino un valor concreto, que ademas no tiene por qué coincidir con
ninguno de los términos de la serie o de la sucesidon, sino que constituye un objeto mental
nuevo (Cottrill, 1996; Lauten et al., 1994; Sanchez y Contreras, 1998; Schneider, 1992;
Williams, 1991).
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Aclarada esta posibilidad, el limite de la serie de sumas de estimaciones “gl a dy;
i=1

\

21 x1 +Ax ,
I~ y se representa por Q dy) sera exactamente
1

(que recibe el nombre de integra

Ay si, y sélo si, el limite de la serie correspondiente de errores totales es cero. Como
el limite de esa serie depende de la funciéon k(x) elegida, el problema quedara resuelto
si sabemos encontrar la funciéon k(x) que hace que el limite de la serie de errores

totales sea cero.

Para ello, debemos tener en cuenta que si 4§ es el mayor de los errores parciales

]

cometidos (4 34,,"i), el error total serd siempre menor que N- i, y entonces

(teniendo presente que N es inversamente proporcional a Ax;):

9

; . a
O £ |Im (errortotal) £ |Im Nxt = ctexlim — (ec. 2.111)
N® ¥ N® ¥ Ax;®0 Axi

Por tanto, el limite del error total sera cero si el Gltimo miembro de la ec. 2.111 es
cero. Si ese miembro es cero para 4, lo sera también " §, es decir, para cualquier (Ay-
dy). Por tanto, la estimacioén lineal que hace que el limite del error total sea O

(y, por tanto, que la integral sea exactamente Ay) sera aquélla, dy, que

cumpla:
lim a_ = lim Ay"- dy =0 , "x, es decir: |im A_y lim d_y =0
Ax®0 AX Ax® 0 AX Ax®0 Ax Ax®0 dx
Como: |im dy = lim k() xax =k(x) vy, ademas: Ilim A_y =y'(x) , entonces:
0 dx Ax® 0 dx Ax®0 AX
k(xX) =y'"(xX) "X (ec. 2.1V)

21 Esta es la concepcion de Cauchy sobre la integral -modificada por Riemann para ampliar
el conjunto de funciones integrables-y es la que se utiliza en el contexto de la ensefianza de la
Fisica. En otros trabajos, todos ellos relacionados con la ensefianza de las Matematicas, se
discute el concepto de integral mas adecuado para utilizar en los niveles introductorios. Asi,
Turégano (1998) argumenta sobre las ventajas didacticas de la definiciéon de Lebesgue frente a
los inconvenientes -en parte relacionados con el concepto de infinitesimal- que ella encuentra
en la definicibn de Riemann-Cauchy. Por otra parte, Calvo (1998) realiza una trasposicion
didactica de la definicion de Riemann, y Bartle (1996) reivindica la concepcion de Riemann no
solo por su simplicidad sino por su mayor potencia, en especial si se acepta la generalizacion
descubierta por Kurzweil y Henstock en 1960; segun este autor, los estudiantes universitarios
no estan preparados para estudiar la integral de Lebesgue, pero si una version simplificada de la
integral generalizada de Riemann.
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Asi pues, el limite de la serie de sumas de estimaciones lineales sera exactamente
Ay (el limite del error total correspondiente sera cero) si y soélo si k(X) -la pendiente de
la estimacion realizada en cada x- coincide con la derivada de la funcién y=f(x) en ese
punto. Dicho de otro modo: la Unica estimacion lineal que permite obtener la relacion
exacta entre Ay y Ax via integral, es la que cumple la condicion expresada mediante la

ec. 2.1V.
En definitiva:

x=b

dy; ° Qz dy = Qx:bk(x)-dx =y - y@ si, y solo si: k(x) = dy _ yax)
a a dX

g—\
23
Qo

1

(ec. 2.V)

Como vemos, la interpretacion de la derivada como cociente de diferenciales, el
calculo de integrales mediante antiderivadas y, en general, la relacién entre
diferencial, derivada e integral, aparecen de un modo justificado e intuitivo utilizando

la estrategia que parte de la concepcion de la diferencial como la mejor estimacion

lineal del incremento.

El significado grafico de la integral, en el sistema de coordenadas k-x, también

queda aclarado (ver fig. 2.VI). El area bajo la curva no es la suma de areas de

SONN

>,

x=a x=b

Figura 11.6. El valor del area de la figura rayada, en el sistema

de coordenadas k-x, sera y(b) — y(a), si y sélo si k(x) = y'(x).

rectangulos, sino un objeto nuevo: el limite de la serie de sumas de rectangulos.
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2.1.2. Recapitulacion. Diferencid, integra y derivada: significado y
relaciones entre ellos.
La respuesta al problema general planteado en las aplicaciones fisicas nos ha

permitido obtener una visién conjunta de la estrategia del Calculo para resolverlas y

nos ha llevado a inventar una serie de conceptos y establecer relaciones entre ellos.
Diferencial

La diferencial ha sido inventada para superar la dificultad que supone la no-
linearidad de muchas situaciones fisicas cuando se abordan con un minimo de
complejidad, y consiste precisamente en una estimacion del Ay, lineal respecto al Ax:
dy=k(x)- dx EIl cociente diferencial (dy/dx) representa la pendiente de esa estimacion

lineal.

A pesar de que la condicibn impuesta a la diferencial coincide con la férmula de
Cauchy: dy=y’- dx, la nueva concepcién difiere claramente de la definicién de Cauchy
pues ahora las expresiones diferenciales adquieren un claro significado fisico, en
concordancia con su importante papel en la estructura del Calculo cuando se aplica a
la resolucién de problemas fisicos. Por otra parte, aunque la idea de aproximacion y la
cercania a las situaciones fisicas acercan la nueva concepcién a la definicion de
Leibniz, supera todas las objeciones que a ella se realizaban y, en particular, deja de

identificarse con una cantidad infinitamente pequefia.

La concepcion de la diferencial que se ha deducido para dar sentido fisico al uso
del Calculo en las aplicaciones fisicas, coincide con la diferencial del Fréchet cuando se
concreta en el caso de funciones de una variable, concepcién que fue inventada a
principios del siglo XX para superar algunas deficiencias surgidas en el Analisis

Funcional.
Integral
La integral ha sido inventada con la aspiracion de llegar al resultado exacto

. i . o X+ Ax .8
mediante el limite de la mejora de la estimacion: QX dy = 'Iulgl é dy, Para que esa
i=1

integral proporcione el resultado exacto (Ay), la diferencial debe cumplir la siguiente

condicion: dy/dx=y’
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De esta forma, toda estimacion lineal que "suponemos" que es la diferencial
conduce a un determinado comportamiento global. Uno y otro -expresion diferencial y
resultado global- tienen caracter de hipétesis, aunque en Fisica sélo el segundo es
directamente contrastable; la contrastacion del resultado global servird para
contrastar también la expresion diferencial elegida, aunque sea "a posteriori". Pueden
explicarse asi muchas paradojas (Schneider, 1991; Artigue y Viennot, 1987) a las que
puede llevar el resultado de integrales cuando se toman dy muy pequefios en los que,
en ultimo término, parece que todo vale, cuando en realidad la fuente de error reside

en la expresion diferencial de partida (ver Anexo 2).

En muchas ocasiones se puede evitar la construccion de la integral: se escribe la
expresion diferencial: dy=k(x)- dx, se le impone la condicién: dy/dx=y’, y se pasa
directamente al comportamiento global aplicando reglas de antiderivaciéon: la funcién
y(x) es una antiderivada de k(x)?2. Se obtiene asi y(x) salvo constantes, y si se
conoce una condicion de contorno se puede alcanzar el objetivo final que es llegar a

obtener: y = f(x).

Sin embargo, aunque este paso directo esta basado en aceptar la nueva
concepcion de diferencial, en la practica esta idea queda oscurecida y el paso se
reduce al calculo de antiderivadas. La definicidon operativa de antiderivada se limita a
identificarla como una regla de calculo, basada en la definicién anterior de derivada,
pero en si misma no supone ninguna aportacién conceptual. Junto a las ventajas de
disponer de una técnica, susceptible de aplicacion reiterada y algoritmica, este paso
directo presenta también algunos inconvenientes. Por ejemplo, no permite obtener el
comportamiento global y(x) que se deriva de la expresion: dy=k(x).dx cuando la
funcion k(x) no tiene antiderivada; tampoco permite, a modo de aproximacion,
realizar célculo numérico ya sea porque no exista antiderivada o porque ésta resulta
dificil de obtener; no permite tampoco vincular el procedimiento con la resolucién de

los problemas de sumas infinitas. Pero el mayor inconveniente reside, precisamente,

22 En el uso habitual del Calculo diferencial, la funcién antiderivada se denomina funcién
primitiva o integral indefinida, aunque muy pronto acaba perdiendo ese adjetivo y se le llama
simplemente integral; las reglas y técnicas de antiderivacion se llaman entonces reglas y
técnicas del calculo de integrales o primitivas. En este contexto, la expresion [f se utiliza para
simbolizar la funciéon antiderivada de f, es decir, laintegral d e la funcionf; a veces se especifica
la variable respecto de la cual se antideriva introduciendo el término dx, y se escribe: [fdx.
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en su caracter meramente operativo, pues enmascara y desatiende una pregunta
clave: ¢como es posible que, partiendo de una estimacion (dy), pueda concluirse en
un conocimiento preciso y no estimado del valor buscado @y)?, de forma que el
algoritmo concebido como ayuda puede convertirse en un refugio tras el que se

esconda la falta de comprension.

Para superar estos inconvenientes, y en especial para dar una respuesta clara a
esta Ultima pregunta, es recomendable construir pimero la integral correspondiente,
con un significado que va mas alld de la simple operacion inversa a la derivacion
(Calvo, 1998), y relacionar después su solucién con la nueva concepcién de diferencial
y, por tanto, con el calculo de antiderivadas. De esta forma, se favorece la
comprension y el significado del denominado Teorema Fundamental del Calculo que
establece la relacion inversa entre los procesos de derivacion e integracion®® (ver el

apartado 2.1.1, y los Anexos 1, 2 y 3).

Charalampos (1993) reflexiona sobre lo relativo que resulta el calificativo de
fundamental, concluyendo que no debe referirse tanto al teorema como a las ideas y
pruebas que aportan. En este sentido, se puede afirmar que tanto la formulacién como
la demostracion que se ha realizado utilizando la diferencial de Fréchet contribuye a

hacer mas fundamental aun dicho teorema.

Derivada

La nueva concepcion de la diferencial —la diferencial de Fréchet- permite definir la
funcion derivada como un caso particular de la funcién diferencial, estableciendo:
y'(X)=dy(x,dx=1) (ver, por ejemplo: Del Castillo, 1980). Sin embargo, en nuestro
intento de abordar situaciones fisicas, se ha conservado la definicion de derivada como

el limite del cociente incremental, que es la definicion habitual que se utiliza en las

28Aunque la idea esencial del Teorema Fundamental del Calculo es establecer esta relacién
inversa, existen distintas formulaciones del mismo en los textos matematicos, como explica
Charalampos (1993). Este autor identifica dos posibles teoremas, cada uno susceptible de
conducir al otro:

T1) Si f es continua en [a,b] y F(x)=[f(t)dt, xe[a,b], entonces: F’(x)=Ff(x)
T2) Si F es diferenciable y F~ integrable en [a,b], entonces: [.°PF~ (x)dx=F(b)-F(a)

y reivindica el caracter fundamental para el T2, en contraposicién con lo habitual en los textos
de matematicas que lo asignan al T1. Nosotros hemos coincidido con la propuesta de este autor
al referirnos al Teorema Fundamental.
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clases de Fisica. Pero el hecho de que el cociente diferencial tenga que coincidir con la
derivada aclara y facilita la comprension de algunos aspectos relacionados con la

derivada y que aparecen con frecuencia en las aplicaciones fisicas.

La nueva concepcién de diferencial legitima los razonamientos basados en la
interpretacion de derivada como un verdadero cociente, sobre los cuales recae la

sospecha de la falta de rigor. Por ejemplo:
_dp . : ne-
F PR despejando se obtiene: dp=F- dt
- Como: dN=-&- N- dt, entonces pasando dt al primer miembro: N'=¢&- N
- Ft.dr = matdr = md_vdr = m.dv.iz mv-dv
dt dt

La expresidon dy/dx no es un simple operador matematico (d/dx) aplicado sobre la
funcién, ni tampoco es una forma abreviada de referirse a la derivada o de especificar
la variable de derivacion. Esa expresion (dy/dx) es un cociente de dos términos con

significado en si mismos, y representa la pendiente de una estimacion lineal.

La expresion: dy=y' dx, mas alla de una definicibn de diferencial como
instrumento operativo a partir de la derivada, tal como la concebia Cauchy, pasa a
representar una propiedad de la funcién diferencial, aun cuando no sean conocidas ni
la funcién y(x) ni su derivada. Esta nueva interpretacién es coherente con el uso del
Calculo diferencial en la Fisica donde, como ya hemos sefialado, se escriben las
expresiones diferenciales sin conocer la expresion de la funcibn que se busca o

“funcién incégnita”, y sin conocer tampoco la expresion de su derivada.

Los mismos errores ya comentados sobre el concepto de limite (ver, en este
capitulo, pp. 62-63) explican frecuentes interpretaciones erréneas del significado de la
derivada y, mediante la expresion y’=dy/dx, también sobre la diferencial. Asi, cuando
se identifica el limite con el Gltimo término de la sucesién y no como un objeto nuevo,
se considera entonces el cociente dy/dx con un cociente Ay/Ax cuando Ax es casi cero,
interpretando entonces los términos diferenciales como incrementos muy... muy
pequefios. Esto es lo que sucede cuando se piensa que la recta tangente es la recta
secante que une dos puntos de la curva muy préximos, o que la velocidad instantanea

es la velocidad media correspondiente a un intervalo de tiempo muy pequerio.
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En otros casos, cuando se interpreta el limite como la expresién de un simple
proceso o una forma de proceder, se considera entonces que la expresion dy/dx no es
un objeto sino que representa un procedimiento, y se interpretan los términos
diferenciales como entes formales sin significado propio. Cuando se confunden rectas
secantes con segmentos de cuerda y no con rectas ilimitadas, entonces la tangente
como el limite de esos segmentos resulta evidentemente cero; se recurre entonces a

esta interpretacion del limite como proceso para evitar esta contradiccion.

Teniendo en cuenta que la derivada en cada punto representa la pendiente de la
recta tangente a la curva en ese punto, se dice que la diferencial es la estimacién
lineal tangente. Ademas, aunque el cociente dy/dx nunca llegue a coincidir con
ninguno de los cocientes Ay/Ax, del mismo modo que la tangente nunca llega a
coincidir con ninguna secante, si puede afirmarse que la pendiente de la estimacion
diferencial en el punto x; es reflejo del comportamiento de la funcién: y=f(x) en un
entorno préximo del punto x;. En este sentido, se dice que la diferencial es una

estimacion lineal basada en un comportamiento local.

La clarificacion del concepto de diferencial, ademas de legitimar la interpretacion
de la derivada como cociente de diferenciales, ofrece una clara explicacion del
significado fisico de las expresiones en las que aparece la derivada y los resultados
numéricos, mas alla de las descripciones operativas relacionadas con la forma de

calculo. Por ejemplo:

- La rapidez en un instante se define habitualmente como el limite de
rapideces medias, pero puede explicarse mejor el significado fisico de este
concepto: lo que cambiaria la posicibn cada segundo a partir de ese

instante si se mantuviese la rapidez constante (es decir, v es: de/dt).

- Es dificil explicar el significado fisico de un resultado numérico de la
derivada en términos de limite (ver cap. 1, p. 45). Sin embargo, un
resultado numérico como por ejemplo: N=3500 nlcleos/seg puede
interpretarse ahora diciendo: cada segundo se desintegrarian 3500 nucleos

si, a partir de ese instante, el proceso ocurriese de forma uniforme.
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- La relacion: E =-V,'=- av es dificil de explicar en términos del limite de

' dr
un cociente incremental. Sin embargo, puede interpretarse ahora de esta
manera: la componente de la intensidad del campo en la direccién r indica
lo que disminuiria el potencial por cada metro en esa direcciéon y sentido, si
esa disminucidon se produjese de forma uniforme a partir de ese punto.
Desarrollando esta misma idea, aparecen como evidentes algunas
propiedades del vector intensidad de campo: es perpendicular a la
superficie equipotencial, sefiala hacia donde la disminucién de potencial es

mas brusca, etc.

2.1.3. ¢Cémo seleccionar la expresion diferencia correspondiente a cada
situacion fisica? Natural eza hipotética de la diferencial en Fisica.
La estrategia del Calculo nos ha permitido mostrar que, a partir de la expresion

diferencial, se puede hallar —via integral- el Ay buscado. Sin embargo, queda aln por
resolver la importante cuestion de cémo se determina cual es la expresion diferencial

que corresponde a cada situacion fisica.

En el uso habitual del Calculo diferencial en fisica se piensa errbneamente que
cualquier aproximacién suficientemente pequefia es valida, lo que conduce con
frecuencia a resultados equivocados, como ya se ha explicado. Por otra parte, no es
posible aplicar directamente la igualdad: dy=y’- dx, pues en la mayoria de las
situaciones fisicas se desconoce tanto la funcién y=f(x) como su funcién derivada
y'=g(X). En este caso, es necesario avanzar a titulo de hipétesis, apoyados en el
analisis y conocimiento fisico de la situacion, una estimacion lineal del Ay respecto al
Ax, suponer que es la estimacion diferencial, y obtener el resultado global al que
conduce (la funcién incégnita) que si es contrastable (experimentalmente o por su

coherencia con el cuerpo de conocimientos en que se inserta el problema).

Por ejemplo, si queremos hallar como varia la intensidad, |, de una onda plana al
atravesar un medio, es decir I(X), siendo x la distancia atravesada por la onda en el
interior del medio, desconocemos I(xX) y, por supuesto, también su derivada.
Podemos, no dostante, formular hipétesis razonables sobre los factores que influiran

en el Al producido al atravesar una distancia Ax, y concretarlas en una estimacion
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lineal del Al. En este caso, por ejemplo, cabe esperar que Al dependa de la naturaleza
del medio atravesado, de Ax y del valor de la intensidad (a mayor intensidad mayor
absorcion por el medio, en un mismo Ax), pero no podemos escribir Al =-a- 1- Ax, pues

. . . Al
sabemos que | varia con x (es decir que DI no es lineal respecto a Dx: A—l cte).
X

Pero una estimacion lineal del Al, al pasar de x a x+Ax, podria ser: dl = -a- I(X)- dx,
que representa lo que valdria Al, a partir de x y en un dx (que es exactamente lo
mismo que Dx y no tiene por qué ser pequefio) si la variacion de | se produjera
uniformemente, siempre al mismo ritmo, desde el comienzo del intervalo. También

serfan igualmente posibles expresiones como dl =-a- 1°(X)- dx o dl =-4& ><1/I(x) xdx .

La expresion elegida conducira, via integral, a una expresion funcional de DI o —si
se conoce una condicion de contorno- de I=f(X), que puede ser sometida a
contrastacion, lo que permite aceptarla o no y, en consecuencia, aceptar o no la
expresion diferencial seleccionada. Lamentablemente, en los libros de texto no
aparecen estas consideraciones sobre la naturaleza hipotética de la diferencial,
transmitiendo una falsa e incomprensible sensacion de seguridad a priori. No es
infrecuente, incluso, encontrar expresiones del tipo “(..) se comprueba

experimentalmente que dl = ...

No obstante, si que existen situaciones en las que es posible asegurar desde el
principio cual es la expresion diferencial adecuada, debido a que tal expresion se

deriva de alguna definicién previa. Por ejemplo:

- Cuando conocemos bien el ritmo de cambio, es decir, la derivada: y', basta
con sustituir directamente en la férmula: dy=y" dx. Ejemplo de esta
situacion es escribir la expresion de la diferencial de la rapidez respecto al
tiempo cuando conocemos la aceleracion tangencial en funcién del tiempo:

si sabemos que a;=5t°, no existe ninguna duda que la expresion diferencial:

dv=5t?. dt es correcta.

- Cuando, por la definicion de la magnitud y, conocemos con certeza la
relacion entre Ay y Ax cuando ésta es lineal ( A/=k- AX) y queremos

encontrar Ay en una situacién en que k varia con x; en este caso, la funcién

63



Primera hip6tesis: disefio experimental

diferencial es, seguro: dy=k(x)- dx 2% Por ejemplo: sabemos que la variacién
de energia total de un sistema fisico que se produce debido al trabajo
exterior realizado por una fuerza constante cuyo punto de aplicacidon se
desplaza una distancia Dx, es: AE=F- Ax; si la fuerza varia con la distancia,
de la forma F(X), para hallar DE serd necesario recurrir a la estimacion

diferencial, que sera: dE=F(x)- dx

- Cuando se trata de hacer el paso de un comportamiento discreto a otro
continuo, basta con tener en cuenta el significado fisico de la magnitud. Por
ejemplo, sabemos que el momento de inercia de un cuerpo respecto de un
eje cambia cuando afiadimos una masa puntual a una distancia r del eje de

2: caben dos posibilidades cuando es un continuo: di=r?- dm,

giro: Al=m- r
dl=m- dr?; la primera posibilidad consiste en estimar el Al con un valor que
equivale a afiadir un trozo de masa (Am) a una distancia siempre constante
del eje de giro, es decir, hacer una estimacién como si se tratase de una
masa puntual; la segunda posibilidad, en cambio, consiste en estimar el Al
considerando que la masa del cuerpo no cambia cuando se aumenta la

distancia al eje de giro; resulta evidente que es la primera posibilidad la que

coincide con el significado fisico del momento de inercia.

En ocasiones excepcionales, generalmente relacionadas con problemas
geomeétricos, se puede demostrar a priori que la expresion diferencial adelantada es la

adecuada (cumple la condicion de Fréchet: dy/dx=y"). Se describen aqui dos métodos:

- Por encuadramiento del Ay, donde se trata de encontrar una funcién g(x)
que cumpla: gm- Ax < Ay < gu- Ax, siendo gm Yy gm los valores minimo y
méaximo respectivamente que toma la funcion g(x) en el intervalo [x,

x+Ax]. Si g(X) es continua entonces y=f(x) es diferenciable y su diferencial

24 Una interpretacion equivocada de este tipo de situaciones podria conducir a errores en
algunos problemas geométricos. Por ejemplo, identificar la diferencial del area de la superficie
de un casquete esférico con el area lateral de un cilindro de la misma altura (situacion dondela
relacion entre AA y Ah es, efectivamente, lineal y es conocida con certeza: AA=2&r- Ah). Sin
embargo, conviene tener en cuenta que el cilindro no es uncaso particular de casquete esférico,
y por tanto, no puede garantizarse directamente que la expresion: dA=20dr- dh sea valida parael
casquete (de hecho no lo es), y sera necesario asegurarnos mediante otro procedimiento (ver
Anexo 2).
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es precisamente: d/=g(x)- dx (Alibert y Legrand, 1989) (ver Anexo 1, p.
393).

- Por comparacion de Ay con dy, demostrando que el error cometido es un
infinitésimo de orden superior a A x, lo cual equivale a demostrar que se
cumple la condicion de Fréchet. Teniendo en cuenta que la expresion
definitiva del Ay no se conoce a priori, esta demostracion directa puede

hacerse a través de una magnitud intermedia ( M) que verifique:

AM3 |dy - Ay| ," x,Ax (0 al menos cuando Ax tiende a cero). Si se

encuentra una expresion para ese AM y se demuestra que AM/Ax tiende a
cero cuando A tiende a cero, con mayor razén entonces lo hara: [dy-
Ay|/Ax, demostrando asi que se trata, efectivamente, de la diferencial (ver

Anexo 1, p. 396).

En sentido contrario, si se encuentra una magnitud intermedia (AM) que

verifiqgue: AM £|dy - Ay|," x,Ax (o al menos cuando Ax tiende a cero), y

se demuestra que AM/Ax no tiende a cero cuando Ax tiende a cero, con
mayor razdn entonces podemos asegurar que tampoco tiende a cero el

término: |dy-Ay|/Ax, demostrando asi que era incorrecto suponer que dy

era la diferencial (ver Anexo 2, pp. 404-406).

Sin embargo, en la mayoria de las situaciones fisicas no es posible usar estos
métodos, cuya aplicacion resulta, ademas, bastante tediosa. Es mas coherente con las
caracteristicas del trabajo cientifico y con la practica de resolucién de problemas
considerar la expresion diferencial como hipétesis contrastable indirectamente a través

del resultado al que conduce.

2.2.  ¢QUE SUPONDRIA UNA COMPRENS c’)r\~1 ADECUADA DE LA
DIFERENCIAL EN EL CONTEXTO DE LA ENSENANZA/APRENDIZAJE DE LA
FISICA?

Como se ha mostrado en el apartado anterior, el Calculo diferencial es una
estrategia sistematica para abordar con éxito la mayoria de la situaciones fisicas
reales, caracterizadas por cierto grado de complejidad. No obstante, en los niveles de

ensefianza previos al Bachillerato, las situaciones estudiadas en la asignatura de Fisica
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se idealizan -habitualmente de forma no explicita- suponiendo un comportamiento
lineal, evitando con ello recurrir al uso del Calculo diferencial. Asi, por ejemplo,
aunque en la mayoria de los movimientos el comportamiento de la rapidez frente al
tiempo no es lineal, es conveniente al principio limitarse a situaciones en las cuales la
aceleracion tangencial es constante; del mismo modo, aunque la variaciéon de la
presion en el interior de un fluido no es lineal con la profundidad, es conveniente al
principio limitarse a situaciones en las cuales puede considerarse constante la
densidad; idéntica limitacion se establece al estudiar la dilatacion de una varilla frente
al aumento de su temperatura, el estiramiento de un muelle frente a la fuerza

ejercida, etc.

Sin embargo, a partir de 1° Bachillerato Logse o 3° BUP se empieza a reconocer la
complejidad de algunas situaciones, obligando asi a que ciertos fenédmenos, conceptos
y desarrollos sean tratados haciendo uso del Calculo diferencial. A titulo de ejemplo
pueden mencionarse los siguientes apartados que se estudian a partir de ese curso

haciendo uso de expresiones diferenciales:

- Velocidad y aceleracion instantanea. Ecuaciones del movimiento.

- La fuerza como intercambio de momento. Impulso mecanico.

- Definicién del trabajo y busqueda de expresiones para la energia potencial

- Relacién entre fuerza y energia potencial, o entre intensidad de campo y
potencial. Concepto de gradiente.

- Teorema de la energia cinética (o de las fuerzas vivas)

- Potencia instantanea y su relacion con la velocidad

- Definicién y céalculo del centro de masas

- Cdlculo de la intensidad y/o del potencial del campo creado por fuentes
extensas

- Energia de un condensador cargado y, en general, de un campo eléctrico

- Definicion de flujo

- Fuerza que actla sobre un conductor en un campo magnético

- Absorcion de ondas por un medio

- Desintegracion nuclear

Si a ello afiadimos el uso constante de la diferencial en los primeros cursos de

Universidad, es légico suponer que la existencia de deficiencias en el aprendizaje de
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este concepto afectara seriamente a la comprensién de los conceptos fisicos y a la
actitud de los alumnos hacia la Fisica y su aprendizaje. Es, pues, del mayor interés
para la ensefianza de la Fisica en Bachillerato y primeros cursos de Universidad,

identificar dichas carencias y planificar actuaciones que puedan evitarlas.

El estudio histérico y epistemoldgico que se ha presentado hasta aqui, nos permite
avanzar de un modo fundado qué constituiria una comprensién adecuada del concepto
de diferencial en el campo de la Fisica, como paso previo y necesario para analizar en
qué medida en la ensefianza habitual de la Fisica (y las Matematicas) se suministran

oportunidades adecuadas para generar dicha comprension.

De acuerdo con el estudio realizado, los indicadores mas importantes de una
buena comprensidon del concepto de diferencial en los cursos citados, sea cual sea la

concepcion de la diferencial que se utilice, se recogen en el Cuadro 2.11.
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Cuadro 2.11. Indicadores de una comprensién adecuada de la diferencial y su uso

1. Saber cuando y por qué se hace necesario su uso, es decir, conocer cual es el problema
que hace insuficiente el célculo ordinario. En concreto, saber que es necesario recurrir a la

diferencial cuando queremos hallar el Ay producido en un Ax, y la relacién entre Ay e Ax no es

lineal (é_y 1 cte).
AX

2. Conocer la estrategia que utiliza el Calculo para resolver ese problema y comprender

el sentido de los distintos pasos que se recorren. En concreto:

- Saber explicar con precision y sentido fisico el significado de las expresiones
diferenciales, reconocer sin ambigledad que la dferencial puede tomar valores

numeéricos e interpretar el significado de los mismos.

- Conocer vy justificar la relacion que existe entre la diferencial (dy) y la derivada (y’):

ye= d_y , y aceptar sin ambigtedad los razonamientos en los que s e utiliza esa relacion.
X

- Conocer el significado de la integral y saber justificar el denominado Teorema
Fundamental, es decir, por qué la integral definida requiere el calculo de antiderivadas o

funciones primitivas

- Utilizar con sentido esa estrategia en situaciones y problemas en los que se domine el

contenido fisico de los mismos.

3. Ser consciente de la naturaleza hipotética, tentativa, en casi todas las situaciones
fisicas, de la expresion diferencial de partida, y saber que la validez de esa hip6tesis no puede

ser contrastada directamente sino a través del resultado al que conduce.

4. Valorar positivamente el papel de la diferencial en el aprendizaje de la Fisica. Este

componente axiolégico deberia ser una consecuencia natural cuando se comprende el papel

crucial que juega la diferencial en el tratamiento de situaciones fisicas de interés.
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Como hemos tratado de mostrar, las concepciones histdricas de la diferencial
resultan insuficientes para contemplar todos esos indicadores, mientras la concepcion
de la diferencial presentada en este trabajo y basada en la definicion de Fréchet
contempla de forma precisa todos y cada uno de ellos. Para ilustrar esta ultima
conclusion, en el Anexo 3 se utiliza la nueva concepcién de la diferencial para resolver
tres problemas de Fisica, similares a los que se encuentran resueltos en cualquier libro

de Fisica General utilizando la concepcidon habitual.

La clarificacion conceptual realizada en estos dos capitulos y las conclusiones
obtenidas sobre lo que deberia constituir una adecuada comprension de la diferencial
en la Fisica, serviran como punto de partida para intentar dar respuesta a las

cuestiones ya planteadas:

- ¢comprenden los alumnos el concepto de diferencial y, en general, los
conceptos implicados en la estrategia del Célculo, cuando se utilizan en las
clases de Fisica?, ¢cuales son las deficiencias en su comprension y cuales

son sus consecuencias?

- ¢la ensefianza habitual de esos conceptos es potencialmente significativa, o
tiene deficiencias que hacen muy poco probable una comprensién adecuada

de los mismos?

- ¢es posible una ensefianza que evite las deficiencias detectadas?, ¢produce

mejoras respecto a la situaciéon actual?

En concreto, la segunda parte de este trabajo, constituida por los capitulos que
van del 3 al 6, estda dedicada a comprobar que, efectivamente, los indicadores
mencionados de una adecuada comprension del uso de la diferencial en la Fisica,

estan ausentes en la ensefanza habitual.
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RESUMEN: El problema general que subyace en toda situacion fisica que requiere el uso del

Célculo diferencial es encontrar una expresion funcional que relacione dos magnitudes fisicas (X,

),

es decir, encontrar la funcion incognita: y(x). Si se conoce una condicion inicial: y(X1)=y1, €l

problema es equivalente a encontrar una expresion que relacione los incrementos: Ay=f(Ax). El

Calculo diferencial se utiliza para obtener esa relacion en situaciones no lineales, aplicando la

siguiente estrategia:

1.

Realizar una estimacion del valor de Ay a partir de x;, y para un incremento Ax, suponiendo
gue la funcién tiene un comportamiento lineal a partir de x; y en todo el intervalo Ax lo que

se representa por: dy=k- Ax

. El error cometido al realizar esta estimacion (Ay—dy) dependera del valor de Ax (en general,

el error serd menor cuanto menor sea Ax) y del valor de k (que puede ser cualquiera, es

decir, es posible cualquier pendiente de la recta).

Podemos, pues, mejorar la aproximacion al Dy dividiendo el intervalo Ax en N subintervalos,
calculando una estimacion lineal del Ay; correspondiente dy; =k Ax;)), y sumando las
estimaciones lineales parciales Si el error cometido en cada subintervalo es: §{=Ay—dy;,
entonces:

" 8 &y . 8 N .

Ay = g Ay; = a (dy; +a;) = q dy; + (error total) = g k(x;) xAx; + (error total)

i=1 i=1 i=1 i=1

La “calidad” de esa aproximacién aumenta disminuyendo el valor de cada Ax;, es decir,
aumentando el valor de N. Para poder realizar la estimacién para cualquier N, hemos de
disponer de una valor de k para cada x, pasando asi de un conjunto discreto de k; a una
funcion: k(x). Se define asi la funcion diferencial para cualquier x y Ax: dy=k(x)- Ax La

calidad de la aproximacion dependera del valor de N y de la k(x) elegida.

. El limite de la serie de estimaciones, cuando N ® ¥ , serd exactamente Ay si y sélo si el

limite de la serie de errores totales, cuando N ® ¥ , es cero. Es decir:

N
. ) _ « — . £ . . o o _
,L'QL ia:_1 dy; = ,Ll(grl k(x;) XAx; = Ay si, y so6lo si: “m,\%ji =0

Esto no ocurrird para cualquier estimacion lineal de partida, aunque Ax; ® 0. La condicién

que debe cumplir la diferencial para que pueda obtenerse la funcion incognita: y(x) a partir

del limite de una suma de estimaciones lineales, es que: dy/dx=y’.

La concepcion de la diferencial que se ha deducido para dar sentido fisico al uso del Calculo

en las aplicaciones fisicas, coincide asi con la diferencial del Fréchet cuando se concreta en el

caso de funciones de una variable.
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En las aplicaciones fisicas, en general, es necesario avanzar a titulo de hipotesis, apoyados
en el andlisis y conocimiento fisico de la situacién, una estimacién lineal del Ay respecto al Ax,
suponer que es la diferencial, y obtener el resultado global al que conduce (la funcién incégnita)
que si es contrastable. Sera la contrastacion de este resultado el que validara o no la expresion

diferencial de partida.

El estudio realizado, ademas de clarificar el uso con sentido fisico de todo el Calculo
diferencial, nos ha llevado a concluir, de un modo fundado, queuna comprensién adecuada del

concepto de diferencial en el campo de la Fisica supondria:

- Saber cuando y por qué se hace necesario su uso. En concreto, saber que es necesario
recurrir a la diferencial cuando queremos hallar el Ay producido en un Ax, en situaciones

no lineales.

- Conocer la estrategia que utiliza el Célculo para resolver ese problemay comprender el

sentido de los distintos pasos que se recorren. En concreto:

Saber explicar con precision y sentido fisico el significado de las expresiones

diferenciales.

Conocer y justificar la relacidon que existe entre la diferencial (dy) y la derivada
(y): y'=dy/dx
Conocer el significado de la integral y saber justificar el denominado Teorema

Fundamental

Utilizar con sentido esa estrategia en situaciones y problemas en los que se

domine el contenido fisico de los mismos.

- Ser consciente de la naturaleza hipotética, tentativa, en casi todas las situaciones
fisicas, de la expresion diferencial de partida, y saber que la validez de esa hipo6tesis no

puede ser contrastada directamente sino a través del resultado al que conduce.

- Valorar positivamente el papel de la diferencial en el aprendizaje de la Fisica. Este
componente axioldgico deberia ser una consecuencia natural cuando se comprende el

papel crucial que juega la diferencial en el tratamiento de situaciones fisicas de interés.
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Capitulo 3

ENUNCIADO Y FUNDAMENTACION DE LA

PRIMERA HIPOTESIS.

3.1. FORMULACION DE LA PRIMERA HIPOTESIS

En el capitulo 2 se ha visto la necesidad de hacer uso del Calculo diferencial para
abordar situaciones fisicas con un minimo de complejidad, y la importancia de la
diferencial para dotar de significado a los conceptos y procedimientos basicos del
Calculo diferencial. Puede afirmarse entonces que es necesaria una comprension
significativa de la diferencial para poder comprender de verdad los conocimientos
fisicos que se desarrollan méas all4 de la ensefianza elemental de la Fisica, es decir, si
se quiere que sean adquiridos de un modo funcional de manera que puedan ser

utilizados para enfrentarse a situaciones novedosas.

Al ser el concepto de diferencial un concepto alejado del interés y experiencia
espontaneas de los alumnos, no tendria sentido dedicar un estudio UGnicamente
dirigido a analizar cémo ellos lo entienden y utilizan. Resulta evidente que no se trata
de un concepto como la fuerza, el calor, la energia o la luz, en los que la influencia
extraescolar (lenguaje, sensaciones Yy experiencias cotidianas...) da lugar a
concepciones espontaneas que interfieren con el aprendizaje escolar y que hace que
los estudios sobre la comprension de los alumnos de dichos conceptos tengan sentido

en si mismos.

Desde nuestro punto de vista parece légico suponer que hs posibles deficiencias
en la comprensién de la diferencial por los alumnos tienen su origen en el ambito
escolar y que, por tanto, dichas deficiencias constituiran un indicador de las de su
ensefanza, es decir, podran ser consideradas como un reflejo de aquello que libros y

profesores saben y dicen (Artigue y Viennot, 1987). La hipétesis, pues, desde la que
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se va a realizar el analisis a lo largo de este trabajo, por las razones que se

desarrollaran a continuacion, afirma que:

la ensefianza habitual del concepto de diferencial (introduccién y
utilizacion del mismo) adolece de varias carencias que afectan a su
comprension por los alumnos en el contexto de la Fisica, generando

actitudes negativas hacia la Fisica y su aprendizaje.

Las deficiencias que se presuponen en esta hipotesis no se refieren al
desconocimiento de la concepcidon de Fréchet —que, como se ha visto, es la que ofrece
una mayor potencia, sentido fisico y claridad conceptual-, sino que se refieren a todos
y cada uno de los indicadores de una adecuada comprensién que han sido formulados

en el capitulo anterior (Cuadro 2.11, p. 27).

3.2.  JUSTIFICACION DE LA PRIMERA HIPOTESIS

La informacién recogida en el aula, en los libros de texto y en intercambios con
compaferos, primero como estudiantes y como docentes mas tarde, nos llevan a
pensar en la ausencia casi generalizada de los indicadores mencionados de una

adecuada comprension de la diferencial y su uso en el campo de la Fisica.

La reflexibn sobre esta experiencia acumulada, a la luz del estudio exhaustivo que
hemos presentado en el capitulo anterior, nos conduce a creer que los estudiantes
adquieren una sensacion de comprension del Calculo diferencial basada en la idea
intuitiva, aparentemente correcta, de que la suma de infinitos trozos infinitamente
pequefios dara como resultado el incremento exacto. Sin embargo, ya hemos
mostrado que Unicamente se producira el resultado exacto si y s6lo si esos términos
infinitesimales corresponden a estimaciones lineales que, ademds, son estimaciones

tangentes.

Nuestra experiencia docente nos permite intuir que en la ensefianza habitual se
ignora que la diferencial es una estimacion lineal, que ademas debe ser la estimacion
lineal tangente, y que tiene caracter hipotético. La concepcién habitual, basada en la
creencia errénea antes mencionada, identifica a la diferencial con un simple

incremento infinitesimal, y se utiliza como una certeza con el convencimiento de que
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sea cual sea la estimacién, cuando se hace muy... muy pequefia, consigue anular el

error.

Pero no se trata s6lo de una impresién personal: distintos trabajos de
investigaciéon reconocen que tanto la ensefianza del Calculo diferencial como lo que
aprenden los estudiantes esulta claramente insuficiente, y que el hecho de tratarse
de un contenido de otra asignatura que se utiliza en las clases de Fisica dificulta aun

mas un uso del mismo con comprension.

En los siguientes apartados se presentaran las conclusiones de distintos trabajos
referidos a la insuficiencia de la ensefianza del Calculo, a su aprendizaje deficiente y a
los problemas de transferencia de una asignatura a otra, corroborando nuestra
experiencia personal como docentes, y justificando asi nuestra primera hipétesis. Se
trata de trabajos realizados en diferentes paises y en distintos niveles, lo que viene a

reforzar la generalidad de la hipétesis formulada.

3.2.1. Laenseiianza del Caculo diferencia parece ser inadecuada
Durante la Uultima década ha venido denuncidandose, a través de trabajos

publicados en distintas revistas especializadas, la falta de conocimientos matematicos
por parte de los estudiantes de ciencias e ingenieria tanto en lo que se refiere a
destrezas matematicas basicas como a la matematizacidon de situaciones (Aghadiuno,
1992; Bisquert et al., 1990; Breitenberger, 1992; Unesco, 1975b). En concreto,
muchos trabajos han criticado la baja calidad de la ensefianza del Calculo,
caracterizada por un reduccionismo que se centra casi exclusivamente en aspectos
algoritmicos, mecanicos y repetitivos con un claro desprecio hacia los aspectos mas
comprensivos y conceptuales (Artigue y Viennot, 1987; Ferrini-Mundy y Gaudard,
1992; Ferrini-Mundy y Geuther, 1991; lopez, 1991; Orton, 1983 a y b; Schneider,
1991; Thompson, 1994; Thompson y Thonmpson, 1994). Se alcanza asi, a lo sumo,
una "comprension instrumental”, valida para reproducir rutinas manipulativas, pero
insuficiente para resolver problemas de aplicacion si no va acompafiada de un

conocimiento conceptual (White y Mitchelmore, 1996).

Los Principles and Standards for School Mathematics destacan la importancia de la

comprension conceptual para crear personas competentes, para facilitar aprendizajes
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posteriores y poder aplicar los conocimientos en situaciones novedosas. Al mismo
tiempo, analizan criticamente la ensefianza habitual: “Desgraciadamente el
aprendizaje de las matematicas sin comprension ha sido durante mucho tiempo el
resultado de la instruccibn matematica (...), lo que ha sido objeto de discusién e
investigacion al menos desde los afios 30. En el siglo XXI, todos los estudiantes deben
tener expectativas de comprender y ser capaces de aplicar las matematicas” (NCTM,

2000, p. 20).

Este tipo de ensefianza, de marcado caracter procedimental, podria estar en el
origen del claro rechazo que muestran los estudiantes hacia el aprendizaje del Calculo:
en Estados Unidos, sélo el 15% de los cursos de Calculo en Secundaria corresponden
al nivel avanzado -a pesar de las recomendaciones del National Council of Teachers of
Mathematics sobre el particular- y desciende fuertemente el nimero de alumnos que
se matriculan en esta asignatura en la universidad; junto al rechazo, existe también
un alto fracaso: so6lo el 46% de los estudiantes matriculados en Calculo | en la
universidad consiguieron una calificacion D o superior, lo cual supone una proporciéon
de fracaso alarmantemente alta (Ferrini-Mundy y Gaudard, 1992; Jhonson, 1995).
Esta situacion ha llevado a muchos investigadores a buscar la mejora de la ensefianza
del Calculo, convencidos incluso de que tal mejora “tendra impacto en la mejora de la
capacidad critica de la nacidon” (Conley et al., 1992), y ha abierto un interesante
debate en la comunidad cientifica en torno al llamado “movimiento de reforma del
Céalculo”, en el que se discute sobre el papel del rigor y la abstraccion, de las
demostraciones, de los problemas practicos... y que ya se ha concretado en la
elaboracion de cursos y materiales alternativos por la Universidad de Harvard
(Jhonson, 1995; Kleinfeld, 1996; Knisley, 1997; Ostebee y Zorn, 1997; Swann, 1997;

Tucker, 1997).

Es preciso, no obstante, salir al paso de una mala interpretacién: no se trata de
poner en cuestion la importancia del dominio de algoritmos relacionados con el Célculo
diferencial, sino el hecho de que esto constituya el Unico objetivo de su ensefianza
(Cajaraville, 1991). El trabajo de Nagy et al. (1991) con varios profesores de
Matematicas aporta datos concretos para mostrar que durante las sesiones dedicadas
al estudio del Calculo existe un claro predominio de la categoria de: "Técnicas", tanto

en las actividades realizadas como en la puntuacion de los examenes, en detrimento
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de otras categorias relacionadas con aspectos de comprensién. Se trata, en cambio,
no soélo de saber técnicas sino de conocer el significado de los conceptos, cuando y por
qué deben usarlos, etc. Kopel y Schramm (1990) resumen esta polémica formulando
las siguientes preguntas: “¢COmo, en un nivel elemental, podemos ir mas alla de
realizar céalculos en un ejemplo tras otro para aprender la diferenciaciéon? ;Podemos

estudiar lo que la diferenciacién es y no sélo cébmo funciona?”

A veces se argumenta, en defensa de la situacibn denunciada, que un primer
acercamiento al Calculo a través del estudio y aplicacion de técnicas debe ser
considerada como una fase inicial que facilitaria después un aprendizaje con mayor
comprension. Sin embargo, las conclusiones del trabajo realizado por Ferrini-Mundy y
Gaudard (1992) niegan esta posibilidad: la formacién recibida en Calculo durante la
Secundaria -dedicada basicamente al entrenamiento en técnicas-, ya sea esta nula o
de un afio de nivel avanzado, tiene una escasa nfluencia en el rendimiento de los
alumnos durante el primer afio de universidad en esa misma asignatura; en concreto,
aparece una leve diferencia durante el primer cuatrimestre en habilidades
procedimentales, pero estas diferencias desaparecen durante el segundo cuatrimestre;
los autores del trabajo llegan a afirmar que el entrenamiento intensivo en “técnicas”
durante la Secundaria predispone a estos alumnos a fijarse méas en los cursos
siguientes en esos mismos aspectos siendo menos receptivos hacia los aspectos
conceptuales y de comprensidon, mientras que los estudiantes sin este vicio pueden

tener una actitud menos sesgada.

El tipo de ensefianza del Calculo que hasta aqui se ha recogido y criticado es una
clara consecuencia de un modelo de ensefianza mas general dominante en las aulas.
El modelo de transmision verbal de conocimientos presupone que es posible transmitir
significados ya elaborados: una explicacidon clara y bien presentada por el profesor
deberia producir, junto con los clasicos ejercicios y experimentos, una comprension
significativa de los conceptos por parte de los alumnos. Asi, se dan las definiciones y a
continuacion se repite un ejercicio tras otro con el objetivo de aplicar los conceptos
definidos y llegar a comprenderlos, sin haber dado opcién siquiera a tomar conciencia
del problema que esta en el origen de la invencion de los conocimientos que se dan ya

hechos.
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Sin embargo, los resultados obtenidos al comprobar la comprensién de los
conceptos considerados esenciales en Fisica han puesto en evidencia serias
deficiencias en el modelo: la mayor parte de los conceptos no son comprendidos de
modo significativo por los alumnos, pero no sélo por aquellos que suspenden, sino
incluso por los que obtienen calificaciones elevadas. En efecto, una de las lineas de
investigacion mas fecundas que se ha desarrollado a lo largo de las ultimas décadas
en el campo de la didactica de las ciencias, impulsada por trabajos pioneros como el
de Viennot (1976), ha sido la realizada en torno al estudio de los graves errores
conceptuales cometidos por los alumnos de cualquier nivel, como lo atestigua la
abundante bibliografia existente (Osborne y Wittrock, 1983; Carrascosa, 1985; Driver,

1986; Hierrezuelo y Montero, 1988).

Este modelo de ensefianza por transmisién-recepcién de conocimientos es todavia
el mas extendido en la ensefianza de la Fisica y la Quimica, lo que viene refrendado
por los resultados de investigaciones recientes relativas al modo en que se ensefia a
resolver problemas (Garret et al., 1990; Gil, Mtnez. Torregrosa y Senent, 1988), la
manera en que se realizan los trabajos practicos (Gil y Paya, 1988; Paya, 1991), la
forma en que se introducen los conceptos (Gil y Carrascosa, 1985) y hasta la propia

evaluacion (Alonso, Gil y Mtnez. Torregrosa, 1992 a y b).

La pervivencia de este modelo didactico viene apoyada por una formacién docente
ambiental, adquirida inconscientemente por cada profesor cuando fue alumno. Asi, la
concepcion del Calculo diferencial como un instrumento para conseguir resultados de
forma mecéanica aunque no se comprendan bien los procedimientos empleados, ha
podido ser adquirida acriticamente a través de ese periodo de formacién escapando a
una reflexion seria. Por ello, algunos autores sugieren que el cambio de orientacién en
la ensefianza del Célculo pasa por investigar los esquemas de los propios profesores y

la manera de cambiarlos (Thompson y Thompson, 1996).

3.2.2. El aprendizaje de los estudiantes sobre e Calculo parece tener
deficiencias
Toda concepciéon y estrategia de ensefianza debe encontrar su reflejo en lo que

verdaderamente aprenden los estudiantes. Es por ello que el modelo de ensefianza

habitual, y mas concretamente su plasmacion en la ensefianza del Calculo y su uso en
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la Fisica, debe reflejarse en el aprendizaje de los alumnos y en su capacidad para
hacer uso del Calculo diferencial: la experiencia docente diaria revela las dificultades
de los alumnos para seguir o elaborar los razonamientos en los que intervienen las
nociones diferenciales asi como la falta de preguntas explicitas de los alumnos que

muestren su interés por superar tales dificultades.

Esta experiencia viene apoyada por las conclusiones de distintos trabajos que
muestran claras deficiencias entre los estudiantes, e incluso entre los profesores, en
relacion con la comprension de las ideas fundamentales del Calculo (Azcérate, 1990;
Breitenberger, 1992; Ferrini-Mundy y Gaudard, 1992; Ferrini-Mundy y Geuther, 1991;
Orton, 1983 a y b) y, mas concretamente, en relacién con el concepto de diferencial
(Alibert et al., 1987; Artigue y Viennot, 1987). Otros trabajos revelan la existencia de
otras dificultades relacionadas con aspectos imprescindibles para una buena
comprension del Calculo diferencial: dificultades de tipo conceptual tales como los
conceptos de variable, funcion, limite e infinito (Cottrill et al., 1996; Espinoza, 1995;
Lauten et al., 1994; Moreno y Waldegg, 1991; Orton, 1983 a y b; Sanchez y
Contreras, 1998; Turégano, 1998; White y Mitchelmore, 1996; Williams, 1991);
dificultades de tipo grafico y manipulativo (Aspinwall et al., 1997; Calvo, 1998; Orton,
1983 a y b); o dificultades relacionadas con el tipo de lenguaje usado durante las
explicaciones (Thompson y Thompson, 1994). Cabe sefialar, como situacién extrema,
que nhcluso los mismos trabajos de investigaciéon dedicados a analizar deficiencias en
la comprension del Calculo diferencial, incurren en errores como negar cualquier
significado a los términos diferenciales, aduciendo que se trata de meros simbolos, o

como identificarlos con incrementos muy pequefios.

Algunos trabajos han ido mas alla de la identificacion de errores y dificultades que
se derivan de una ensefianza como aplicacién rutinaria de reglas, y han detectado la
existencia de ideas entre los estudiantes que actuan como verdaderos obstaculos para

el aprendizaje. A titulo de ejemplo:

a) la idea geométrica de tangente como linea que toca a la curva en un solo
punto puede actuar como obstaculo en la construccion del concepto de
velocidad instantanea (Ferrini-Mundy y Lauten, 1994; Speiser y Walter,

1994)
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b) la percepcion de un area generada por acumulacién de lineas o de un sdélido
por acumulacién de areas es a menudo trasladada de forma inconsciente a
los céalculos provocando una “heterogeneidad en las dimensiones” (suma de
distancias resulta en una superficie, suma de superficies resulta en un
volumen), y puede actuar como obstaculo para entender correctamente el
concepto de integral como sumas de Riemann (Schneider, 1991; Turégano,

1998)

c) el rechazo de los llamados objetos mentales frente a los objetos reales y
empiricos puede llevar a rechazar conceptos como el de velocidad
instantanea frente al de \elocidad media, o reducir aquél a una velocidad
media que puede ser medida directamente (Schneider, 1992; Speiser y

Walter, 1994)

d) la atraccion por los simbolos a los que aplicar manipulaciones conocidas,
junto a las dificultades para realizar abstracciones (White y Mitchelmore,

1996).

En los Principles and Standards for School Mathematics se destaca la debilidad del
aprendizaje sin una verdadera comprensiéon: “los estudiantes que memorizan hechos o
procedimientos sin comprension, generalmente se sienten inseguros sobre coémo o
cuando usar lo que saben, y se trata de un aprendizaje muy fragil” (NCTM, 2000, p.

20).

Como consecuencia de esta falta de dominio y comprension del uso de las
Matematicas en la Fisica, los estudiantes se ven obligados a usar destrezas que no
comprenden, vaciando de sentido a las tareas que realizan; esto provoca una pérdida
de confianza en sus capacidades para aprender ciencias, un aumento de la percepcion
de dificultad de la asignatura de Fisica, y un claro rechazo hacia la misma (Martin y
Coleman, 1994; Monk, 1994; Rice-Evans, 1994). Aghadiuno (1992) destaca que esta
inseguridad de los alumnos cuando discuten en términos matematicos llega a producir
un preocupante estado de “ansiedad”. En sentido positivo, los resultados obtenidos
por Rutter (1994), sin ser concluyentes, parecen mostrar que una mejor formacién en

Matematicas produce una mejor formacién en Fisica.
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Estas dificultades no soélo son reconocidas por los profesores y puestas de
manifiesto a través de trabajos como los que se recogen mas arriba, sino que los
propios estudiantes coinciden al sefalar las dificultades mateméaticas como una de las
causas mas importantes para explicar los bajos resultados obtenidos en la asignatura

de Fisica o la falta de atraccion hacia la misma (Lavaly, 1990).

3.2.3. Compartir conocimientos entre dos disciplinas, o transferir de unaa

otra, genera nuevas dificultades
La justificacibn de nuestra primera hipdtesis no se apoya solamente en la

constatacion de una concepciéon y ensefianza del Calculo reducida a la transmision y
aplicacion inmediata de reglas, ni en la comprobada existencia de graves errores y
obstaculos que manifiestan alumnos y profesores. EI mismo hecho de tratarse de un
conjunto de conceptos utilizados en dos disciplinas distintas, con diferencias de vision
y finalidad, daréd lugar, en nuestra opinién, a la aparicién de conflictos y lagunas,
distintas interpretaciones, que no facilitan un buen uso del Calculo diferencial en la

Fisica.

En efecto, la breve descripcién histdrica realizada en el primer capitulo sobre el
significado del concepto de diferencial no es mas que una muestra de las relaciones y
vinculos histéricos entre Fisica y Mateméticas, lo cual tiene a su vez un claro reflejo en
la ensefianza de ambas asignaturas, tal como es planteado en el trabajo de Aghadiuno
(1992). Asi, aungque el origen de las Matematicas se encuentra ligado a problemas y
necesidades cotidianas, los griegos consiguieron transformarla en un sistema
deductivo no basado en procedimientos empiricos: como resultado Ciencia y
Matematicas pasan a ocuparse de mundos distintos -mundo empirico versus mundo de
las ideas y teorias-, aunque no independientes pues, con Galileo como figura
paradigmatica, las ciencias acaban matematizandose, reivindicando su derecho a
idealizar y manipular matematicamente (Mathews, 1994b). Sin embargo, de acuerdo
con Aghadiuno (1992), la aportacién de Newton en el siglo XVII supone un punto
critico en esta relacidon entre Fisica y Mateméticas: con sus trabajos sobre el Célculo
diferencial llega a producirse una “colonizacion” (sic) de la Fisica sobre las
Matematicas, donde se trabajan los problemas de los “colonizadores” desde el

lenguaje de los colonizadores, de tal manera que las Matematicas pasan a ser sélo las

80



Primera hipotesis: disefio experimental

Matematicas para fisicos. Ya en el siglo XIX, con Gauss y Cauchy, se producira la

“descolonizacion”, la vuelta a la “cultura aborigen”.

Desde esta perspectiva histérica, se ha criticado a la ensefianza actual de las
Matematicas afirmando que adolece de una visidn desequilibrada, mas imbuida de los
aspectos abstractos del XIX, olvidada de sus origenes (Gonzalez, 1991). Frente a esto,
se reivindica la cultura matematica del XVII frente a la cultura del XIX, una bldsqueda
de alternativas a la matematica de Cauchy que no sélo ofrezcan una mayor intuicién
sino que consigan destacar con mayor claridad las ideas esenciales: diferenciabilidad,
aspecto funcional y lineal... (Burn, 1993; Cuenca, 1986; Khun, 1991). En este sentido,
son reveladores algunos de los criterios recomendados en los Principles and Standards
for School Mathematics para seleccionar ideas matematicas importantes: su utilidad
para representar y resolver problemas dentro y fuera de las matematicas, o su

potencia para modelar y predecir fendbmenos de la vida real (NCTM, 2000).

Este devenir histérico permite entender la falta de conexién entre la ensefianza de
la Fisica y las Matemaéticas a pesar de que comparten en muchas ocasiones conceptos,
ideas y técnicas comunes. Es frecuente que en la asignatura de Fisica se realice una
introduccion superficial y meramente formal de los conceptos basicos del Calculo
diferencial, con la Unica intencién de que sepan aplicar reglas sencillas y entender el
lenguaje cuando la situaciéon lo requiera; por otro lado, el escaso contenido conceptual
del Calculo en la asignatura de Matematicas esta dominado por un lenguaje abstracto
bastante alejado de la intuicion y de los problemas fisicos. En estas condiciones, no es
de extrafiar que la Unica transferencia real de las ensefianzas de una asignatura a la
otra se limite al uso de técnicas sin sentido (Monk, 1994), y que no reconozcan el
concepto de derivada, diferencial o integral de una asignatura a otra: con frecuencia
los alumnos sélo al final y con relativa sorpresa, cuando ya el lenguaje les resulta
familiar, identifican todo el proceso que conduce al calculo de la velocidad instantanea
con la derivada de Matematicas, o todo el proceso que conduce al célculo del trabajo
realizado por una fuerza variable con la integral de Matematicas. Es comprensible
entonces que conceptos como el de diferencial gocen de un estatus, papel y
significado completamente distinto en cada disciplina y, por tanto, en su ensefianza

(Artigue, 1986; Artigue y Viennot, 1987).
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Esta falta de conexidn entre la ensefianza de ambas asignaturas agrava los légicos
problemas de transferencia de una a otra cuando comparten conceptos o teorias.
Foros como el de la Unesco o el de la seccion editorial del Journal of Research in
Science Teaching se hacen eco de estos problemas y recomiendan hacer esfuerzos por
coordinar el curriculo y la instruccion de las asignaturas de Ciencias y Matematicas asi
como promover la investigacion relativa al aprendizaje de las Matematicas y los
conceptos fisicos (Unesco, 1975b; Good, 1991). Asi, Physics Education dedicé en 1994
un numero completo a tratar el tema, reconociendo que "el lugar de las matematicas
en la fisica parece ser un tema perenne de discusidon entre profesores de fisica de
todos los niveles" (Parker, 1994). Pero no basta con una simple coordinacién de
programas, sino que es preciso un cambio en la mentalidad del profesor, que sea
capaz de poner en duda su propia concepcion de las Matematicas (Confrey y Smith,

1994; Ferrini-Mundy y Geuther, 1991; Mura, 1993 y 1995).

Por dltimo, debe tenerse en cuenta que el concepto especifico de diferencial ha
sufrido una evolucién de manera que el establecimiento de un significado qie alna
precision y sentido fisico se ha realizado en épocas recientes, asignandole a partir de
entonces un papel fundamental en la estructura del Calculo. Cabe esperar que estas
aportaciones aun no hayan sido recogidas en los programas y materiales de
ensefianza, y menos aun en los de Fisica, tal como parecen mostrar los primeros

estudios (Alibert et al., 1987; Artigue, 1986; Menigaux, 1989).
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Capitulo 4

DISENO EXPERIMENTAL PARA LA

CONTRASTACION DE LA PRIMERA HIPOTESIS.

En el capitulo 3 se han expuesto las razones por las que creemos que la
ensefanza y uso habitual del concepto de diferencial adolece de serias carencias que
afectan negativamente a su comprension por parte de los alumnos en el contexto de
la Fisica, afirmacion que constituye el contenido de nuestra primera hipoétesis. En este
capitulo presentaremos la operativizacion de la hipétesis en un conjunto de
consecuencias directamente contrastables, y los instrumentos concretos que

utilizaremos para su contrastacion.

4.1. OPERATIVIZACION DE LA HIPOTESISY VISION GENERAL DEL DISENO

Antes de presentar una panoramica general del disefio experimental queremos
advertir contra el error, en el que en ocasiones se ha incurrido, de confundir la
investigacion didactica con trabajos de tipo socioldgico: en la investigacidon educativa
lo mas relevante no es, en general, el tamafo de la muestra sino la riqueza del disefio
y la medida en que es capaz de explorar diversas facetas e implicaciones de la
hipétesis. Nuestra intencién no es, pues, obtener resultados representativos de toda
una poblacién; por el contrario, pretendemos abordar problemas concretos con
profundidad sin recurrir necesariamente a muestras muy amplias, pero si utilizando en
cambio distintas formas de contrastacién, con el objeto de mostrar la coherencia de
los resultados obtenidos. Por otra parte, en educacién interesan en general las
grandes diferencias, lo que evidentemente reduce las exigencias de tamafio de las
muestras para poder considerar que dichas diferencias sean estadisticamente

significativas (Hayman 1981; Wilson et al., 1986). Este es el caso, por ejemplo, de la
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tesis doctoral de M. Hewson, basada en el trabajo realizado con unos 40 alumnos
(Hewson y Hewson, 1984). Por supuesto, ello plantea el problema de la generabilidad
que, como es logico, hay que buscar fundamentalmente en la replicaciéon de las

investigaciones realizadas por otros autores.

Este ha sido el planteamiento utilizado para el presente trabajo. No obstante,
hemos de indicar que dada la escasa existencia de estudios sobre este tema dentro y
fuera de nuestro pais, en la primera parte -dedicada al diagndéstico o identificaciéon de
deficiencias- hemos intentado afianzar al maximo los resultados obtenidos utilizando
diversas muestras, lo que ha supuesto implicar aproximadamente a un total de 750
estudiantes, 200 profesores en activo de Secundaria y varias decenas de libros de
texto. Sin ambargo, la caracteristica general del disefio sigue siendo la multiplicidad
de abordes con objeto de mostrar la coherencia de los resultados obtenidos y
contribuir asi a aumentar su validez. De este modo hemos procedido -como se vera a
lo largo del disefio- a la contrastaciéon de un total de veinte consecuencias de la

primera hipoétesis.

La validaciéon de nuestra hipotesis supone confirmar que los indicadores de una
adecuada comprension del uso de la diferencial en el contexto fisico (ver cuadro 2.11,
cap. 2, p. 81) estan ausentes en la ensefianza y aprendizaje habitual de la Fisica, mas
concretamente: en la forma de actuar y en lo que saben y dicen los profesores y
estudiantes. Ademas, si se tiene en cuenta el uso generalizado del libro de texto y su
notable influencia en lo que realmente ocurre en las aulas, las deficiencias en la
ensefianza deben manifestarse también en los libros de texto. Asi pues, la ausencia de
los citados indicadores en la ensefianza y aprendizaje habitual de la Fisica deberia
reflejarse en: a) los libros de texto, b) los profesores y, c¢) los estudiantes, lo
que da lugar a tres claras derivaciones de la hipétesis y constituye un primer paso en

su operativizacion.

El siguiente paso consiste en analizar, para cada derivacion, los indicadores de una
adecuada comprensién y concretar consecuencias directamente contrastables que
permitan valorar su existencia. Con la intencién de proporcionar una vision de
conjunto mas clara, en las tablas 4.1 y 4.11 se presentan todas esas consecuencias,
relacionadas cada una de ellas con un indicador concreto y con el instrumento

experimental que seré descrito en las paginas siguientes.
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Como se observara, el segundo indicador da lugar a dos consecuencias en cada
derivacion, mientras otros indicadores no dan lugar a ninguna consecuencia. Asi, en la
derivacioén referida a los libros de texto no aparece una consecuencia sobre la actitud
que provoca, por razones obvias, ni tampoco aparece una consecuencia sobre el uso
con sentido de la estrategia del Calculo, algo que sera dificil medir directamente al
analizar el texto y, sin embargo, es méas sencillo de contrastar en las restantes
derivaciones. Del mismo modo, en las derivaciones referidas a profesores y
estudiantes no aparece ninguna consecuencia sobre la naturaleza hipotética de la
diferencial, pues lo consideramos muy alejado de las concepciones habituales y
bastard con confirmar su ausencia en los libros de texto. Con todo ello, hemos
obtenido un total de veinte consecuencias directamente contrastables (seis referidas a

libros de texto, siete a profesores y otras siete a estudiantes).

85



86

TABLA 4.1. Consecuencias directamente contrastables de la derivacion de la primera hipo6tesis referida a los LIBROS DE TEXTO

Una adecuada comprension y uso de

la diferencial supondria...

CONSECUENCIAS: Sin embargo, en los libros de texto....

INSTRUMENTOS

Saber cuando y por qué se hace necesario

Su uso

L1. La atencién prestada a la justificacion del uso de la diferencial es muy escasa y
limitada, si acaso, a las primeras ocasiones, aunque se trate de un nivel en el que se
acaba de introducir el concepto de diferencial. En todo caso, no se hace una justificacion

correcta ni cuando es usada por primera vez ni en las ocasiones sucesivas.

Red de anaélisis n° 1,

apartado A

Red de analisis n° 2

Saber explicar con precision y sentido
fisico el significado de las expresiones
diferenciales, reconocer que la diferencial
valores numéricos e

puede tomar

interpretar el significado de los mismos.

L2. No se asigna significado explicito propio a la diferencial, tan sélo se le identifica con
un incremento muy pequefio. En todo caso, no se conceptualiza dy como una

estimacién del Ay.

L3. No se asignan valores numéricos concretos a la diferencial, y si se hace en alguna

ocasion seran interpretados como incrementos muy pequefios.

Red de anaélisis n° 1,

apartado B

Conocer y justificar la relacion que existe

entre la diferencial y la derivada:
y'=dy/dx, y aceptar sin ambiguedad los
razonamientos en los que se utiliza esa

relacion.

L4. Se trata de forma ambigua e inconsistente el cociente diferencial. En un mismo libro

se interpreta la expresion dy/dx de distintas maneras, sin establecer relacion alguna
entre ellas:
- como un operador (d/dx) que se aplica a la funcion (y)
- como un cociente de dos términos (dy, dx) que se despejan y se someten
por separado a cualquier operacion matematica.
- como un término —el Gltimo- de la sucesién de cocientes: Ay/Ax, resultando

el numerador y el denominador dos incrementos infinitamente pequefios.

Red de anaélisis n° 1,

apartado C




TABLA 4.1 (continuacion). Consecuencias directamente contrastables de la derivacion de la primera hipotesis referida a los LIBROS DE TEXTO

Una adecuada comprensién y uso de

la diferencial supondria...

CONSECUENCIAS: Sin embargo, en los libros de texto....

INSTRUMENTOS

Conocer el significado de la integral y

saber justificar el denominado Teorema

L5. Aunque se usa el concepto de integral como sumas de Riemann, y no simplemente

como primitivas, no se explica -aunque sea con algun breve comentario o argumento-

. o por qué el célculo de esas sumas se realiza mediante el calculo de la antiderivada. En|Red de analisis n°® 1,
Fundamental, es decir, por qué laintegral ) o ) - )
. . 3 algunos casos, para intentar justificar que dy=Ay, se utilizara la idea errénea de que la|apartado D
definida requiere el calculo de ] ) ) )
o . o suma de incrementos muy pequefios acaba conduciendo siempre al incremento
antiderivadas o funciones primitivas .
macroscopico buscado.
Ser consciente de la naturaleza hipotética,
tentativa, en casi todas las situaciones ) ] . ) . o .
) ) ) ] L6. No se menciona la naturaleza hipotética de la diferencial, ni siquiera se menciona la
fisicas, de la expresion diferencial de| . ) ) y ) . .
idea de que so6lo existe una expresion diferencial correcta en cada caso. De forma [Red de anélisis n° 1,

partida, y saber que la validez de esa
hipétesis no puede ser contrastada
directamente sino a través del resultado al

que conduce

implicita, se considera que cualquier incremento, con tal de que sea muy pequerfio, es

una buena expresion diferencial.

apartado E
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TABLA 4.11. Consecuencias directamente contrastables de las derivaciones de la primera hipo6tesis referidas a los PROFESORES y ESTUDIANTES

Una adecuada comprension y uso de

la diferencial supondria...

CONSECUENCIAS: Sin embargo, profesores y estudiantes....

INSTRUMENTOS

Saber cuando y por qué se hace necesario

Su uso

P1—E1. Escriben directamente expresiones diferenciales cuando resuelven problemas,
sin justificar su uso, y aplican mecanicamente el Calculo incluso en situaciones en las
que no es necesario hacerlo. Tampoco saben identificar, ante situaciones fisicas
concretas, la causa que obliga a pasar de una expresion incremental a la expresiéon

diferencial.

Cuestiones: Clep, C5e

Problemas

Saber explicar con precision y sentido
fisico el significado de las expresiones
diferenciales, reconocer que la diferencial
valores numéricos e

puede tomar

interpretar el significado de los mismos.

P2-E2. No explican el significado de las expresiones diferenciales que ellos mismo
escriben cuando resuelven problemas de Fisica, y cuando se les pregunta directamente
por el significado de expresiones diferenciales no le asignan un significado especifico,
tan solo en ocasiones las identifican con un incremento muy pequefio, sin mencionar la

idea de estimacion.

P3-E3. Tienen dificultades para calcular valores numéricos concretos de la diferencial, e
incluso para admitir distintos valores numeéricos. No saben explicar el significado de

algun valor numérico concreto de la diferencial.

Cuestiones: Clep, C3ep,
C5p, C7e

Problemas

Cuestiones: C2ep, C3ep

Conocer y justificar la relacidon que existe

entre la diferencial y la derivada:
y'=dy/dx, y aceptar sin ambigiedad los
razonamientos en los que se utiliza esa

relacion.

P4-E4. Aunque han usado con frecuencia razonamientos en los que interviene la idea
de la derivada como cociente de diferenciales, tienen dificultades para reconocer
verbalmente esta relacion e incluso para aplicarla en el calculo de diferenciales a partir

de un valor conocido de la derivada.

Cuestiones: C3ep, C6e




TABLA 4.11 (continuacion). Consecuencias directamente contrastables de la primera hipotesis referidas a los PROFESORES y ESTUDIANTES

Una adecuada comprension y uso de

la diferencial supondria...

CONSECUENCIAS: Sin embargo, profesores y estudiantes....

INSTRUMENTOS

Conocer el significado de la integral y
saber justificar el denominado Teorema
Fundamental, es decir, por qué la integral
definida de

requiere el calculo

antiderivadas o funciones primitivas

P5-E5. Aunque conocen el concepto de integral como sumas de Riemann, cuando lo
usan se limitan a su mecanica de calculo, evitando asi justificar por qué el calculo de las
sumas se realiza mediante antiderivadas. Cuando se les pide directamente esa

justificacién, no aportan ningdn argumento, tan s6lo enuncian supuestas evidencias.

Cuestion C4ep

Problemas

Utilizar con sentido la estrategia del

P6-E6. El uso del Calculo en la Fisica se limita a la aplicacion mecanica de reglas, lo que | Cuestiones: Cép, C7p,
Calculo en situaciones y problemas en los
. . - provoca dificultades para utilizarlo en situaciones novedosas, y da lugar a unas bajas Cge
que domine el contenido fisico de los
. expectativas sobre la posibilidad de que el Calculo sea usado con sentido. Problemas
mismos
Valorar positivamente el papel de la|P7-E7. Perciben el uso del Calculo diferencial como un obstaculo mas que como una | Cuestiones: C6p, C7p,

diferencial en el aprendizaje de la Fisica

ayuda, y lo identifican como una fuente de actitudes negativas hacia la Fisica.

C8e
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Primera hipétesis: disefio experimental (libros de texto)

En los siguientes apartados presentaremos los instrumentos experimentales que
hemos preparado para contrastar cada una de esas consecuencias. Para proporcionar
una vision de conjunto y facilitar la localizacion, en el siguiente cuadro se presenta un

indice de esos instrumentos.

Cuadro 4.1. Instrumentos experimentales elaborados para Ila

contrastacion de la primera hipdtesis

Red de andlisis de teXtoS NO 1 ... e e p. 111
Red de analisis de teXtOoS N® 2 ... p. 119
Cuestiones abiertas y cerradas para estudiantes y profesores ..... p. 126
Problemas para estudiantes y profesores ......cccovceevveiiiieiinineiennenen. p. 146

Problema ejemplificador en situacion de ensefianza para profesores p. 152

Entrevista a estudiantes y profesores en formacion ....................... p. 154

4.2.  INSTRUMENTOS PARA COMPROBAR LA AUSENCIA EN LOS LIBROS DE
TEXTO DE LOS INDICADORES DE UNA ADECUADA COMPRENSION DE LA
DIFERENCIAL EN LA FiSICA

La investigacion didactica ha sefialado en repetidas ocasiones que seguramente el
libro de texto es el mas importante de los recursos que usan los profesores en sus
clases (Bullejos, 1983; Otero, 1997). Tanto es asi que Del Carmen y Jiménez (1997)
afirman que “la importancia que el profesorado les asigna es muy grande, y puede
decirse que una de las decisiones méas importantes que toman muchas personas cada

curso o cada vez que cambia el plan de estudios, es la de escoger un libro de texto”.

Esta influencia de los libros de texto en la ensefianza habitual, nos ha aconsejado
estudiarlos para poner de relieve que la manera en que se introduce y se usa el

concepto de diferencial no favorece una comprensién adecuada.

Se analizaran textos de Fisica y Quimica desde 3° BUP hasta primer curso
universitario, por ser aquellos que se encargan de la introduccién y primeras ocasiones
de uso de la diferencial en las clases de Fisica. Hemos pretendido que la muestra de
libros a analizar cubra ampliamente los distintos niveles, pero también que sea

representativa de manera que incluya los textos usados con mayor frecuencia en las

aulas.
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Primera hipétesis: disefio experimental (libros de texto)

Para analizar en qué medida los textos de Fisica -incluyendo sus apéndices
matematicos, si los hubiera- presentan las deficiencias enunciadas hemos elaborado

dos redes de andlisis complementarias:

- La primera red pretende realizar un analisis global del texto, valorando si en
alguna ocasion estan presentes los indicadores de una adecuada

comprension de la diferencial.

- La segunda red pretende realizar un estudio mas exhaustivo sobre la
justificacion de la diferencial en momentos clave del uso de expresiones
diferenciales en el texto. Para ello, hemos seleccionado tres tépicos basicos
de un curso de Fisica, representativos de cada uno de esos momentos

clave, y que seran analizados en todos los textos.

Red de analisis de textos n° 1

La red (ver p. 112) consta de quince items en los que hay que contestar SI o NO.
Los dos primeros items tratan de identificar qué textos usan la diferencial y de qué
forma lo hacen: con sentido en si misma, dentro de la derivada y/o dentro de la

integral. Los trece items restantes estan organizados en cinco bloques:

A) justificacion del uso de la diferencial

B) significado asignado a la diferencial

C) relacién que se establece entre diferencial y derivada

D) significado asignado a la integral y justificacién del Teorema Fundamental

E) naturaleza hipotética de la diferencial

Cuadro 4. 11. Red de analisis de textos n° 1

Datos identificativos del texto:

Autor/es:

Titulo: Curso:

Editorial: Ao ed. original: Ao ed. espafiol:

1. ¢Utiliza en alguna ocasion la diferencial? .........coooiiiiiiiiiiiii e Si - NO

91
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

¢En qué contextos? - Dentro de la expresiéon de la derivada .............
- Dentro de la expresion de la integral ...............

- Consentido en Si MiSMa ...ccccvvviiiiiiiiiiiiiieiennens

A) Sobre la justificacion del uso de la diferencial:
Cuando se usa la diferencial con sentido en si misma, ¢en alguna ocasion se
muestran las insuficiencias del calculo ordinario? .......ccceveiiiiiiiiiiiiiiieeennns

¢Es habitual en el texto justificar la necesidad de usar la diferencial? ......

B) Sobre el significado de la diferencial:
¢Se asigna expresamente algun significado a la diferencial? ....................
¢Se afirma que df es un Af muy pequefio o infinitamente pequefio? .........

¢;Se hace referencia en alguna ocasién al caracter lineal de df respecto al

¢En alguna ocasion se asigna un valor numérico concreto a la diferencial?

¢Se comenta en algun caso que d f puede tomar distintos valores numéricos?

C) Sobre la relacion de la diferencial con la derivada:
¢Se usa la concepcién de la derivada como cociente diferencial? ..............

¢Se explica dicha coONCEPCIONT? ... e i

D) Sobre el significado de la integral y la justificacion del Teor. Ftal.:
¢Se usa la concepcioén de la integral como sumas de Riemann? .................
¢Justifica que  dM = AM (6 M) simplemente identificando dM con AM muy
pequefios cuya suma da el AM (6 M) MacroScOPiCO? .......ceueeeeunrereneeennnennn.

¢Se justifica, al menos intuitiva o geométricamente, el Teor. Fundamental?

E) Sobre la naturaleza hipotética de la diferencial:
¢En alguna ocasion se refiere al caracter hipotético de la expresion

(o T3 {1 (=1 0 T3 = L

NO
NO
NO

NO
NO

NO

NO

NO

NO
NO

NO
NO

NO

NO

NO

NO
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Primera hipétesis: disefio experimental (libros de texto)

Con la finalidad de poder contestar a las preguntas con la mayor precisidon posible,
hemos elaborado previamente los siguientes criterios de valoracién, en los que se
expresa qué buscamos en cada item y las situaciones posibles que podemos encontrar

que seran indicadoras de una decisidon en uno u otro sentido:

1. ;Se utiliza la diferencial?

Buscaremos en el texto si, en alguna ocasiéon, escribe términos o expresiones

diferenciales, sea en el contexto que sea.

2. ¢En qué contextos se utiliza?

Para especificar mejor en qué situacion se usa la diferencial hemos distinguido tres
contextos no excluyentes: a) cuando la usa dentro de la derivada, b) cuando la usa
dentro de la integral, y c) cuando la usa con sentido en si misma, ya sea como término
diferencial independiente (como por ejemplo: “tomamos un desplazamiento diferencial
dr”) o dentro de una expresién diferencial (como por ejemplo: “el trabajo realizado en
este caso sera dW=F- dr”). Nuestro maximo interés se centra en el contexto c), y las

preguntas de los bloques A, B y E se refieren a esa situacion.

3. Cuando se usa la diferencial con sentido en si misma, ¢en alguna ocasion se

muestran las insuficiencias del calculo ordinario?

Tratamos de averiguar si se justifica la necesidad de hacer uso del concepto de
diferencial. Logicamente, esta justificacion deberia producirse al menos en la primera
ocasion que hace uso de la misma; no obstante, en caso de no ser asi analizaremos
ocasiones sucesivas para encontrar alguna justificacion. Admitiremos como justificacion
cualquier referencia a la existencia de una variacion no uniforme de una magnitud
acomparfiada de algun comentario que haga ver la insuficiencia del calculo ordinario para
abordar la situacion o, en su defecto, nos bastara incluso con un comentario que haga ver

como el Célculo diferencial supera esta dificultad.

Por ejemplo, en el caso del concepto de trabajo, no se considerara justificacion valida
comentarios del tipo: "se define el trabajo elemental realizado por una fuerza variable...",
"tomando elementos diferenciales”, "el trabajo realizado en un desplazamiento dr...", "si
la fuerza no es constante, el trabajo realizado en un desplazamiento infinitesimal..."; por

el contrario, si admitiremos como justificacion valida comentarios similares al siguiente:

"si la fuerza no es constante, tomamos desplazamientos infinitamente pequefios en los
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cuales puede suponerse que la fuerza no varia y puede utilizarse entonces la expresion ya

definida...".

Aunque, como ya hemos justificado en el primer capitulo de este trabajo, el dltimo tipo de
comentarios tampoco es consistente (por muy pequefio que sea el desplazamiento la
fuerza nunca sera constante), lo admitiremos como valido pues supone un intento de
mostrar como la nueva expresion supera dificultades que aparecian con la expresion

operativa del trabajo realizado por una fuerza constante.

4. {Es habitual en el texto justificar la necesidad de usar la diferencial?

Se trata de ver si, una vez justificado el uso de la diferencial con sentido en si misma en
una primera ocasion, se hace también en los distintos tépicos que siguen a continuacion.
Consideramos importante esta cuestidon en los textos de Fisica, donde al tratarse de
situaciones y magnitudes muy distintas, no puede considerarse suficiente la justificacion

realizada en un primer o Unico tdpico.

Para responder a esta pregunta en un sentido o en otro, estudiaremos si justifica el uso
de la diferencial (con el mismo criterio establecido en la pregunta anterior) en una serie
de topicos en los que es previsible que se utilice. Contestaremos afirmativamente cuando
el numero de veces en que si se justifica sea mayor que el nUmero de ocasiones en que

no se hace.

Los tdpicos seleccionados en que fijaremos nuestra atencién han sido deducidos de la
enumeracion que a titulo de gemplo se hizo en el capitulo 2 (pp. 79-80) y que

corresponden a conceptos muy distintos. Estos han sido:

- Laprimera vez alo largo de los temas de Cinematica o Dinamica en que se usa la
diferencial sin que haya sido despejada directamente de una d erivada. Por ejemplo:
dA en la demostracién de la segunda ley de Kepler, o dv en movimientos donde
existe friccion con un fluido, o dp antes de escribir la fuerza como derivada del
momento lineal.

- Célculo de momentos de inercia. Si no existe, nos fijaremos en el calculo de centros
de masas.

- Trabajo realizado por una fuerza. Definicién y calculos concretos.

- Gradiente de una funcion escalar

- Flujo de un campo vectorial. En el caso general, o en un tipo de campo concreto:
eléctrico, gravitatorio, o magnético.

- Campos creados por distribuciones continuas (de cargas, de masas, de corrientes)



Primera hipétesis: disefio experimental (libros de texto)

- Energia o potencial de un conductor o de un condensador cargado
- Fuerza magnética sobre corrientes
- Absorcion de intensidad de una onda por un medio

- Ley de las desintegraciones radiactivas

En aquellos textos en que no se traten todos los tépicos, completaremos el estudio con

otros similares, si los hay.

Légicamente, la respuesta a esta tercera pregunta quedaré en blanco si la diferencial sélo
se utiliza una vez a lo largo del texto, o si en la pregunta n® 2 la respuesta ha sido

también en blanco.

5. ¢(Se asignha expresamente algun significado a la diferencial?

Con este item deseamos comprobar en qué medida se da algun significado a la diferencial
en alguno de los contextos especificados en el item 1. Realizaremos esta valoracion
analizando si en los comentarios que acompafan a las expresiones donde aparecen
términos diferenciales se encuentra alguna frase en la que se asigne algun significado

explicito, correcto o no, a la diferencial.

6. (Se afirma que df es un Af muy pequefio o infinitamente pequefio?

Ya hemos advertido en los capitulos anteriores que la concepcién de la diferencial como
cantidad infinitesimal, siendo errénea, se mantuvo durante la primera etapa de
nacimiento del Calculo. Al ser un significado habitualmente utilizado en el contexto de la

Fisica, hemos dedicado una pregunta especifica para este significado particular.

7. ;Se hace referencia en alguna ocasion al caracter lineal de df respecto al Ax?

Aun cuando esta referencia no se haga explicitamente, admitiremos que podria
encontrarse implicita en comentarios del tipo: “df es tan pequefio que permite suponer
alguna magnitud como constante, que ‘no le da tiempo a variar’”. Sin embargo,
esperamos que la fijacion en el error de que df es un Af infinitesimalmente pequefio
impedira que esta idea pueda aparecer por innecesaria (“es tan pequefio, que es
innecesario suponer que ‘algo’ se considera constante”). Nuestra intenciéon en este item

es averiguar si el texto menciona esta idea en alguna ocasién, aunque sea de pasada.

8. ¢En alguna ocasion se asigna un valor numeérico concreto a la diferencial?
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Pretendemos averiguar si en algun lugar del texto se asigna un valor numérico concreto a
la diferencial, sea cual sea ese valor. En este caso no basta con comentar que se trata de

una cantidad infinitesimal, sino de asignar una cantidad numérica concreta.

9. ¢Se comenta en algun caso que df puede tomar distintos valores numéricos?

Se trata de averiguar si los textos admiten que la diferencial tiene un caréacter funcional,
gue puede tomar distintos valores segln el valor que tomen las variables (x, Ax). Cuando
en el texto se haga referencia a distintos valores numéricos posibles para la diferencial la
respuesta sera afirmativa (desfavorable para nuestra hipdtesis), aunque no se mencione

explicitamente el caracter funcional de la misma.

10. ¢Se usa la concepcion de la derivada como cociente diferencial?

En general, en los textos de Fisica se escribe la derivada de una funcién como d f/dx, pero
esto podria interpretarse como una forma resumida de expresar “derivada def respecto
de x” de manera que no se hiciese una lectura como cociente de dos cantidades sino
como un operador (d/dx) que se aplica a la funcionf, y que podria ser sustituido por otra
notacion como f'(x) o y'. Pretendemos averiguar con esta pregunta cual es la verdadera
interpretacion que hace de esa expresion a través de su manera de usarlo. En concreto,
nos fijaremos si en la practica utiliza la derivada como un cociente de términos
diferenciales, por ejemplo: si despeja expresiones diferenciales del denominador pasando
al numerador, si divide diferenciales y concluye en la derivada... independientemente de

que haya justificado o no este proceder.

11. ;Se explica la concepcion de la derivada como cociente de diferenciales?

Se trata de averiguar ahora no ya el uso de la derivada como cociente diferencial, sino si
existe algun comentario que explique que la nueva forma de expresar la derivada es un
verdadero cociente, aunque luego pudiera darse el caso de que no lo utilice, e
independientemente del significado que se le asigne a la diferencial. Con esta cuestion
identificaremos textos que, cuando introduzcan la derivada, la escriban de inmediato
como un cociente diferencial sin realizar el menor esfuerzo por interpretarlo. Esta falta de
justificacion y explicacion de un proceso que, en general, luego se va a usar de manera
reiterada, puede ser ilustrativo de un enfoque meramente operativista en el uso del

Calculo diferencial y de la actitud acritica que se espera de los estudiantes.
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12. ;Se usa la concepcion de la integral como sumas de Riemann?

En el item 2, en su segundo apartado, ya se habra determinado si el texto utiliza la
integral. Pretendemos ahora averiguar si la utiliza simplemente como operacién inversa a
la derivada o a la diferencial (por ejemplo, cuando quita la “d” de diferencial o el operador
derivada simplemente comentando: “integrando...”), o si la introduce como sumas de

Riemann.

Aunque solamente se realice un comentario en algunas lineas donde se haga ver que se
puede pasar de la expresion diferencial al incremento mediante una suma... y se
relacione ese proceso con la integracion, daremos una contestacion afirmativa al item
(contraria a nuestra hipotesis), incluso aunque no se llegue a escribir ni utilizar ninguna

integral.

13. ¢Justifica que M =AM (o M) simplemente identificando &M con AV muy

pequefios cuya suma da el AM (o M) macroscopico?

Si introduce en alguna ocasién el concepto de integral como sumas de Riemann,
estudiaremos si el Unico argumento para justificar que el limite de la suma de
diferenciales sea igual al incremento consiste en la identificacién de la diferencial con
incrementos muy pequefios; como ya hemos explicado (cap. 2, pp. 66-68), este
argumento es incorrecto y refuerza una idea errénea bastante extendida. Precisamente,
para que el limite de la suma de diferenciales sea igual al incremento es necesario exigir
que la estimacion lineal sea tangente, es decir, que su pendiente coincida con la funcién

derivada: dy/dx=y’.
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14. ¢Se justifica, al menos intuitiva o0 geométricamente, el Teorema

Fundamental del Calculo?

Después de introducir el concepto de integral como sumas de Riemann, se resuelven las
integrales planteadas mediante el calculo de la antiderivada o primitiva, es decir,
aplicando el Teorema Fundamental del Calculo. Sin embargo, es muy posible que nunca
se ofrezca una justificacion que permita relacionar ese concepto de integral con la
antiderivacion. Aceptaremos como justificacion, en contra de nuestra hipoétesis, cualquier
comentario, aunque sea grafico o de caracter intuitivo, destinado a relacionar integraciéon

y derivacion.

Cuando no introduce la integral como sumas de Riemann sino que se limita a calcular
primitivas a partir de la funciéon derivada, no podemos exigir que se argumente este

teorema aunque también lo buscaremos en el texto.

15. ¢(En alguna ocasion se hace referencia al caracter hipotético de la expresion

diferencial?

Cuando la diferencial se deduce de la expresién de la derivada o se introduce como una
definicién, es evidente que no tiene un caracter hipotético (este es el caso de la expresion
de dv deducida de la definicion de la aceleracion, o la expresion de dW para el trabajo
realizado). Sin embargo, en otras ocasiones (dN en la ley de las desintegraciones
radiactivas, dV en los calculos geométricos para averiguar centros de masas o momentos
de inercia concretos, dl en la absorcion de ondas, problemas resueltos, etc.) se plantea
una expresion diferencial, como punto de partida, que es una entre las muchas
expresiones posibles, y cuya validez esta condicionada a la contrastacion del resultado
obtenido. Se trata de averiguar si el texto hace explicito, de algin modo, este caracter
hipotético de la expresion diferencial inicial, o actia erréneamente como si no cupiera
duda alguna de la validez de la expresién de partida. Si en el libro no se tratan

situaciones de este tipo, dejaremos sin contestar esta pregunta.
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Con la aplicacién de la primera red de andlisis esperamos obtener unos resultados
contundentes, favorables a nuestra hipdtesis, sobre cada uno de los indicadores de
una adecuada comprension de la diferencial. Por ello, y para aumentar la fiabilidad de
la valoracién, adoptaremos el criterio de valorar cualquier item desfavorablemente
para nuestra hipotesis si se encuentra una sola ocasién en el texto contraria a dicha
hipétesis, excepto en el item 4 con el que pretendemos reconocer si la justificacion es

anecdoética o es habitual a lo largo del texto.

La valoraciéon sera realizada por dos investigadores de forma independiente, que
previamente han acordado sus criterios valorando una pequefia muestra de textos y

comparando sus resultados.

Para el analisis de los datos recogidos, contabilizaremos el porcentaje de
respuestas afirmativas y negativas a cada una de las preguntas. Los esultados se

presentaran separados por niveles y también de forma global.

Red de analisis de textos n® 2

La aplicacion de la primera red de andlisis nos permitira confirmar la ausencia
generalizada de los distintos indicadores de un buen uso de la diferencial en los

textos.

Las carencias detectadas por esa primera red de andlisis en relaciéon con la
presencia o no de una justificacion habitual del uso de la diferencial podrian ser
achacadas a la necesidad de no repetir una vez tras otra a lo largo del texto los
mismos comentarios cuando se usa la diferencial. Parece l6gico que esos comentarios
sean mas amplios y precisos al principio y que después vayan haciéndose mas

concisos, pero en ningln caso es razonable que desaparezcan.

Para analizar con detalle la existencia de unos comentarios minimos y comunes a
todos los tépicos, asi como las diferencias entre unos y otros, hemos seleccionado tres
topicos correspondientes a distintas situaciones o0 momentos clave en que se usa la

diferencial:

A) Trabajo realizado por una fuerza variable. Este topico es el prototipo

en el que se escribe por primera vez una expresion diferencial sin haberla
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B)

)

despejado de una derivada; en él esperamos encontrar los comentarios mas

precisos.

Energia almacenada por un condensador cargado. La expresion
diferencial puede constituir la definicibn operativa de una magnitud,
careciendo por tanto de caracter hipotético; en estos casos, previamente se
ha definido de forma operativa la magnitud cuando existe un
comportamiento uniforme (Ap=F- At, AE=F,- Ar, AE=V.- Aq, etc.), y la
expresion diferencial no es mas que una ampliacion de esa definicion al
caso no uniforme (dp=F- dt, de=F,- dr, dE=V- dq, etc.). El primer tépico
(Trabajo realizado por una fuerza variable) responde a estas caracteristicas,
pero hemos seleccionado este segundo tépico por ser representativo de una

situacién mas, sin la especial atencidn que merecen las primeras ocasiones.

Ley de absorciéon luminosa. Este tdpico es representativo de la situacion
mas frecuente en la resoluciéon de problemas: se escribe una expresion
diferencial que representa un comportamiento fisico imaginario, a modo de
hipotesis, que se utiliza para llegar a obtener el comportamiento real. Estas
situaciones son las mas ricas tanto para explicar el significado de los
conceptos como la estrategia general cel Calculo diferencial. (En ausencia

de este tdpico, estudiaremos: Ley de las desintegraciones radiactivas).

En cada uno de esos tres tépicos se analizaran los comentarios relacionados con la

justificacion de la diferencial. En el cuadro 4.111 (ver p. 19) se presenta la red de

analisis que utilizaremos, distinguiendo:

1. Comentario correcto (comentario 1)
2. Comentarios con algun significado (comentarios 2 y 3)
3. Comentarios carentes de significado (comentarios 4, 5, 6y 7)
Cuadro 4.111. Red de analisis de textos n® 2 para analizar la justificacion de la

diferencial en los tres topicos seleccionados.

Datos identificativos del texto:

Autor/es:
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Titulo: Curso:

Editorial: Ao ed. original: Ao ed. espafiol:

Comentario para justificar el uso de la diferencial en el tépico:

Trabajo realizado por una fuerza variable .................. 1-2-3-4-5-6-7
Energia almacenada por un condensador cargado ..... 1-2-3-4-5-6-7
Ley de absorcion luminosa ........cccccveieiiiiiiiiiiiiiniiieaaenns 1-2-3-4-5-6-7

Descripcion de cada tipo de comentario:
1.
2.

N o a b

Reconoce situacion no uniforme y describe la estrategia del Calculo

Reconoce situacion no uniforme que le obliga a hacer una estimacion lineal
Reconoce situacion no uniforme que le obliga a tomar cantidades infinitesimales en las
que puede considerarse uniforme

Reconoce situacién no uniforme, sin afladir mas comentarios explicativos
Simplemente toma valores infinitesimales

Términos o frases hechas sin explicar el significado

Ningln comentario

Con la finalidad de identificar con la mayor precision posible cada tipo de

comentario, hemos elaborado previamente los siguientes criterios de valoracidn, en

los que se expresan las situaciones posibles que podemos encontrar que seran

indicadoras de una decisién en uno u otro sentido:

1. Comentario correcto: Se reconoce la existencia de una situaciéon no uniforme
que impide hallar directamente el valor exacto de una magnitud, y se describe la
estrategia a utilizar: realizar una estimacion lineal sobre el cambio de esa magnitud, e
intentar hallar el valor exacto a través de la acumulacion de estimaciones sucesivas. La

expresion diferencial representa el primer paso de esta estrategia.

Comentarios con algun significado, que indican alguna ventaja del uso de la diferencial,

aunque no la inserten dentro de una estrategia mas general:

2. Se reconoce la existencia de una situacion no uniforme que produce dificultades
de calculo, lo que hace necesario realizar una estimacion lineal, pero no describe la
estrategia global. Son ejemplos de este tipo de comentario: “cuando la fuerza no es
constante a lo largo del desplazamiento, no sabemos qué valor de F utilizar para calcular

la variacion de energia mediante trabajo, pero si podemos calcular lo que habria variado
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la energia si la fuerza se hubiese mantenido constante, lo que constituird una estimacioén
de la variacion real de energia”; o bien: “cuando el potencial no es constante podemos

realizar una estimacién del aumento de energia si V se hubiese mantenido constante”

3. Se reconoce la existencia de una situaciéon no uniforme que obliga a tomar
cantidades infinitesimales en las cuales se puede considerar que esas
magnitudes se mantienen constantes. Aunque este comentario asigna un significado
erréneo a la diferencial (ver caps. 1 y 2), pone de manifiesto al menos que el uso del
Calculo diferencial aparece ante las insuficiencias del calculo ordinario. Son ejemplos de
este tipo: “en el caso de fuerzas variables dividimos la trayectoria en desplazamientos tan
pequefios que podemos considerar que la fuerza es constante a lo largo de cada uno de
ellos”; o bien: “si el campo magnético no es uniforme dividimos el conductor en pequefios

segmentos para cada uno de los cuales se puede considerar B constante”

Comentarios carentes de significado:

102

4. Se reconoce la existencia de magnitudes variables y entonces, sin ningun
comentario explicativo, utiliza diferenciales. Por ejemplo: “en el caso de fuerzas

variables se toman desplazamientos infinitesimales”; o bien: “en el caso de campos no

uniformes tomamos una superficie elemental”.

5. Se hace una mera referencia nominal al valor infinitesimal o muy pequefio de
alguna magnitud sin mas comentarios descriptivos o explicativos. No es s6lo que asigha
un significado erréneo a la diferencial, sino que no se presenta razén alguna que
justifique el uso de esas supuestas cantidades muy pequefias. Por ejemplo: “tomando un

desplazamiento infinitesimal...”, “dividiendo la superficie en pequefios trozos...”.

6. Se utilizan términos o frases hechas. Por ejemplo: “elemental”, “elemento

diferencial”, etc.

7. No hay ningdn comentario previo. Por ejemplo: “la variacion de intensidad di

experimentada al atravesar un medio de espesor dx...”
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Cualquier referencia, por breve que sea, que haga alusiébn a alguno de estos
comentarios bastara para sefialar el tipo correspondiente, siempre en la subcategoria
mas desfavorable para nuestra hipétesis en caso e duda y que correspondera al de
menor nimero de orden. En el caso de que la diferencial con sentido en si misma no

se utilice dejaremos en blanco la respuesta.

Para ilustrar con mayor riqueza cada uno de los comentarios resefiados y para que
puedan entenderse mejor, realizaremos transcripciones literales de algunos

fragmentos de distintos textos.

4.3. INSTRUMENTOS PARA COMPROBAR LA AUSENCIA DE UNA
ADECUADA COMPRENSION DE LA DIFERENCIAL EN LA FiSICA ENTRE LOS
ESTUDIANTESY PROFESORES DE FISICA'Y QUIMICA

Teniendo en cuenta nuestro objetivo, hemos de seleccionar una muestra de
profesores y estudiantes que impartan o cursen asignaturas de Fisica en las que se
utilice el Calculo diferencial. Por tanto, los instrumentos experimentales se aplicaran a
estudiantes de COU y de carreras universitarias cientifico-técnicas (Fisica, Quimica,
Ingenierias...). En cuanto a los profesores, hemos pensado realizar cursos de
formacién organizados por distintos Centro de Profesores y el ICE de la Universidad de
Alicante, sobre “La introduccidon del Calculo diferencial en la ensefianza de la Fisica”, lo
que permitird disponer de muestras de profesores en activo que imparten Fisica de
COU. A pesar de no disponer de muestras de profesores universitarios, es presumible
que los resultados obtenidos con alumnos universitarios de carreras cientifico-técnicas
y con profesores de Fisica de Ensefianza Secundaria sean un reflejo de como se

ensefia en las aulas universitarias.

Para obtener evidencias que nos permitan contrastar las consecuencias que hemos
recogido en la tabla 4.11 (que concretan los indicadores de una comprension adecuada
de la diferencial en la ensefianza de la Fisica, desarrollados en el cap. 2, p. 81), hemos

elaborado instrumentos teniendo en cuenta los siguientes aspectos:

a) La necesidad de homogeneizar la influencia del contenido especifico del
contexto en que se va a utilizar la diferencial. Por ello, hemos preparado

cuestiones y problemas relacionados con una gran diversidad de contenidos

(cinematica, dinamica, fluidos, magnetismo, calor, procesos nucleares...)
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b) Suministrar por un lado ocasiones novedosas para que los alumnos vy

profesores no se vean impulsados a la repeticion sino a pensar qué van a
hacer, por qué y para qué, pero que al mismo tiempo sean asequibles

dentro de su nivel de formacioén. Por ello, hemos decidido:

Preparar problemas de distinto nivel de dificultad conceptual,
incluyendo siempre comentarios destinados a recordar los
conocimientos fisicos implicados.

- Pasar los cuestionarios a los alumnos en el mes de mayo,
garantizando asi que se haya cubierto la mayor parte del programa
de matematicas y de Fisica, y que exista un cierto entrenamiento.

- Pasar a los profesores un problema ejemplificador en situacidon de

enseflanza, donde la dificultad no provenga de sus conocimientos

fisicos.

Realizar la entrevistas semiestructuradas sobre problemas resueltos

c) El tiempo disponible para responder debe ser tal que se favorezcan las

respuestas reflexionadas, tranquilas. No buscamos errores de inatenciéon o
precipitacion, sino deficiencias en la comprensién. Por ello, el nimero de
cuestiones y/o problema que conteste cada individuo sera tal que el tiempo
maximo de respuesta requerido, tras ensayo piloto, no sobrepase los treinta
minutos (o0 cuarenta si debe responder a un problema). Ademas, para
favorecer su implicacién en las respuestas, siempre se informara oralmente
y por escrito -mediante un encabezamiento del cuestionario- de las
intenciones del trabajo que estamos realizando: mejorar, en lo posible, la

ensefianza-aprendizaje del Célculo diferencial en las clases de Fisica.

Los instrumentos elaborados son:

11 cuestiones, cerradas y semiabiertas
4 problemas

un problema ejemplificador en situacion de ensefianza para profesores
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- una entrevista semiestructurada para estudiantes y profesores en
formacion, que utilizaremos para ilustrar y confirmar la interpretacién de los

resultados obtenidos mediante respuestas escritas.

Los datos para contrastar una misma consecuencia provienen de instrumentos y

muestras diferentes.

En los subapartados siguientes describiremos cada una de las cuestiones vy
problemas, junto con un comentario sobre su intencién y los instrumentos que
emplearemos para su analisis. Como norma general, ante cualquier duda para
clasificar una respuesta nos decantaremos por la opcibn mas desfavorable para

nuestra hipotesis.

Para identificar con facilidad el tipo de pregunta, hemos utilizado las siguientes

claves:

- una letra mayuscula que indica si es una cuestion (C) o un problema (P)
- un ndamero, y
- una o dos letras minudsculas que indican el grupo al que se pasara (e:

sb6lo estudiantes, p: s6lo profesores, e-p: estudiantes y profesores)

Para evitar la continua bUsqueda de estas preguntas durante la lectura del
presente trabajo, hemos decidido reproducir su enunciado en las hojas sueltas

plastificadas que se adjuntan, y que hemos llamado: hojas recordatorio.
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4.3.1 Cuedtiones cerradasy semiabiertas

Cle-p [e-p ® comUn a estudiantes y profesores]

En un texto sobre cinematica se llega a la siguiente expresion: Av=a. At, y a continuacion se
escribe de la siguiente manera: dv=a- dt Sefala (v) cudl de las siguientes razones te parece
que justifica con mayor precisién la necesidad de hacer este paso. Calificade 0 a 10 el grado

de seguridad en tu respuesta.

Grado de seg.
(0-10)
Porque estamos considerando tiempos infinitamente pequefios ..
Porque la velocidad depende del tiempo ......cooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin.
Porque la aceleracién depende del tiempo ....ccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiinnnn..

Porque nos interesa concluir en una derivada o una integral .......

No lo sé

g B8 B8 O O B

Otra respuesta:

Explica brevemente el significado fisico de la expresion: dv = a.dt

Con esta pregunta se pretende mostrar que profesores y estudiantes desconocen
las verdaderas razones que hacen necesario recurrir al concepto de diferencial, a

pesar de tratarse de una situacidon bastante familiar para ellos y que se habra usado

en las clases en mas de una ocasion.

Conviene aclarar que mientras la aceleracién sea constante, es valida la expresion
en términos de incrementos ya sean éstos grandes o pequefios y que, sin embargo,
cuando la aceleracidn no es constante no tiene sentido la expresion en términos de
incrementos pues no existe un valor Unico para la aceleracion a lo largo de ese

intervalo de tiempo. La respuesta correcta es, por tanto: Porque la aceleraciéon

depende del tiempo.

Segun nuestra experiencia, la mayoria de los profesores y estudiantes justificara
el paso de incrementos a diferenciales debido al valor infinitesimal. No se trata s6lo de
confirmar que este es el significado dominante, sino el efecto pantalla que produce: la
obsesion por las cantidades infinitesimales les dificulta incluso cuestionarse por qué es

necesario recurrir a cantidades tan pequefias.
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Se han incluido las opciones: "No lo sé" y "Otra respuesta” para evitar en lo
posible las contestaciones al azar; siempre que la explicacion dada en "Otra
respuesta” lo permita, asignaremos esta contestacidn a alguna de las otras opciones
que se les presentaban. Aunque en el enunciado se les pide que sefialen una sola
respuesta, si sefialan mas de una y una de ellas es la correcta s6lo la asignaremos a
esa respuesta, y en caso contrario las contabilizaremos en los dos grupos de

respuestas.

Con estos criterios, nos fijaremos principalmente en cuantos profesores y cuantos
estudiantes sefialan la respuesta correcta y el grado de seguridad con que lo hacen.
Por otra parte, entre los que contestan incorrectamente estudiaremos el tipo de

respuesta que sefialan.

La segunda parte de esta cuestidn es una pregunta abierta sobre el significado
fisico de la expresion diferencial. Segun nuestra hipotesis, no seran frecuentes las
respuestas correctas que mencionen la idea de diferencial como estimacion lineal del
incremento, es decir, respuestas que expliqguen que dv es el Av que se produciria en

un intervalo At (=dt) si la aceleracion permaneciese constante durante ese intervalo.

Realizaremos una clasificacién de repuestas-tipo similar a la utilizada en la red de
analisis de textos n® 2 (p. 121, en este mismo capitulo). Hemos establecido asi tres
categorias: la respuesta correcta en términos de estimacion lineal, una respuesta
incorrecta pero que pone de manifiesto las ventajas del Célculo diferencial, y el resto
de respuestas incorrectas. Esta clasificacion queda reflejada en el estadillo que hemos

elaborado para el analisis de las respuestas.
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Estadillo para analizar el significado fisico que se asigna a la expresion: dv=a- dt

(Cle-p)

Respuesta correcta: Explicacién en términos de estimacion (lineal) del Av

Respuesta incorrecta, pero que muestra las ventajas del uso de la
diferencial: La diferencial como cantidad infinitesimal o muy pequefia, pero explican

que asi se puede suponer constante la aceleracion

Respuestas incorrectas que no muestran ventaja alguna de la diferencial:
Describen la diferencial como una cantidad infinitesimal o muy pequefia, sin
comentario explicativo

Se limitan al uso de palabras y frases hechas sin especificar su significado

No contestan: respuesta en blanco, comentarios superfluos, lectura literal...

Otra respuesta

En caso de duda, siempre optaremos por la respuesta de nmenor nidmero de orden

por tratarse de la mas desfavorable para nuestra hipétesis. Teniendo en cuenta la

intencionalidad de nuestro trabajo, debemos recordar que sélo nos interesa la parte de

la contestacion que hace referencia al significado de los términos y expresiones

diferenciales, de manera que la cinematica es s6lo un contexto fisico donde aparecen

tales términos.
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C2e- e-p ® comun a profesores y estudiantes
P P P y

Estamos calculando el valor de la diferencial de una magnitud: dy. ;Cual o cudles de los

siguientes resultados crees que serian posibles? Sefiala (v) aquél o aquellos que consideres

posibles.
dy =12,63
dy = 300.000
dy = 0,0001

Ninguna de las respuestas anteriores

o o go o 4d

No lo sé

Justifica brevemente tu respuesta:

Con esta pregunta pretendemos averiguar si profesores y estudiantes conocen el
caracter funcional de la diferencial y que, por tanto, puede tomar cualquier valor
numérico. Gmo ya se ha explicado, la diferencial es una estimacién lineal de lo que
cambiaria la funcién al producirse un cambio en la variable y, por tanto, su valor
numérico puede ser grande o pequefio dependiendo de la pendiente de esa estimacion

y del incremento de la variable.

Para analizar el primer apartado de esta cuestion nos fijaremos en cuantos
profesores contestan coherentemente con el caracter funcional de la diferencial, es
decir, sefialan simultaneamente los tres valores numéricos o, al menos, méas de un
valor. Entre las contestaciones restantes, todas ellas inconsistentes con el caréacter
funcional de la diferencial, identificaremos las que admiten sélo un valor numeérico
(que esperamos que sea el mas pequefo), y las que no sefialan ninguno de los valores

ofrecidos.

Con el objetivo de conocer mejor el pensamiento de los profesores sobre este
aspecto, hemos incluido el segundo apartado donde se pide que justifiquen su
respuesta. Hemos distinguido de nuevo entre respuestas consistentes con el caracter
funcional de la diferencial y respuestas inconsistentes o contrarias a dicho caracter,

estableciendo distintas categorias entre esta Ultimas.
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Consideraremos positivas las respuestas que admiten que la diferencial puede

tomar

distintos valores numéricos, aunque no hagan siquiera referencia a la

dependencia de ese valor con x y Ax.

Entre las respuestas inconsistentes distinguiremos:

Los que admiten un valor numérico pero siempre pequefio; entre ellos,
algunos habran sefialado el valor 0.0001 como posible y otros ninguna
respuesta numérica pues ni siquiera ese valor lo consideran suficientemente

pequerio.

Los que afirman explicitamente que la diferencial no puede tomar valor
numérico alguno, por ejemplo: porque la consideran un simbolo, porque
consideran que una cantidad infinitesimal siempre puede ser méas pequefa
adn...; todos ellos, légicamente, no habran sefialado ningdn valor numérico

en el primer apartado.

Los que dejan la respuesta en blanco, correspondientes a los que han
contestado previamente No lo sé o a aquellos cuya explicacibn no es

identificable con ninguna de las dos categorias anteriores.

De acuerdo con estas categorias, para el andlisis de las respuestas a este segundo

apartado, utilizaremos el siguiente estadillo. Como ya se ha comentado, en caso de

duda sefialaremos la respuesta mas desfavorable para nuestra hipotesis.

Estadillo para analizar la justificacion del valor numérico que puede tomar dy (C2e-p)

1. Respuesta consistente con el caracter funcional de la diferencial: La diferencial
puede tomar distintos valores numéricos
Respuestas inconsistentes con el caracter funcional de la diferencial:

2. La diferencial sélo puede tomar valores numéricos muy pequefios

3. La diferencial no puede tomar ningdn valor numérico

4. En blanco

5. Otra respuesta

C3e-p [e-p ® comUn a profesores y estudiantes]
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En un horno cuya temperatura se mantiene constante a 3000 °C introducimos una pieza que
lleva incorporado un termémetro. En el momento de introducir la pieza ese termdmetro sefiala
15 ©C, y sabemos que la derivada de la temperatura respecto del tiempo en ese instante

inicial es de 1.2 ©C/s

A) ¢(Cual serada el valor de la diferencial de la temperatura cuando hayan

transcurrido 0.05 s? ¢cudl sera el significado fisico de ese valor?

B) ¢Cual serd el valor de la diferencial de la temperatura cuando hayan

transcurrido 30 minutos? ¢cual sera el significado fisico de ese valor?

Esta cuestion intenta averiguar si profesores y estudiantes admiten —aunque sea
de un modo operativo- que la diferencial puede tomar distintos valores, si calculan
dichos valores utilizando la derivada como cociente de diferenciales, y si interpretan
correctamente el significado fisico de los mismos. Teniendo en cuenta esta intencion,

en el analisis de las respuestas nos fijaremos en los siguientes aspectos:

- Si obtienen algun valor numérico, o al menos plantean las operaciones, que
ellos relacionan con dI, aunque no sea el resultado correcto. Obtener algun
resultado numérico es una condicidbn necesaria para aceptar el caracter

funcional de la diferencial.

- Si llegan al valor numérico referido en el aspecto anterior usando directamente
la férmula de Cauchy (dT=T'- dt). Teniendo en cuenta nuestra intencién,
consideraremos que utilizan dicha féormula incluso aunque se limiten a plantear

una regla de tres, siempre y cuando identifiquen el resultado con la diferencial.

- Si interpretan correctamente el significado del valor numérico obtenido o que
podrian haber obtenido, relacionandolo con una estimacién o una aproximacion
del AT. Estudiaremos también las explicaciones incorrectas de acuerdo con las
siguientes categorias: los que identifican dI con AT, o incluso con T, los que
confunden dI con la cerivada, o los que no contestan (en blanco, no lo sé,

lectura literal...).

Al analizar por separado las respuestas para cambios pequefios de la variable
(At=0.05 s) y cambios grandes (At=30 min), podremos apreciar si mantienen las

mismas respuestas en ambos casos, confirmando asi el caracter funcional.
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Segun nuestra hipdtesis esperamos encontrar respuestas que muestren una
concepcion de la diferencial como un incremento infinitesimal, tanto de un modo
explicito (al verbalizar su significado) como indirecto (al no asignar significado alguno

cuando el intervalo se hace grande).
Para analizar las respuestas, teniendo en cuenta los aspectos mencionados, hemos

disefiado un mismo estadillo para ambos intervalos de tiempo: 0.05 s (apdo. A) y 30

minutos (apdo. B).

Estadillo para analizar si admiten valor numérico para la diferencial, cémo lo calculan,

y qué significado fisico le asignan (C3e-p)

At=0.05 s At=30 min

Sobre el calculo de dT:

¢Llegan a algun valor numérico concreto paradT? ........... Si - NO Si - NO
¢Utilizan férmula de Cauchy para calcular directamente d T? Si - NO Si - NO
Sobre el significado fisico del valor de dT ..................... 1 2 3 45|12 3 45

1. Respuesta correcta: Idea de estimacion o aproximacion
del incremento (AT)
Respuestas incorrectas:

2. Identifican la diferencial con el incremento

3. Identifican diferencial y derivada

4. Dejan la pregunta sin contestar, en blanco

5. Otra respuesta
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Cde-p [e-p ®© comun a profesores y estudiantes]

El teorema fundamental del Calculo integral nos permite calcular el valor de una integral
definida y, como ya sabras, se utiliza muy a menudo en la resolucién final de muchos

desarrollos y problemas de Fisica. Podemos resumir dicho teorema en la siguiente expresion:

QBf(x) dx =P(B) - P(A) , siendo: P&x) =fXx)

Aunque se trata de un resultado muy importante, es poco probable que recuerdes una
demostracién estricta del mismo. Pero, ¢(puedes dar argumentos graficos y/o analiticos o
razonamientos intuitivos que muestren que es légico y comprensible este resultado
(en particular, el hecho de que aparezca la funcion primitiva P(x))?. Bxplica esos

argumentos en el espacio que queda en esta misma hoja:

La relaciéon inversa que existe entre derivacién e integracién es considerada como
la piedra angular del Calculo, colocada por Leibniz y Newton (Edwards, 1937), y que
se establece mediante el llamado Teorema Fundamental. Sin embargo, en las clases
de Fisica, aunque los conceptos de derivada e integral éumas de Riemann) son
tratados con cierto detalle en algin momento, el célculo de sumas infinitas es
reducido de inmediato al proceso inverso del calculo de derivadas como si de una

definiciéon o un resultado evidente se tratase.

Nuestra intencién con esta pregunta es poner de manifiesto la dificultad que
tienen profesores y estudiantes para establecer y argumentar esa relacidon inversa

entre integral y derivada. Distinguiremos entre dos tipos de respuestas:

i) Las que aportan argumentos que podrian relacionarse con mayor o
menor claridad con una justificacibn del teorema. Se incluyen aqui
respuestas que aportan argumentos claros, pero también aquellas en las
que aparecen comentarios o ideas que podrian dar lugar a argumentos
razonables. En particular, es interesante saber si llegan a identificar el
producto f(x)- dx con P justificando asi que la integral coincida con AP,
aunque no expliquen por qué en el limite la suma de los P es realmente

AP.
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ii) Las que no ofrecen ningun argumento, ya sea porque no contestan, o
porque se limitan a repetir el enunciado del teorema, o escribir frases sin
sentido, o describir el concepto de integral como area bajo la curva f(x), o

simplemente a afirmar que derivar e integrar son operaciones inversas.

Para discernir mejor, hemos elaborado un estadillo con estos dos grandes grupos
de respuestas, subdivididos en casos mas concretos. En caso de duda siempre
tomaremos la opcion mas desfavorable para nuestra hipo6tesis, que coincide con la

respuesta de menor numero de orden en el estadillo.

Estadillo para analizar los argumentos utilizados para justificar la relaciéon inversa

entre la derivada y la integral (C4e-p)

i) Ofrecen argumentos que podrian relacionarse con una justificacion:
1. Justifican claramente la relacion: P'(x)=f(x) aunque sea de forma intuitiva,
usando argumentos graficos o analiticos.

2. ldentifican el producto f(x)- dx con dP
3. Otras ideas

ii) No se ofrecen argumentos:

4. Se limitan a recordar el concepto de integral como area bajo la curva f(x)

5. Por definicién, derivar e integrar son operaciones inversas

6. Dejan la respuesta en blanco, parafrasean el enunciado o frases sin sentido

De acuerdo con los criterios establecidos para el uso de esta plantilla, en una

misma respuesta podran reconocerse los puntos 4 y 5, o bien los puntos 2 y 3, pero

no son posibles otras repeticiones.
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C5p [p ® especifica para profesores]

Para calcular la intensidad del campo magnético producido por una corriente rectilinea en un

punto P (ver dibujo) se escribe la siguiente expresion:

I A

I xsen e xdI

1
dB = —
48 r2

ol

Explica con tus propias palabras el significado fisico de esa expresion:

La intencibn de esta cuestibn es contrastar el significado que los profesores
asignan a expresiones diferenciales que con toda seguridad han estudiado y

probablemente hayan utilizado en sus clases.

El significado fisico correcto de esa expresion diferencial es una estimacion de lo
que cambia la intensidad del campo magnético (AB) en P debido al trozo de hilo de
longitud Al (o dI), y esa estimacién consiste en suponer que el cambio es lineal
respecto a dl, es decir, que la distancia al punto (r) y el angulo (&) permanecen
constantes a lo largo de ese d. Sin embargo, y de acuerdo con nuestra hipétesis,
esperamos que los profesores tengan dificultades para explicar correctamente el

significado fisico de esa expresién diferencial.

Pero no todas las respuestas incorrectas estaran igualmente alejadas de la
correcta, por lo cual hemos establecido una gradacién que va desde las que hacen
referencia a que es un trozo infinitesimal de hilo de manera que r y & permanezcan
constantes, hasta las que recurren a palabras y frases hechas (elemento de corriente,

contribucién elemental, etc.) carentes de significado explicito.

En el analisis de las respuestas nos fijaremos, de acuerdo con el contenido de
nuestro trabajo, en el significado que se atribuye a los términos diferenciales, sin

valorar el resto de la explicacion. Para llevar a cabo dicho analisis, al igual que en
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otras preguntas similares, hemos ordenado los distintos tipos de respuesta de manera
que la contestaciéon de cada profesor la identifiguemos con la opcibn de menor
numero, que seria la opcibn mas desfavorable para nuestra hipoétesis. En el siguiente

estadillo se recogen y ordenan las distintas respuestas que hemos previsto.

Estadillo para analizar el significado de la diferencial para los profesores a partir de la

expresion de dB en funcién de dli (C5p)

1. Respuesta correcta: Idea de diferencial como estimacion lineal del incremento

2. Respuesta incorrecta, pero indicando alguna ventaja del uso de la diferencial:
Cantidad infinitesimal o muy pequefia, explicando que asi se puede suponer constante

alguna magnitud

Otras respuestas incorrectas:
3. Describen la diferencial como una cantidad infinitesimal o muy pequefia, sin mas
comentario explicativo
Identifican diferencial con incremento
Se limitan al uso de términos y frases hechas sin especificar el significado

No contestan, leen literalmente la formula... Ningun significado para la diferencial

N o A

Otra respuesta
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Cé6p [p ® especifica para profesores]

Subraya la opcién con la que MAS te identifiques en cada una de las afirmaciones. Si

en alguna no tienes ninguna opinién en absoluto, déjala en blanco.

1. El uso del Calculo diferencial en las clases de Fisica en COU es una importante fuente de

rechazo y de actitudes negativas de los alumnos hacia la Fisica.

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

2. Por lo general, cuando se le propone a los alumnos de COU una situacidon donde tengan que
hacer uso del Calculo diferencial (con tal que dicha situacién se separe, aunque sea poco, de
aquellas muy sencillas o de las vistas expresamente en clase), suelen aparecer graves

deficiencias en su comprension y uso.

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

3. El uso del Célculo diferencial en los textos y clases de Fisica de COU enmascaran el

significado y contenido fisico de los conceptos e ideas que se trabajan.

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

4. En realidad lo importante para poder seguir las clases de Fisica en COU es que los alumnos
sepan obtener derivadas e integrales de algunas funciones sencillas y que span aplicar

métodos de integracion simples (cambio de variable, integracion por partes).

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo
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C7p [p ® especifica para profesores]

Subraya la opcién con la que MAS te identifiques en cada una de las afirmaciones. Si

en alguna no tienes ninguna opinién en absoluto, déjala en blanco.

1. Pienso que los propios profesores no dominan con seguridad suficiente el Célculo diferencial

como para usarlo ante situaciones y problemas nuevos

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

2. El uso del Calculo diferencial es necesario para desarrollar la Fisica que se imparte en COU.

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

3. Yo me siento seguro para saber cuando y por qué usar el Calculo diferencial en Fisica, y

capaz de usarlo para poder resolver nuevos problemas.

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

Las cuestiones C6p y C7p tienen como objetivo conocer la percepcion que tienen
los profesores sobre su propio grado de seguridad y el de sus alumnos en el uso del
Célculo diferencial, asi como su percepcion sobre la influencia del uso habitual del

Calculo en las actitudes de los estudiantes hacia la Fisica.

El instrumento utilizado consiste en proponer a los encuestados una serie de
afirmaciones para que ellos indiquen su grado de acuerdo con cada una de ellas,
mediante una escala tipo Likert que incluye las siguientes respuestas: Muy de
acuerdo, De acuerdo, Neutral, En desacuerdo, Muy en desacuerdo. Aunque en el
momento del recuento sdélo distinguiremos entre profesores que muestran su acuerdo
y los que muestran su desacuerdo, hemos considerado oportuno incluir respuestas
extremas tales como Muy de acuerdo y Muy en desacuerdo para evitar que la
inseguridad y la tendencia a huir de posturas categéricas pueda provocar una cierta
incomodidad en el encuestado dando lugar entonces a un elevado nimero de posturas
neutrales. Puede ocurrir también, y hemos de contabilizarlo aparte, que un profesor

no se pronuncie sobre algunas afirmaciones por no tener una opinién al respecto.
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Hemos separado las siete afirmaciones en dos preguntas para que un mismo
profesor no pueda pronunciarse sobre todas las afirmaciones. Se quiere evitar asi que
la presencia de ciertas afirmaciones previas pueda inducir la contestacién en las
siguientes, no permitiendo entonces contrastar el supuesto caracter ambiguo del
pensamiento de los profesores. Por ejemplo, si un profesor admite que so6lo se
necesitan unas pocas reglas de calculo para salir adelante, es probable que a renglon
seguido se resista a admitir que es imprescindible usar el Calculo diferencial para
desarrollar la ensefianza de la Fisica de COU, aunque es posible que por separado

pueda compartir ambas afirmaciones.

Para el analisis de las respuestas calcularemos el porcentaje de profesores que
estan de acuerdo (respuestas: De acuerdo o Muy de acuerdo) y los que no lo estan
(respuestas: En desacuerdo y Muy en desacuerdo), para cada una de las siete

afirmaciones.

Che [e © especifica para estudiantes]

Conocemos la ecuacién del movimiento de seis moéviles distintos. Si queremos calcular la
rapidez instantanea de cada movil, marca con una S aquellos casos en que sera
imprescindible hacer uso del Calculo diferencial (derivadas, diferenciales, integrales,...), y

con unaN aquellos en que no es necesario. (Calificade Oa 10 el grado de seguridad de cada

respuesta que das):

Grado de seg.

S/N (0-10)
X=12
X =8+ 3
X=6t—2

X =5 cos3t

X=t/3

X=3+ 1/t

De acuerdo con nuestra hipoétesis, los alumnos no conocen las causas que obligan

a hacer uso del Calculo diferencial, reflejo de una actitud mecénica generalizada en el
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uso del mismo. Como consecuencia, los estudiantes asocian el uso del Célculo con el
recuerdo de determinadas expresiones y férmulas y no con las causas reales que
llevaron a introducirlo en tales expresiones; cabe esperar, por tanto, que consideren
imprescindible usar el Calculo diferencial en todas las situaciones descritas, sean
lineales o no lo sean, tan sé6lo porque asocian el término instantaneo con expresiones

diferenciales o porque recuerdan la férmula de célculo de la rapidez instantanea.

Para el analisis de las respuestas contabilizaremos el numero de alumnos que
contestan correctamente sefialando sélo los casos no lineales (2°, 4° y 6°), pero
también contabilizaremos la respuesta tipo mas esperada: que sefialen todos los casos
excepto el primero, reflejo esto ultimo de que han entendido la pregunta y han

reflexionado sobre la respuesta, ya que han identificado el primer caso como un movil

€en reposo.

Para un analisis mas detallado determinaremos el porcentaje de estudiantes que
sefialan cada una de las ecuaciones del movimiento y el grado de seguridad con que lo

hacen.
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C6e — 12 parte [e © especifica para estudiantes]

En los apuntes de Fisica de un alumno encontramos escrita la siguiente expresion:

dar

3 = L xz Sefala (v) cudl o cudles de las siguientes frases realiza una lectura correcta de
z

esa expresion:

La derivada de R respecto de z es igual a L multiplicado por z
La derivada de R entre la derivada de z es igual a L multiplicado por z

La diferencial de R entre la diferencial de z es igual a L multiplicado por z

g B8 080 o

Otra respuesta:

C6e — 22 parte [e © especifica para estudiantes]

En los apuntes de Fisica de un alumno encontramos escrito el siguiente razonamiento:

3—R =L xz Despejando dR se obtiene: dR =L xz xdz
z

Sefiala (v)) con cuél o cuales de las siguientes afirmaciones relativas a ese razonamiento te

muestras de acuerdo:

O El razonamiento es incorrecto pues no podemos despejar en la primera ecuacion

O Elrazonamiento es correcto yla ecuacién que se obtiene se lee: “la diferencial deRes
igual a L multiplicado por z y por la diferencial de z”

O El razonamiento es correcto y la ecuacién que se obtiene se lee: “la derivada deR es
igual a L multiplicado por z y por la derivada de z”

O Otrarespuesta:

Esta cuestidén, que consta de dos partes, pretende averiguar en qué medida los

alumnos reconocen y aplican la concepciéon de la derivada como cociente de

diferenciales.

En la primera parte de la cuestidon se trata de estudiar si reconocen directamente
la expresion dR/dz como un cociente de diferenciales, y en la segunda si utilizan
implicitamente esta misma idea en un razonamiento-tipo habitual en las clases y

textos de Fisica. Si lo habitual es el uso mecanico y falto de comprensién del Célculo

121




Primera hipoétesis: resultados (libros de texto)

diferencial, cabe esperar que los alumnos utilicen la idea en la segunda parte por
tratarse de un paso repetido en clase, y sin embargo no admitan abiertamente esa
misma idea en la primera parte cuando se les pregunta abiertamente sobre ella, lo
que probaria que pueden llegar a dominar las reglas pero sin entender la relacion

entre derivada y diferencial.

Para evitar que la lectura de la segunda parte les haga modificar su respuesta a la

primera, s6lo pasaremos la segunda parte después de recoger la primera.

Los distractores utilizados en las dos partes se refieren, segun nuestra
experiencia, a expresiones utilizadas por los estudiantes, y que reflejan también un

uso sin comprension de las ideas basicas del Calculo diferencial.

Para el analisis de las contestaciones a esta pregunta contabilizaremos el
porcentaje de estudiantes que sefialan cada una de las respuestas, en especial
aquellos que sefialan la tercera respuesta en la primera parte (a diferencial de R
entre la diferencial de z es igual a...), y la segunda respuesta en la segunda parte (El
razonamiento es correcto y la ecuacién que se obtiene se lee: 'la diferencial de R es

igual a L multiplicado por z y por la diferencial de z”).
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C7e [e © especifica para estudiantes]

Una sustancia radiactiva es aquella cuyos ndcleos estan transformandose en otros nucleos o
particulas, es decir, se estan produciendo desintegraciones. Si llamamos N al niumero de
nucleos de una sustancia radiactiva en un instantet, este numero disminuird en un intervalo

de tiempo debido a las desintegraciones que se hayan producido.

La ley de las desintegraciones radiactivas se refiere a la cantidad de ndcleos que se

desintegran de una determinada sustancia radiactiva en un intervalo de tiempo, y su primera

expresion matematica es la siguiente: dN=-& N- dt siendo éuna constante caracteristica de

cada elemento radiactivo.

Explica con tus propias palabras, y lo mas claramente que puedas, el significado

fisico de dN que se deduce de esa expresion matemaéatica:

El significado fisico correcto de esa expresion diferencial es el siguiente: dN es una
estimacion de lo que cambia el nimero de nudcleos (AN) durante el intervalo de tiempo
At (o dt), y esa estimacion consiste en suponer que el cambio es lineal respecto a dt,

es decir, que N permanece constante?®.

Sin embargo, de acuerdo con la operativizacién de nuestra hipoétesis, esperamos
que los estudiantes tengan serias dificultades para asignar un significado fisico -
aunque sea erroneo- a las expresiones diferenciales, incluso a las que ya han visto en
clase y libros de texto. A lo sumo, interpretaran dN como una manera de referirse al
AN cuando se trata de intervalos de tiempo muy pequefios 0 que tienden a cero, pero
sin llegar a comentar siquiera que de esa manera puede suponerse constante el

ndimero de nucleos presentes en la muestra.

En el andlisis de las respuestas centraremos nuestra atenciéon en el significado que
se atribuye a la expresion diferencial, sin entrar a valorar el resto de la explicacion.
Para realizar este analisis, y dentro de las respuestas incorrectas, hemos establecido

varias categorias ordenadas de forma que la contestacion de cada estudiante se

25 puede resultar llamativo que se suponga que N es constante para calcular el AN, pero
este hecho resalta precisamente que se trata de una estimacion lineal; lo que se considera
constante es la velocidad de desintegracion, la pendiente de la recta diferencial, para poder
realizar la estimacion del AN correspondiente.
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asigne a una sola de esas categorias, la de menor nimero de orden posible por ser la
opcidn mas desfavorable para nuestra hipodtesis. En el siguiente estadillo se recogen y

ordenan las distintas categorias de respuesta establecidas.

Estadillo para analizar el significado fisico que los estudiantes asignan a la diferencial

dN a partir de la expresion: dN = -& N dt (C7e)

1. Respuesta correcta: La diferencial como estimacion lineal del incremento

2. Respuesta incorrecta, pero indicando alguna ventaja del uso de la diferencial:
Cantidad infinitesimal o muy pequefia, explicando que asi se puede suponer constante

alguna magnitud

Otras respuestas incorrectas:
3. Describen la diferencial como una cantidad infinitesimal o muy pequefia, sin mas
comentario explicativo
Identifican diferencial con incremento
Se limitan al uso de términos y frases hechas sin especificar el significado

No contestan, leen literalmente la formula... Ningun significado para la diferencial

N o ok

Otra respuesta
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C8e [e © especifica para estudiantes]

Pretendemos conocer tu opinidn sobre el uso del Calculo diferencial en las clases de
Fisica. Para ello, subraya la opcion con la que MAS te identifiques en cada una de las
siguientes afirmaciones. Si en alguna no tienes ninguna opinién en absoluto, déjala

en blanco.

1. Una de las causas mas importantes de que a los alumnos no les guste la Fisica es el uso del

Célculo diferencial

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

2. Noto aque el profesor utiliza el Célculo diferencial porque lo necesita para el desarrollo del

tema, pero él no espera que nosotros lo entendamos

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

3. El uso del Célculo diferencial hace que la Fisica sea mas dificil de comprender, de forma que

mas que ayudar, obstaculiza la comprension de los conceptos

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

4. Cuando se utiliza el Calculo diferencial en las demostraciones y en el planteamiento de
problemas en Fisica, no presto atencion pues sé de antemano que no me voy a enterar y

atiendo solamente a la férmula que se obtiene al final

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

5. Yo utilizo con seguridad el Calculo diferencial y me siento capaz de resolver problemas

nuevos con él

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo

6. En realidad, lo Gnico que es necesario saber en la asignatura de Fisica sobre el Calculo

diferencial es resolver las derivadas e integrales que aparecen en algunas férmulas

Muy de acuerdo De acuerdo Neutral En desacuerdo Muy en desacuerdo
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La intencion de esta pregunta es detectar si los estudiantes aspiran a comprender
el uso del Calculo diferencial en las clases de Fisica y si se sienten seguros cuando lo
utilizan. Pretende también conocer su opiniébn sobre las consecuencias que el uso
habitual del Calculo tiene en el aprendizaje de la asignatura y en las actitudes de los

alumnos.

De la misma manera que se hizo para estudiar la opinidon de los profesores (p.
137, en este mismo capitulo), hemos propuesto a los estudiantes un total de seis
afirmaciones para que sefialen su grado de acuerdo con el contenido de cada una de
ellas mediante una escala tipo Likert que incluye las siguientes respuestas: Muy de
acuerdo, De acuerdo, Neutral, En desacuerdo, Muy en desacuerdo. Aunque en el
momento del recuento soélo distinguiremos entre estudiantes que muestran su acuerdo
y los que muestran su desacuerdo, hemos considerado oportuno incluir respuestas
extremas tales como Muy de acuerdo y Muy en desacuerdo para evitar la inseguridad
y la tendencia a huir de posturas categéricas que pueda provocar una cierta
incomodidad en el encuestado dando lugar entonces a un elevado numero de

respuestas neutrales.

Para el analisis de las respuestas, y de acuerdo con los criterios que se acaban de
expresar, calcularemos el porcentaje de estudiantes que estan de acuerdo y el de
aquellos que estan en desacuerdo con el contenido de cada una de las seis

afirmaciones.

4.3.2. Problemas

Para confirmar la ausencia de los indicadores de una adecuada comprension de la
diferencial en la Fisica, ademas de las preguntas cortas que ya han sido presentadas,
analizaremos la resolucion por estudiantes y profesores de algunos problemas de
Fisica. Para ello, hemos preparado cuatro enunciados de problemas cuya resoluciéon no
pueda reducirse a la aplicacion mecéanica o memoristica de una féormula conocida, sino
que requieren el planteamiento de alguna expresion diferencial y la aplicacién de la

estrategia del Calculo.

La razoén por la que hemos preparado mas de un enunciado ha sido evitar que la

falta de dominio de los conceptos fisicos implicados en alguno de ellos pueda interferir
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en nuestros resultados. Para reducir esta misma interferencia en cada problema, cada

enunciado se acomparfia de un breve recordatorio de los conceptos fisicos necesarios.

En concreto, los problemas seran pasados a profesores y/o estudiantes de COU vy

carreras universitarias de acuerdo con la siguiente distribucion:

Problema Muestra y condiciones
Ple: Calculo de la masa de una columna | Estudiantes de COU y 1° curso de carreras
de aire cientifico-técnicas, en el mes de mayo.

P2e-p: Caélculo del empuje que ejerce el | Profesores de Fisica en activo, durante un
agua sobre la pared de una piscina curso de formacion.
Estudiantes de carreras cientifico-técnicas,

en el mes de mayo.

P3p: Célculo del tiempo que tarda en | Profesores de Fisica en activo, durante un
vaciarse un depésito de agua curso de formacion.
P4e: Célculo de la fuerza que es necesario | Estudiantes de 2° curso o superior de

ejercer sobre una pared de una | carreras cientifico-técnicas, en el mes de

piscina para que no gire mayo.

A continuacidon se presenta el encabezamiento y enunciado de cada problema,

junto a las notas aclaratorias, si es el caso.

Ple [para estudiantes de COU o 1°" curso de carreras cientifico-técnicas]

Resuelve el siguiente problema aportando las explicaciones gue consideres
necesarias cada vez que hagas uso de algun concepto o regla del Calculo

diferencial.

Sabemos que la densidad del aire (fi) disminuye con la altura (h) de acuerdo con la siguiente
ecuacion: i = 1.29- (1 - 0.000125- h) Esa ecuacion esta escrita para el Sistema
Internacional, es decir, si h se escribe en m la densidad se obtiene en kg/m3. El valor h=0
corresponde al nivel del mar. {Cual ser&d la masa de una columna cilindrica de aire de 1

m?2 de base y que se eleva desde el nivel del mar hasta 2000 m de altura?

P2e-p [para estudiantes de carreras cientifico-técnicas y profesores]

127



Primera hipoétesis: resultados (libros de texto)

Resuelve el siguiente problema aportando las explicaciones que consideres
necesarias cada vez que hagas uso de algun concepto o regla del Calculo

diferencial.

Un depdsito rectangular de 3 m de altura contiene agua hasta una altura de 2 m. Una de las
paredes laterales (AB) del depdsito tiene 4 m de anchura. Calcula el empuje que ejerce el

agua sobre esa pared.

‘ /
4m
B
Estas notas pueden servirte de ayuda para la resoluciéon del problema. Recuerda que:
1. El empuje que ejerce el agua sobre la pared es debido a la presion hidrostéatica en el interior del
liguido, y es perpendicular a esa pared.
2. La presién hidrostatica en un punto del agua a una profundidad h puede calcularse mediante la

siguiente ecuacién: P=fi.g.h (f es la densidad del agua: 1000 kg/m® g=9.8 m/s? h en metros yP en

N/m?).

P3p [p° especifico para profesores]

Resuelve el siguiente problema aportando las explicaciones gue consideres

necesarias cada vez que hagas uso de algun concepto o regla del Calculo diferencial.

Un depésito cilindrico abierto por su cara superior tiene una altura H y area de su base S. El
depodsito se encuentra vertical y lleno de agua. Calcula el tiempo que tardara en vaciarse
cuando se hace un orificio de seccion s en la cara inferior del cilindro por donde sale el agua

libremente.

Estas notas pueden servirte de ayuda para la resoluciéon del problema. Recuerda que:
1. Si nos fijamos en dos secciones transversales (Si, Sz) de un tubo por donde se mueve un fluido con

velocidad vi, v», la ecuacién de continuidad afirma que: Si- vi = Sy V2
2. La velocidad de salida del agua a través del orificio viene dada por la expresion: v = 1/2 gh siendohla

profundidad a la que se encuentra el orificio respecto de la superficie libre.
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P4e [para estudiantes de 2° curso o superior de carreras cientifico-técnicas]

Resuelve el siguiente problema aportando las explicaciones qgue consideres

necesarias cada vez que hagas uso de algun concepto o regla del Calculo diferencial.

Un depdsito rectangular de 3 m de altura contiene agua hasta una altura de 2 m. Una de las
paredes laterales (AB) del depésito tiene 4 m de anchura. Si esa pared AB puede girar en torno
a un eje horizontal situado en su base B, ¢(qué fuerza habra que ejercer sobre ella en su

extremo superior A para impedir que se mueva?

A
2m
3m
‘ o 4m
’B

Eiede.”

Estas notas pueden servirte de ayuda para la resoluciéon del problema. Debes recordar que:

1. El agua ejerce una fuerza sobre la pared AB, perpendicular a la misma, debido a la presién hidrostatica

que existe en todos los puntos de su interior.

2. La presion hidrostéatica en un punto del agua a una profundidad h puede calcularse mediante la siguiente

ecuacién: P=fi.g.h (donde fi es la densidad del agua: 1000 Kg/m? g=9.8 m/s? h en metros, P en N/m?).

3. Cuando se aplica una fuerzaF perpendicular a la superficie de la pared AB y a una distancia Ddel eje de

giro, esa fuerza produce un momento cuyo valor es: M=F- D

4. Para que la pared permanezca en equilibrio, la suma de todos los momentos que pueden hacer que la
pared gire en un sentido debe ser igual a la suma de todos los momentos que pueden hacer que la pared

gire en sentido contrario.
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De acuerdo con el objetivo de nuestro trabajo, al analizar las respuestas a los

problemas no nos fijaremos en lo correcto o incorrecto de los argumentos fisicos, sino

que valoraremos, en caso de que hagan uso del Calculo diferencial:

Si intentan justificarlo y si lo hacen correctamente

Si escriben alguna expresion diferencial, aunque sea directamente dentro
de una integral, distinguiendo entre los que escriben la expresién correcta
(salvo errores de tipo operativo) y los que escriben expresiones

innecesarias o equivocadas por cualquier otra causa.

Si asignan algun significado a la diferencial y, en caso afirmativo, lo
identificaremos usando la clasificacion ordenada ya utilizada en preguntas
anteriores (ver pp. 121-122, 128, en este mismo capitulo). En caso de
duda, optaremos siempre por la respuesta de menor nimero de orden, que

corresponde a la mas desfavorable para nuestra hipotesis.

Si llegan a escribir expresiones integrales y, en su caso, cOmo pasan de una

expresion diferencial a una integral.

Si al aplicar el Teorema Fundamental del Calculo para hallar el valor de las

integrales, argumentan o explican de algiin modo que el valor se halle asi.

Esperamos que los resultados de este analisis confirmen las dificultades de

profesores y estudiantes para usar con sentido y comprension la estrategia del

Célculo, incluso ante problemas sencillos para su nivel de conocimientos, como los que

han sido seleccionados.

Para facilitar el andlisis de la resolucion de los problemas utilizaremos el estadillo

gue se muestra en la pagina siguiente.
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Estadillo para analizar el uso que hacen profesores y estudiantes del Calculo

diferencial cuando resuelven un problema de fisica. (Ple, P2e-p, P3p, P4e)

¢;Deja el problema (practicamente) en blanco? .......cc.ooiiiiiiiiiiiininan.e. SI - NO

¢;Se limita a intentar resolver el problema como si fuese una situaciéon SI - NO

lineal, sin hacer uso del Calculo diferencial? .......cccovieiiiiiiiiiiiiiiiiiieenns

¢Usa el Calculo diferencial? ..o e as SI - NO

¢Intenta justificar la necesidad de €Se USO? ..o 123

1. Justifica correctamente 2. Justifica incorrectamente 3. No justifica

¢Escribe expresiones diferenciales? .......oooviiiiiiiiiiiiiiiii e 12 3 4
1. Correctas 2. Equivocadas 3. Innecesarias 4. No escribe
¢Qué significado asigna a la diferencial? ........ccccooiiiiiiiiiiiiiie 12345

1. Estimacion lineal del incremento

2. Cantidad infinitesimal, asi puede suponerse constante alguna magnitud
3. Cantidad infinitesimal o muy pequefia, sin mas comentario explicativo
4. Ningun significado

5. Otro significado

B =t ol g 1 o YT T g} =T o | =1 =P 1234
1. No escribe

2. Directamente, sin expresiones diferenciales previas

3. Paso automatico desde la expresion diferencial

4. Como suma de muchos términos

¢Intenta argumentar el Teorema Fundamental? ..., Si - NO
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4.3.3. Problema gjemplificador en situacion de ensefianza
El analisis de los problemas mencionados en el apartado anterior pretende

confirmar las dificultades que tienen los profesores y estudiantes para usar el Célculo
diferencial comprendiendo lo que hacen. Para conocer mejor lo que ocurre en las
clases, hemos preparado un problema adicional que los profesores de Fisica en activo
que participan en un curso de formacién, deberan resolver tal como lo harian con

estudiantes de COU o un nivel similar.

La intenciéon de este problema ejemplificador es poner de manifiesto que los
profesores utilizan la diferencial de una forma automatica y superficial cuando
resuelven problemas de Fisica con estudiantes que todavia no estan suficientemente
familiarizados con los conceptos y técnicas propios del Calculo; asi: no justificaran el
uso de la diferencial, ni explicaran su significado, ni la relacionaran con los conceptos

de derivada o integral...
El problema ha sido seleccionado atendiendo a dos criterios:

a) que los conceptos implicados sean sencillos para evitar influencias debidas a

una falta de familiaridad con el contenido fisico, y

b) que el contenido se separe un poco de lo que habitualmente se incluye en
los programas de este nivel para evitar asi que los resultados puedan
atribuirse a que las justificaciones, comentarios o aclaraciones pertinentes
pudiesen haber sido ya realizadas en otros problemas o en el desarrollo
tedrico (por ejemplo, si el problema pidiese el trabajo realizado por una
fuerza variable, las exigencias del Calculo diferencial serian las mismas pero
seguramente el profesor podria resolverlo simplemente aplicando la

expresion correspondiente ya deducida en la teoria).

El problema Ple (ver p. 147, en este mismo capitulo) responde a estos requisitos;
tan so6lo ha sido necesario cambiar el encabezamiento para expresar el objetivo del

mismo.
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Problema ejemplificador en situacion de ensefianza [para profesores]

El siguiente problema requiere el uso del Célculo diferencial, pero es de un nivel adecuado
para ser utilizado con el fin de clarificar fisicamente el uso del mismo. Teniendo en
cuenta esta intencién, te pedimos que lo desarrolles tal y como lo harias para alumnos
de COU -que aunque no es su primer contacto con el Calculo tampoco lo dominan
perfectamente - incluyendo cuantos comentarios didacticos, explicaciones,
aclaraciones... puedan contribuir a que los alumnos comprendan el significado fisico

de los conceptos y desarrollos que se utilizan.

Sabemos que la densidad del aire (i) disminuye con la altura (h) de acuerdo con la siguiente
ecuacion: i = 1.29- (1 - 0.000125- h) Esaecuacion esta escrita para el Sistema Internacional,
es decir, si h se escribe en m la densidad se obtiene en kg/m3. El valor h=0 corresponde al
nivel del mar. ¢Cuél sera la masa de una columna cilindrica de aire de 1 m? de base y

que se eleva desde el nivel del mar hasta 2000 m de altura?

Para el analisis de las respuestas de los profesores nos centraremos, igual que en
las restantes ocasiones, en el uso con sentido del Calculo diferencial, sin valorar lo
correcto o incorrecto del razonamiento fisico o de la manera de resolver el problema.
En el siguiente estadillo hemos intentado recoger todos los aspectos a los que
dirigiremos nuestra atencién, facilitando asi el andlisis de cada problema y el de los

datos obtenidos.
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Estadillo para analizar el problema ejemplificador en situacion de ensefianza resuelto

por los profesores

GULIHZA dIfErENCIAIES? ..eeneee et Si - NO
¢Intenta justificar la necesidad de usar la diferencial? ..........ccooiiiiiiiiiinn. Si - NO
¢Queé significado asigna a la diferencial? ..o 12345

1. Estimacion lineal del incremento

2. Cantidades muy pequefias, explicando: asi ii (6 h) se mantiene constante
3. Solo descriptivo: cantidad infinitesimal o muy pequefia

4. Ningun significado

5. Otro significado
¢COMO introduce la iNtegral? ... 12
1. Paso automatico de la diferencial a la integral

2. Como suma de muchos términos

¢Justifica de alguna manera el Teorema Fundamental antes de usarlo?....... si - NO

4.3.4. Entrevista semiestructurada a estudiantes y profesores en formacion
El andlisis de las respuestas a las preguntas y problemas presentados hasta aqui

permitiran obtener abundante informaciéon cuantitativa acerca de las dificultades y
actitudes de los estudiantes en el uso del Calculo diferencial, y de sus consecuencias
en el estudio de la Fisica. Para obtener informaciéon complementaria, profundizando en
las respuestas de los estudiantes, llevaremos a cabo una entrevista individual con una
muestra reducida constituida por profesores de Fisica en formacion y por alumnos
destacados de COU (calificaciéon de Notable o Sobresaliente en la asignatura de Fisica)

seleccionados por su profesor.

La entrevista, de una duraciéon aproximada de media hora, sera realizada por el
autor de la investigacion, utilizando como base para el didlogo la resolucion del
problema Ple (ver p. 147, en este mismo capitulo) realizada por un supuesto alumno.

En concreto, la entrevista se desarrollara siguiendo ordenadamente estas pautas:

1. El entrevistador advierte del caracter anénimo de la entrevista, y de su

objetivo: obtener informaciéon sobre cémo entienden los estudiantes el
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Calculo diferencial que se usa en las clases de fisica, con vistas a mejorar la

situacion.

2. El entrevistador informa al entrevistado que, para trabajar sobre un caso
practico, van a dialogar sobre la resoluciéon de un problema que ha realizado
un compafero, pero que, antes de ello, debe intentar resolver el problema
por él mismo en la hoja con el enunciado que se le entrega. Se le advierte
que no llegard a mostrar tal resolucidon, pues la finalidad de este paso es

que se familiarice con el contenido del problema.

3. El entrevistador muestra la resoluciéon de un supuesto comparfiero de la que
se han quitado explicaciones, conservando sélo algunas férmulas y
expresiones. Para favorecer la concentraciéon del entrevistado, hemos
dividido la resolucibn mediante seis lineas horizontales en un total de siete
franjas que iremos destapando paulatinamente: al principio mostraremos
s6lo la primera franja, y al final mostraremos ya el problema completo. Al
destapar cada franja formularemos las preguntas que se indican en ella

mediante un pequefio nimero.

En el cuadro 4.1V se muestra la resolucidon del problema que servird de base a la
entrevista, dividida en franjas (lineas horizontales punteadas) con pequefios numeros
que remiten a la pregunta que el entrevistador debe hacer en ese momento. Para que
la resolucién parezca mas realista, y por tanto criticable, presentamos una resoluciéon

manuscrita y con letra de alumno.
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Cuadro 4.1V. Documento que sirve de base para la entrevista

ENUNCIADO:

Sabemos que la densidad del aire (fi) disminuye con la altura (h) de acuerdo con la siguiente
ecuacion: i = 1.29- (1-0.000125- h) Esa ecuacion esté escrita para el Sistema Internacional,
es decir, sih se escribe en metros la densidad se obtiene en kg/m?®. El valor h=0 corresponde al
nivel del mar. ¢Cual sera la masa de una columna cilindrica de aire de 1 m? de base y

que se eleva desde el nivel del mar hasta 2000 m de altura?

RESOLUCION:
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Las seis primeras preguntas del guién de la entrevista (cuadro 4.V) se formulan en

el momento que se sefiala d numero correspondiente en la resolucién (cuadro 4.1V).

Las tres Ultimas preguntas tienen un caracter mas general sobre su experiencia

cuando se usa el Célculo diferencial en las clases y textos de Fisica.

Cuadro 4.V. Guién semiestructurado para la realizacion de la entrevista

1.

¢Por qué razén hace ese paso?
(Ya sea el paso de incremento a diferencial o de cociente hcremental a cociente

diferencial)

¢Cual es el significado de esa expresion?
(Insistiremos buscando una explicacién que vaya mas alla del uso de palabras clave o

lectura literal)

¢Cuanto puede valer dm, dV...?
(Si contestan algun valor numérico, indagaremos sobre su significado y el caréacter

funcional)

¢COmo puede leerse esa expresion? ;es correcto despejar la diferencial?
(Nos referimos a la expresion de la derivada, y queremos saber si la consideran como un

verdadero cociente de diferenciales)

¢Cual es el significado de esas integrales?
(Pueden quedarse en la idea de antiderivada, o ir mas alla identificando sumas de

Riemann)

¢Por qué el resultado de esa integral es precisamente ese?
(Indagaremos para ver si son capaces de justificar por qué la integral de una diferencial es
un incremento macroscopico, 0 por qué precisamente las sumas nfinitas se calculan

mediante antiderivadas)

¢Te enteras bien cuando tu profesor o el libro de texto usa el Célculo diferencial en las

clases de Fisica?

¢Dbénde te has enterado mejor del uso y significado del Calculo diferencial, en las clases de

Fisica o de Matematicas?

¢En general, tu crees que el uso del Calculo diferencial influye en que a los alumnos les
guste mas o menos la Fisica? ¢por qué crees que ocurre eso? ;Y en tu caso, crees que

sucede lo mismo?
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Debe advertirse que cada pregunta tiene un enunciado general, pero que en cada
caso el entrevistador la explicard o reformulard de acuerdo con las respuestas de cada
alumno, guiado siempre por el objetivo de extraer la maxima informacion posible. El
guion resultante debe ser interpretado entonces con criterio flexible, y no como una
secuencia rigida de preguntas. Con la misma intencién, y teniendo en cuenta nuestro
objetivo, para evitar situaciones de bloqueo debido a una falta de familiaridad con la
situacion fisica que aborda el problema, en cada pregunta concreta haremos

referencia a otras situaciones fisicas si es necesario.

Las entrevistas seran grabadas en audio y, posteriormente, se transcribiran
literalmente. Para la presentacion de resultados reproduciremos fragmentos
representativos de las distintas respuestas a las preguntas, de acuerdo con las
categorias ya establecidas en los estadillos de las distintas cuestiones ya presentados

en este mismo capitulo.
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Capitulo 5

PRESENTACION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS
OBTENIDOS EN LA CONTRASTACION DE LA

PRIMERA HIPOTESIS

Con el fin de confirmar nuestra primera hipoétesis, en el capitulo anterior la hemos
concretado en tres grandes derivaciones que se referian a los libros de texto, los
profesores y los estudiantes, que a su vez hemos operativizado en un total de veinte
consecuencias directamente contrastables. Al mismo tiempo, hemos disefiado y
presentado una variedad de instrumentos experimentales destinados a contrastar

tales consecuencias.

En este capitulo presentaremos los resultados obtenidos con esos instrumentos
experimentales, en primer lugar los que se han aplicado a libros de texto, y después
los que se han aplicado a profesores y estudiantes. Para facilitar la lectura, se
presentaran los resultados agrupados en torno a cada uno de los indicadores de una

adecuada comprension de la diferencial en la Fisica.

Antes de exponer los resultados conviene indicar que para el tratamiento
estadistico de los mismos hemos utilizado el criterio habitual que se expone en
distintos manuales de estadistica sobre el tema (Welkowitz et al., 1976), que es de
gran sencillez cuando el nimero de individuos de la muestra es mayor de 30, como es
el caso de este estudio. Para decidir si existen o no diferencias significativas entre los
resultados obtenidos por los distintos grupos se ha utilizado el parametro estadistico t

de Student para el nivel de confianza habitual del 5% o menor.
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51. RESULTADOSOBTENIDOSAL ANALIZAR COMO SE INTRODUCE Y
UTILIZA LA DIFERENCIAL EN LOSLIBROSDE TEXTOY MANUALESDE
FISICA

Los dos cuestionarios disefiados se han aplicado a un total de 45 textos: siete de
1° Bachillerato LOGSE, catorce de 3° BUP, dieciséis de COU y ocho de primer curso
universitario; el Anexo 4 contiene una relacion nominal de todos los textos
analizados. Hemos seleccionado textos editados en su mayoria durante los ultimos
veinte afios, a ser posible las ultimas ediciones, y cuyo uso sea relativamente
frecuente en las aulas de nuestro pais, o al menos sean consultados por profesores y

estudiantes.

Teniendo en cuenta el numero de textos que componen la muestra de cada nivel,
los resultados se expresan en numeros absolutos; s6lo cuando se trate de resultados
globales, donde no se distingue el nivel de los textos, se indica el porcentaje y la
desviacion estandar. Hemos seleccionado fragmentos literales de algunos textos para
ilustrar los resultados, aunque para facilitar la lectura del presente trabajo, la mayoria

han sido incluidos en el Anhexo 5.

Hemos de advertir que los textos de Fisica y Quimica de 1° de Bachillerato LOGSE,
en su mayor parte, no hacen uso del Calculo diferencial. De los siete textos
analizados, ninguno utiliza el concepto de diferencial con sentido en si misma, y sélo
uno de ellos la incluye dentro de la derivada y la considera un cociente diferencial. No
se trata de que los textos de este nivel no estudien tépicos similares a los de otros
niveles (por ejemplo, 3° BUP), sino que los abordan de forma cualitativa o haciendo
uso de soluciones particulares en cada caso. Esta conclusion inicial ha de considerarse
con cierta provisionalidad, a falta de que se editen textos de este nivel de manera
generalizada, si bien en los programas oficiales de Matemaéticas y Fisica no se
menciona el concepto de diferencial. Debido a esta ausencia del concepto de
diferencial, las tablas de resultados no hacen mencion de los textos de 1° de

Bachillerato que han sido analizados.
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5.1.1. Resultados que muestran la ausencia de justificacion del uso de la
diferencia en los textos de Fisica, incluso en los que pertenecen a niveles en

los que se introduce por primeravez € Caculo diferencial.
Como se recordard, la red de analisis de textos n°® 1 (cap. 4, p. 112) pretendia

realizar un analisis global del texto, y en concreto su apartado A constaba de dos
preguntas sobre la justificacion del uso de la diferencial. Previamente, hemos
comprobado que el 92% de los textos analizados (12 de 3° BUP, 15 de COU y 8 de 1°
Universidad) utilizan expresiones o términos diferenciales con sentido en si mismos, es
decir, no se limitan a incluir la diferencial dentro de expresiones como la derivada o la
integral, sino que escriben expresiones como: ¢p=F- dt, o hacen comentarios sobre

términos tales como ds o de.

Los resultados que se presentan en la tabla 5.1 sélo tienen en cuenta,

evidentemente, los textos que utilizan la diferencial con sentido en si misma.

TABLA 5.1. Como se justifica el uso de la| 3°BUP cou 1° Uni. Todos
diferencial en los libros de texto (N=12) | (N=15) | (N=8) (N=35)
n n n % (sd)

Se hace referencia (correcta o no) a la insuficiencia

del calculo ordinario al menos en una ocasion ........ 7 11 6 68.6 (8.0)

Se hace referencia (correcta o no) a la insuficiencia
del calculo ordinario en la mitad o mas de los

CONEEXTOS NUEVOS ..cuiniiiiiiiiiee e e eeaes 2 0 0 57 (4.0)

Estos resultados muestran ya claras deficiencias en la justificacion de la
diferencial, sin entrar en valorar la calidad de esa justificacion: aunque dos de cada
tres textos intentan poner de manifiesto en alguna ocasién la insuficiencia del céalculo
ordinario, sélo el 5% insisten en mostrar, al menos en la mitad de las ocasiones, la
necesidad de recurrir al concepto de diferencial cuando aparece en nuevos contextos.
Por tanto, es comun entre los textos la ausencia de justificaciéon en la mitad o
mas de los distintos tdépicos que se tratan, sin incluir siquiera un breve

comentario que ocupe una sola linea (ver Anexo 5, apartado 5.1).
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La red de analisis de textos n°® 2 (cap. 4, p. 119) trataba de identificar el
contenido de los comentarios destinados a justificar el uso de la diferencil, y la
evolucion de los mismos a lo largo de un mismo texto; para ello, se analiza en cada
texto tres toépicos correspondientes a distintos momentos clave del uso de la
diferencial en un curso de Fisica (cap. 4, p. 120). Como se recordard, clasificamos los
tipos de comentario en tres grandes grupos: comentario correcto, insertando el uso de
la diferencial en una estrategia mas general, comentarios con significado que indican
alguna ventaja en el uso de la diferencial (dos tipos de comentario, el segundo de
ellos erréneo), y comentarios sin significado (cuatro tipos de comentario). Para
identificar mejor cada uno de estos tipos de comentario, en el apartado 5.5 del Anexo
5 se ilustra cada uno de ellos con un fragmento literal extraido de un libro de texto
(excepto los dos primeros tipos, que no se han encontrado en ningdn texto). Los

resultados se presentan en la tabla 5.11.
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TABLA 5.11. Tipo de comentario que se realiza en TRABAJO ENERGIA CONDENSADOR ABSORCION LUMINOSA
los textos de Fisica para justificar el uso de la 30 cou 10 odos 30 cou 10 oo 30 o 1o odos
diferencial al tratar distintos tépicos BUP Univ. BUP Univ. BUP Univ.
N=11 N=15 N=7 N=33 N=5 N=8 N=7 N=20 N=7 N=14 N=3 N=24
% (sd) % (sd) % (sd)
1. Comentario correcto, insertando el uso de la
diferencial en una estrategia mas general ................... 0 0 0o () 0 0 0 0o () 0 0 0 o ()
2. Comentarios con algun significado:
2.1. La existencia de una situacion no uniforme obliga
a hacer una estimacion lineal ............................ 0 0 0 () 0 0 0 0 () 0 0 0 o ()
2.2. La existencia de una situacién no uniforme obliga
a tomar cantidades infinitesimales en las que
puede considerarse uniforme ..........c.cocoii. 4 5 |51.5 (8.8)] O 1 1 10.0 (6.9)| O 0 0 o ()
3. Comentarios carentes de significado:
3.1. Existen magnitudes variables (y sin mas
aclaracion usa diferenciales) .......c..cooceveiiiiiiienns 2 1 12.1 (5.8)|] O 0 1 5.0 (5.0) 0 0 0 o (»
3.2. Simple referencia nominal al valor muy pequefio
de una magnitud ... 1 1 (21.2 (7.2)] 1 0 2 |15.0 (8.2)| 1 1 2 16.7 (7.8)
3.3. Términos o frases hechas sin significado ........... 2 0 9.1 (5.1) 1 3 0 20.0 (9.2)| O 3 0 12.5 (6.9)
3.4. Ningln comenNtario ......ccoeoeieieieiiiiieiiiiieeeeeeeenen 2 0 6.1 (4.2 3 4 3 50.0 (9.5)| 6 10 1 70.8 (9.5)
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Los resultados se comentan por si solos. En concreto, cabe destacar que:
- Ningun texto justifica correctamente el uso de la diferencial

- La mitad de los textos intenta justificarlo en una de las primeras ocasiones
(tépico: Trabajo), pero lo hacen de forma errénea al considerar que cuando
el incremento es muy pequefio el comportamiento se hace realmente

uniforme (ver gréfico 5.1)

- Este intento s6lo se produce en una de esas primeras ocasiones: después,
mas del 90% de los textos no presta atenciéon a la justificacion. En
particular, cuando se avanza en el texto, un alarmante 70% no incluyen
comentario alguno (frases hechas, ningdn comentario) antes de usar la
diferencial (ver grafico 5.1), en mayor proporcidon cuanto mas basico es el

curso al que pertenece el texto.

E
Comentario para justificar el Trabajo Absorcion
condensador
uso de la diferencial
% textos % textos % textos
Con significado (incorrecto) ..... 51.5 10.0 0
Ningln comentario ................... 15.2 70.0 83.3

100

Trabajo E condensador Absorcion
—&— Con significado (incorrecto) —X— Ningun comentario
En Al AviAArA~A £ ~AA AR AiiAan 1in FrAamnaAan A~ AA tiin FAanitAa An Al AviA AA "'TCI’Iben

Gréfico 5.1. Resultados extremos al analizar el comentario que se realizaenel

E€XPrés texto para justificar el uso de la diferencial, en distintos tépicos de Fisica e sea,

para jusuncdal €1 USU uE Id UlIEIElItidl U EXPIILAL SU SIYTIILAUU, d pesdl ue udwarse de
una situacion propicia para destacar el caracter hipotético de la diferencial y mostrar la

estrategia global que utiliza el Calculo diferencial.
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CUADRO V.1. Ejemplo de uso de la diferencial sin ningin comentario (texto de COU)

(...) Experimentalmente se comprueba que, para una onda plana, al atravesar un medio de

espesor dx, se produce una variacion dl en su intensidad. Esa variacion es directamente
proporcional a la intensidad de la onda y a la distancia, dependiendo de las caracteristicas del
medio; dichas caracteristicas se engloban en una constante &, denominada coeficiente de
absorcion del medio.

Matematicamente, podemos escribir: dl =-1- & dx .)

Implicitamente, existe una identificacion —errénea- entre diferencial e incremento;
el cambio de notacién podria hacerse para recordar que, en el caso de la diferencial,
se trata de un incremento infinitesimal, que es la concepcién que se declara en otros
topicos de ese mismo texto. No obstante, algunos textos (por ejemplo, el Solucionario
de problemas de esta misma editorial) realizan calculos de A | sustituyendo
directamente en la expresion diferencial, a pesar de que no se trata de variaciones
muy pequefas. Esta identificacion entre diferencial e incremento conduce a una clara
contradiccion entre la premisa de partida y el resultado que se obtiene: mientras la
premisa afirma que la variacién de intensidad es proporcional al espesor, la conclusion
afirma que esa variacidon no es proporcional sino —en este caso concreto- exponencial.
Esta identificacion errénea entre Al y dl también lleva a muchos textos a considerar
que la expresion diferencial se deduce directamente de medidas experimentales; sin
embargo, como ya hemos aclarado, la expresion diferencial constituye una hipotesis
sobre un comportamiento imaginario, y por tanto no puede contrastarse directamente

mas que a través del resultado al que conduce.

El conjunto de los resultados presentados confirman que los textos de Fisica
usan el concepto de diferencial sin prestar la minima atencién a su
justificacion, fomentando asi unas pautas de comportamiento operativista y

mecanico desde el comienzo de la formacion recibida.

5.1.2. Resultados que muestran la ausencia de explicaciones sobre el

significado de la diferencial en los textos de Fisica
El apartado B de la red de andlisis de textos n°® 1 (cap. 4, p. 112) constaba de

cinco items sobre el significado asignado a la diferencial. Los resultado se presentan
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en la tabla 5.111, en la que sélo se tienen en cuenta, evidentemente, los textos que

utilizan la diferencial con sentido en si misma.

TABLA 5.11l. Qué significado se asigna a la 3° BUP cou 1° Uni. Todos
diferencial en los libros de texto (N=12) | (N=15) | (N=8) (N=35)
n n n %  (sd)
Se asigna algun significado a la diferencial .............. 9 15 8 91.4 (4.8)
Correcto: df es una estimacion lineal del Af ....... 0 0 0 (0] ©)
Incorrecto: df es un Af muy pequefio ................. 9 15 8 91.4 (4.8)
En alguna ocasion asigna un valor numérico a df ..... 0 1 0 29 (2.9
Alguna vez comenta que puede tomar distintos valores 0 0 0 (0] )

Ningun texto considera a la diferencial como una estimacion lineal del
incremento. Al contrario, el Unico significado que se le asigna es el de ser una
cantidad infinitesimal al estilo de la diferencial de Leibniz (ver cap. 1, pp. 32-39), lo
que, ademas de ser erréneo, constituye una propiedad que puede ser cumplida por

infinitas expresiones que no serian la diferencial.

A veces se intenta precisar el significado de esa cantidad infinitesimal, al estilo de
la primera definicion de Cauchy (ver cap. 1, p. 41), tal como se muestra en el cuadro
5.11; de acuerdo ocon esa definicion, & (y cualquier diferencial) deberia ser siempre

nula. Para otros ejemplos, ver Anexo 5, apdo. 5.3.

CUADRO 5.1l1. Ejemplo de identificacion entre diferencial y cantidad infinitesimal

(Texto de 1° Univ.)

(...) Supoéngase que descomponemosel trayecto curvo (...) en segmentos sucesivamente mas

pequefios As. Cuando As se hace infinitesimalmente pequefio: }I\lg}) As =ds

Por otra parte, ninguno de los textos analizados (excepto uno de COU) asigna

valor numérico concreto a la diferencial, y ninguno reconoce su caracter funcional.
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5.1.3. Resultados que muestran |a ausencia de explicaciones sobre larelacion

entre ladiferencia y la derivada en los textos de Fisica
El apartado C de la red de analisis de textos n°® 1 (cap. 4, p. 112) constaba de dos

preguntas sobre la relacibn que se establece entre la diferencial y la derivada.
Previamente, hemos comprobado que el 97.4% de los textos analizados utilizan la
diferencial dentro de la derivada, es decir, escriben la expresion: df/dx para referirse a
la derivada de la funcién. Los resultados que se presentan en la tabla 5.1V sélo tienen

en cuenta, evidentemente, los textos que escriben ese tipo de expresiones.

TABLA 5.1V. Qué relacion se establece entre 3° BUP cou 1° Uni. Todos
diferencial y derivada en los libros de texto (N=14) | (N=15) | (N=8) (N=37)
n n n %  (sd)

Usa la derivada como cociente diferencial: despeja,
divide... alguna Vez ... 11 15 8 91.9 (4.5)
Explica (no s6lo usa) la concepcion de la derivada

como cociente diferencial .........cccooooiiiiiiiii 2 0 5 18.9 (6.5)

La notacién habitual que los alumnos han usado en las clases de Matematicas para
referirse a la derivada ha sido la de Lagrange: f’; el cambio a la notaciéon df/dx podria
interpretarse simplemente como la introduccion de un nuevo simbolismo para
especificar la variable respecto a la cual se deriva, es decir, como la introduccién de
un operador (d/dx) que actla sobre la funciéon. Sin embargo, el 92% de los textos va
mas alla al considerar esta nueva expresion (df/dx) como un cociente de dos
magnitudes: despejan de la derivada (“si la aceleracion es 3: dv/dt=3t, entonces:
dv=3t- dt”), y dividen para obtener la derivada (“dW/dt = F- dr/dt = F- v”) (ver
ejemplos en el Anexo 5, apdo. 5.4). Pero esta nueva interpretaciéon no se explica en
casi ningun texto: menos del 20% incluye algun comentario destinado a aclarar que la
derivada va a ser interpretada como un cociente, aunque sea identificando

erroneamente los términos df, dx con cantidades infinitesimales.

Asi pues, en mas del 80% de los textos se pasa de una nueva simbolizaciéon a una
nueva conceptualizacién sin explicacion alguna. Paradéjicamente, esta carencia es
mas acusada en los cursos de iniciacidon: ningun libro de COU ofrece explicacién, y tan

s6lo se ofrece en dos de 3° BUP.
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5.1.4. Resultados que muestran la ausencia de explicaciones en |os textos de

Fisica sobre € célculo de sumas infinitas mediante primitivas o antiderivadas
El apartado D de la red de andlisis de textos n° 1 (cap. 4, p. 112) constaba de tres

preguntas sobre el uso de la integral como sumas de Riemann y la justificacion del
Teorema Fundamental. Previamente, hemos comprobado que el 92.1% de los textos
analizados utilizan la diferencial dentro de la integral. S6lo esos textos forman la

muestra cuyos resultados se presentan en la tabla 5.V.

TABLA 5.V. Qué concepcion de la integral se 3° BUP Ccou 1° Uni. Todos
usa en los libros de texto, y cOmo se justifica el (N=12) | (N=15) | (N=8) (N=35)

Teorema Fundamental n n n % (sd)

Usa la integral como sumas de Riemann ................... 8 15 8 88.6 (5.5)

\

Usa el razonamiento incorrecto: “ &M = AM por ser

L 7 15 7 82.9 (6.5)
una suma de pequefios AM” ...

Llega a justificar, al menos intuitiva o

] 1 0 2 8.6 (4.8
geométricamente, el Teorema Fundamental ............

Mas del 88% de los textos de Fisica que escriben integrales presentan a la
integral como sumas de Riemann, y no como sindnimo de primitiva o
antiderivada. Sin embargo, menos del 102 aporta alguna justificacion para
mostrar que el calculo de esas sumas infinitas se reduce al calculo de la

funcién primitiva.

Ademas, el 83% de los textos que usan integrales utiliza en alguna ocasion el
argumento erréneo segun el cual la integral de una diferencial conduce al incremento
porque la suma de muchos incrementos pequefisimos @proximados) acabara dando

un incremento exacto (ver Anexo 5, apdo 5.5).
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5.1.5. Resultados que muestran |a ausencia de comentarios sobre la naturaleza

hipotética de las expresiones diferenciales en los textos de Fisica
El dgltimo item de la red de analisis de textos n® 1 (cap. 4, p. 112) se referia a la

diferencial como hipoétesis, y el resultado obtenido es rotundo: ninguno de los
textos de Fisica analizados menciona, ni siquiera mediante un breve

comentario, la naturaleza hipotética de alguna de las expresiones

diferenciales que escribe.
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5.2. RESULTADOS SOBRE LA COMPRENSION DE LA DIFERENCIAL Y LA
ACTITUD QUE PROVOCA SU USO ENTRE PROFESORESY ESTUDIANTES

Para contrastar las catorce consecuencias de nuestra hipétesis, siete referidas al
uso de la diferencial por los profesores y otras siete referidas a su uso por los
estudiantes (cap. 4, pp. 108-109), hemos disefiado y presentado ya en el capitulo
anterior once cuestiones cerradas y semiabiertas, cuatro problemas (ver hojas

recordatorio adjuntas) y una entrevista individual semiestructurada.

Las cuestiones y los problemas se han pasado a un total de 210 profesores y
732 estudiantes, en las condiciones que se han descrito en el disefio (cap. 4, pp. 123-

124).

En concreto, los 210 profesores de Secundaria en activo asistian a un curso de
formacion sobre “La introduccién del Calculo diferencial en la ensefianza de la Fisica”,
que hemos impartido durante los ultimos afos. Las cuestiones se pasaron siempre al
inicio de ese curso, de manera individual y anénima; cada profesor recibia, por
término medio, un problema y tres cuestiones referidas a distintas consecuencias, y

el tiempo requerido para su contestacidon no era superior a los cuarenta minutos.

Para la eleccion de la muestra de estudiantes hemos procurado que exista
suficiente diversidad tanto en el origen de los alumnos como en el profesor concreto
encargado de impartir la asignatura. En el caso de COU, se han escogido grupos
completos de alumnos de orientacion cientifica (matriculados en Fisica y
Matemaéticas), pertenecientes a cuatro Institutos de Almeria capital y dos de la
provincia, repartidos entre siete profesores distintos. En cuanto a estudiantes
universitarios, hemos escogido grupos completos de cuatro universidades de otras
tantas capitales (Almeria, Alicante, Madrid y Valencia), de distintas carreras cientifico-

técnicas y distintos cursos, repartidos entre nueve profesores diferentes.

Hemos considerado conveniente, para la presentacién de resultados, dividir la
muestra de estudiantes universitarios en dos grupos: los de 1° curso y los de cursos
superiores (3 2° curso), para discernir si los malos resultados son achacables al
fracaso en general que suele producirse en el primer curso. Por la facilidad para
obtener grandes grupos, la mayoria de los alumnos de cursos superiores son de 2°. En
concreto, la muestra esta formada por 732 estudiantes distribuidos de la siguiente

forma:
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270 estudiantes de las asignaturas de Fisica y Matematicas de COU

283 estudiantes de la asignatura de Fisica en 1°" curso universitario:
103 de 1° de carreras técnicas (Ingenieria Técnica Agricola o de
Obras Publicas, Arquitectura Técnica e Informética)
102 de 1° de Ciencias Fisicas
45 de 1° de Ciencias Bioldgicas

33 de 1° de Informatica Superior

184 estudiantes de la asignatura de Fisica entre 2° y 5° curso universitario:
79 de 2° de Ciencias Quimicas
65 de 2° de Ciencias Fisicas
19 de 3° de Ciencias Fisicas

21 de 5° de Ciencias Fisicas

Las cuestiones se pasaron a los estudiantes en el mes de mayo, en presencia del
investigador o algun colaborador, durante la clase de Fisica. Como en el caso de los
profesores, cada estudiante recibia, por término medio, un problema y tres
cuestiones referidas a distintas consecuencias, y el tiempo requerido para su

contestacidon no era superior a los cuarenta minutos.

La entrevista individual se ha llevado a cabo con siete estudiantes de COU y
cuatro profesores en formacién. Los alumnos de COU, pertenecientes a dos Institutos
de Almeria capital, fueron seleccionados por sus profesores de Fisica -tres en total-
por su alto rendimiento en la asignatura. Los profesores en formacion asistian al CAP y
eran Licenciados en Ciencias Quimicas. Todos los entrevistados, asi como sus
profesores, habian recibido la formacién habitual sobre el uso cel Calculo diferencial,

por lo que pueden considerarse pertenecientes a grupos de control.

Como ya se ha advertido, la intencidon de esta entrevista no era obtener datos
cuantitativos, sino asegurar e ilustrar nuestra interpretacion de las respuestas
obtenidas por escrito. Con caracter general, podemos adelantar que los resultados de
la entrevista han puesto de manifiesto la debilidad y falta de consistencia de las

respuestas y argumentos de los estudiantes, reflejo de la falta de comprensién y el

uso mecanico del Calculo.
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Como ya se ha hecho en el apartado correspondiente a los libros de texto, los
resultados no se presentardn para cada instrumento particular, sino agrupados en
torno a cada uno de los indicadores de una adecuada comprension de la diferencial en
la Fisica. En el caso de los problemas, teniendo en cuenta nuestro interés en el
dominio del Calculo y no en el dominio de un tdépico especifico, se presentaran los
resultados para cada grupo de la muestra sin especificar a qué problema concreto se
refieren, después de haber comprobado que no existen diferencias estadisticamente
significativas. En el caso de las entrevistas, en lugar de realizar transcripciones

completas, se incluiran fragmentos literales para ilustrar algunos de los resultados

5.2.1. Resultados que muestran que los profesores y estudiantes no saben
cuando y por gué es necesario usar la diferencia
Las cuestiones Cle-p y C5e (cap. 4, pp. 126 y 139), asi como el andlisis de los

problemas resueltos (cap. 4, p. 146) y del problema ejemplificador (cap. 4, p. 152),
estaban relacionados con la justificacion del uso de las expresiones diferenciales. Los
resultados mas importantes se presentan en la tabla 5.VI, y muestran con rotundidad
la falta de comprensiéon de los profesores y estudiantes sobre las razones que
obligan a usar expresiones diferenciales, y la falta de atencidén que prestan a
este aspecto cuando usan el Calculo diferencial para resolver problemas,
auque se trate de niveles de ensefianza en los que se inicia el uso del Calculo

diferencial.
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TABLA 5.VI. Justificacion del uso de expresiones diferenciales entre profesores y Ccou 1° Univ. 8 2°Univ. | Profesores
estudiantes % (sd) % (sd) % (sd) %  (sd)
Cle-p: ¢(Cudl es la causa que justifica con mayor precision el paso deAv=a- Atalaexpresion:dv=a- dt?| (N=149) (N=92) (N=90) (N=160)
Respuesta correcta: Porque la aceleracion depende del tiempo ......ccooeiiiiiiiiiiiiiinann, 10.7 (2.5) (2.2 (1.5 (3.3 (1.9 [(11.3 (2.5
Respuestas incorrectas™>: Porque estamos considerando tiempos infinitamente pequerfios ..... 57.7 (4.1) |73.9 (4.6) |82.2 (4.1) |68.8 (3.7)
Porque la velocidad depende del tiempo .......coiiiiiiiiiiiieen, 17.4 (3.1) (109 (3.3) |6.7 (2.6) |11.3 (2.5)
Porque nos interesa concluir en una derivada o una integral .......... 20.1 (3.3) |15.2 (3.8) |12.2 (3.5) |6.9 (2.0
NO 10 SE .o 47 (1.7) |43 (2.1) |22 (@1.6) |0.6 (0.6)
C5e: Consideran imprescindible usar el Calculo diferencial para calcular larapidez instantaneaen... | (N=117) (N=89) (N=43)
b I PP RUPRPRPR 51 (2.0) |11.2 (3.4) [30.2 (7.1)
Dl < T S ) TR 87.2 (3.1) |91.0 (3.0) |97.7 (2.3)
X T B = 2 ittt 72.6 (4.1) |80.9 (4.2) [93.0 (3.9
Correctamente: s6lo el casono lineal ..........cooooiiiiiiiiiiiinnan.. 16.2 (3.4) |11.2 (3.4) |4.7 (3.2
Cuando resuelven los problemas: Ple Ple, P2e-p | P2e-p, P4e | P2e-p, P3p
(N=57) (N=95) (N=105) (N=94)
Utilizan el Calculo diferencial ..........coooiiiiiiiiiii e 19.3 (5.3) |50.5 (5.2) (44.8 (4.9) |80.9 (4.1)
Intentan justificar la necesidad de USarlo .......cccooieiiieiiiiiinieeenns 1.8 (1.8) |21 (1.5) (48 (2.1) |13.8 (3.6)
Lo justifican COrreCtamente ........coceiiiiiiiii e e 1.8 (1.8) |[1.1 (1.1) |48 (2.1) |9.6 (3.1
Cuando resuelven el problema ejemplificador en situacion de ensefianza: (N=63)
Utilizan diferenciales ... 93.7 (3.1)
Intentan justificar la necesidad de usar diferenciales ...................... 34.9 (6.1)

(*) Teniendo en cuenta que en ocasiones sefialan mas de dos respuestas incorrectas, la suma de los porcentajes es superior a 100

153




Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)
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Para complementar estos resultados, podemos afadir los siguientes comentarios:

1. Tal como esperabamos, la respuesta incorrecta mas frecuente para justificar

el paso de incrementos @v=a.- At) a diferenciales (dv=a- dt) consiste en
sefialar el pequefio valor del intervalo de tiempo. Esta respuesta, ademas,
es elegida con un alto grado de seguridad, como se muestra en el grafico

5.11.
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Gréafico 5.11. Grado de seguridad expresado al sefialar la respuesta:
Porque estamos considerando tiempo infinitamente pequefos, para

justificar el paso de incrementos (Av=a.- At) a diferenciales (dv=a- dt)
Los alumnos no sélo contestan equivocadamente sino que, ademas,
se confiesan mas seguros al actuar asi: mientras el grado de seguridad
medio con que sefalan la respuesta ...tiempos infinitamente pequefios es
7.7, cuando sefialan la respuesta correcta es 6.3, existiendo diferencias
significativas entre ambos resultados (4<0.01). Una vez mas, se trata de un
reflejo de la actitud operativista, no reflexiva, que acompafia al uso del
Calculo diferencial, proporcionando una apariencia de mayor seguridad que

el uso reflexivo.

El grupo de COU es el que manifiesta un grado de seguridad mas bajo en
sus respuestas (a<0.01). Como podremos comprobar en las respuestas a
las restantes cuestiones, los estudiantes de COU no presentan una falta de
comprension mayor que el resto de sus compaferos, por lo que esta falta
de seguridad debe atribuirse a que aun no se ha producido una
identificaciéon entre Calculo y algoritmos mecéanicos, y son mas conscientes

asi de sus carencias de comprension.
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2. Las entrevistas, al recoger el pensamiento de cada individuo, reflejan la

inseguridad y debilidad de los argumentos. No sélo aparecen los mismos

tipos de respuestas incorrectas que se ofrecian en la cuestiéon Cle-p, de

opcién mualtiple, sino que un mismo individuo pasa de un tipo a otro en

pocos segundos, tal como se aprecia en los siguientes extractos.

EXTRACTO 1: Ejemplo de justificacion superficial que se limita a comentar:

valores muy pequefos, y reconoce sus deficiencias (Pedro, alumno de alto

rendimiento, COU)

Pedro:

Pedro:

La de arriba [A=Am/AV] es la definicion de densidad, y la de abajo
[fi=dm/dV] es lo mismo pero para trocitos de estos muy pequefiitos...
Seria lo mismo pero quizds aqui puede escribir la masa en funciéon del
volumen...

¢Y €so mismo no lo puede hacer también con la expresion de arriba?

Pues si, por eso, es que no sé...

EXTRACTO 2: Ejemplo de falta de justificaciobn, reconociendo sus

deficiencias (Maria, profesora en formacion)

Maria:

Maria:

Maria:

Ha convertido los incrementos en diferenciales, y no sé por qué hace ese
paso. Lo que yo no entiendo es por qué un incremento directamente no
lo sustituye. Ha pasado de incrementos a diferencial.

¢(Por qué?

Est4 cuantificando una variacion

¢Y no lo podia hacer con incrementos?

Yo creo que si... No sé por qué pasa a diferenciales.
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EXTRACTO 3: Ejemplo de justificacion superficial que remite a posteriores

desarrollos matematicos (Javier, profesor en formacion)

E: ¢Por qué después de escribir: Am/AV a continuacion escribe: dm/dV?

Javier: Ha hecho lo mismo que antes: los incrementos de masa y de volumen
que son finitos los ha pasado a diferenciales que son... infinitesimales

E: ¢(Por qué los pasa a diferenciales?

Javier: Para hacer la integral
(..)

E: ¢Por qué escribe: dV = A.dh?

Javier: Para poder integrar. Porque para hacer la integral después, tendra que

usar diferenciales.

3. Los comentarios de los estudiantes cuando se enfrentaban con la cuestién

C5e nos han mostrado que tienen dificultades para entender algunas de
ellas (x=5cos3t, x=t/3, x=3+1/t), en especial para saber si son o no
lineales. Para evitar que esta dificultad interfiera en los resultados que
buscamos, hemos seleccionado para nuestro andlisis las tres primeras
ecuaciones que corresponden a casos prototipo de ecuaciones lineales
(coeficientes enteros: x=12, x=6t-2) y no lineales (ecuacion de segundo
grado: x=8+3t?); de esta forma, cabe obtener resultados mas
desfavorables para nuestra hipétesis. Debe advertirse, no obstante, que los
resultados en la ecuacion de segundo grado son similares a los de las
restantes ecuaciones ro lineales, eliminando asi la posibilidad de que hayan
pensado utilizar las ecuaciones memorizadas del movimiento

uniformemente variado para calcular la velocidad instantanea.

Podemos confirmar que los estudiantes han reconocido el término:
imprescindible que aparece en el enunciado, pues mientras la ecuacion
correspondiente al reposo (x=12) es sefialada por el 9% de la muestra,

cualquier otra ecuacién es sefialada por un porcentaje superior al 70%.

Los resultados que se han presentado en la tabla 5.VI muestran la
existencia de diferencias significativas (4<0.02) entre el porcentaje de

estudiantes de COU que contestan correctamente frente los de 2° curso
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universitario, a favor de los primeros. Por tanto, aunque la mayoria de los
estudiantes no saben identificar cuando tienen que usar el Calculo
diferencial, ni siquiera ante casos sencillos, la actitud mecanica es mas

acusada aun entre alumnos universitarios de cursos superiores.

En cada ecuacion, ademas de contestar afirmativa o negativamente, se les
pedia que valorasen el grado de seguridad en su respuesta, sea cual fuere,
utilizando una escala de 0 a 10. En la primera ecuaciéon (x=12), la
respuesta correcta (NO es imprescindible...) es sefialada con un alto grado
de seguridad, de media: 8.24 (*x2.77). Para las otras dos ecuaciones
(x=8+3t?, x=6t-2), los resultados mas importantes se presentan en la tabla

5.VII.

TABLA 5.VIl. Grado de seguridad de los estudiantes cuando sefialan su

respuesta (C5e)

X =8+ 3t? X=6t-2 x=8+31? X=6t-2

¢imprescindible? | ¢imprescindible? N gs2 (9) gs3 6) | lgs2-gs3|

si Si 188 | 8.31 (2.47) |8.11 (2.60)| 0.31

Si NO 30 | 8.60 (1.89) |7.03 2.60)| 1.77

El grupo mayoritario, que contesta equivocadamente, y el grupo que
contesta correctamente manifiestan un alto grado de seguridad. Sin
embargo, se aprecia una clara diferencia entre ambos grupos: mientras el
primero se siente igualmente seguro en su respuesta a las dos ecuaciones,
el grupo que contesta correctamente disminuye significativamente su grado
de seguridad al sefialar que en el caso lineal no es imprescindible usar el
Calculo diferencial. Igual que hemos hecho en el apartado anterior (ver p.
176, en este mismo capitulo), interpretamos esta diferencia como un reflejo
de que el uso mecanico del Calculo proporciona una apariencia de mayor

seguridad que el uso reflexivo.

157



Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

5.2.2. Resultados que muestran que los profesores y estudiantes no conocen €

significado correcto de la diferencia
Hemos estudiado el significado que asignan a la diferencial en tres contextos

distintos: cuando resuelven problemas (incluido el problema ejemplificador) (cap. 4,
pp. 146 y 152), cuando se les pregunta directamente por el significado de expresiones
diferenciales (Cle-p, C5p y C7e) (cap. 4, pp. 126, 135 y 143), o cuando explican el
significado de un valor numérico concreto (C3e-p) (cap. 4, p. 131). En casi todos los
casos se trataba de situaciones conocidas, aunque no excesivamente familiares para

evitar frases automaticas.

Los resultados mas importantes que hemos obtenido se presentan en la tabla
5.VIIl. En el caso de la cuestion C3e-p hemos seleccionado los resultados
correspondientes al intervalo mas pequefio (At=0.05 s), por ser los mas desfavorables

para nuestra hipétesis.

Esos resultados, obtenidos a través de distintos contextos y distintas situaciones
fisicas, son convergentes: los profesores y estudiantes no conocen el significado
correcto de la diferencial y un alto porcentaje de ellos no aporta significado
alguno, aunque sea incorrecto, lo que interpretamos como una muestra de la
inconsistencia del propio pensamiento. El significado incorrecto mas
frecuente que se asigna explicitamente consiste en identificar la diferencial

con el incremento.
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TABLA 5.VI11. Significado de la diferencial para profesores y estudiantes cou 1° Univ. 8 2° Univ. Profesores
%  (sd) %  (sd) %  (sd) % (sdY % (sd)
Cuando resuelven los problemas: Ple Ple, P2e-p | P2e-p, P3p | P2e-p, P3p | P ejemplific
(N=57) (N=95) (N=105) (N=94) (N=63)
Escriben expresiones diferenciales ... e 17.5 (5.1)|50.2 (5.2) (44.8 (4.9) | 78.7 (4.2) | 93.7 (3.1)
AlgUN SIgNIfICAdO ..o o 3.2 (1.8)| 95 (2.9 8.5 (2.9)] 39.7 (6.2)
Significado correcto: Estimacion lineal del incremento ......... 0 -) 1.0 (1.0 1.1 (1.1) 1.6 (1.6)
Cle-p, C5p, C7e: ¢(Cual es el significado fisico de la expresiéon diferencial? dN =-é&- N- dt dv =a- dt dB
(N=52) (N=37) (N=33) (N=126) (N=44)
AlgUN SIgNIfiCadO ..ceuieniiiicie e 57.7 (6.9)|72.9 (7.4) |57.6 (8.7)|54.8 (4.5)| 47.8 (7.6)
Significado correcto: Estimacion lineal del incremento ......... o 0 -) 0 () 0.8 (0.8) 2.3 (2.3)
Es un incremento, SiN MAS €XIGENCIA .....uiuuieiiiie ittt e e e e eaeaas 34.6 (6.7)(29.7 (7.6) |36.4 (8.5) o* () 11.4 (4.8)
Es un incremento MUY PEQUERIO ....uuiuieiie ettt ettt e e e e ens 23.1 (5.9)|40.5 (8.2) (21.2 (7.2) | 43.7 (4.4)| 25.0 (6.0)
Es un incremento tan pequefio, que se puede suponer constante alguna magnitud o 2.7 (2.7) 0 () 10.3 (2.7) 9.1 (4.9
C3e-p: (Cual es el significado de un valor numérico de la diferencial (At=0.05 s)? (N=56) (N=54) (N=41) (N=61)
AlgUN SIgNIfICATO ..cenieiiiecee e 35.7 (6.5)|48.1 (6.9) |36.6 (7.6) | 45.9 (6.4)
Significado correcto: Estimaciéon del incremento .................... o 74 (3.6)| 24 (2.4)]|13.1 (4.9

* La primera parte de esta pregunta pedia justificar el paso de incrementos a diferenciales, lo cual induce a negar la identificacion, sin mas, entre ambos
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Un analisis mas detallado de los resultados de la tabla 5.VIII pone de manifiesto

que profesores y estudiantes:
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1. Apenas conceden importancia al significado de las expresiones

2.

3.

diferenciales que escriben. Asi, cuando resuelven problemas, menos del
10% dedica aunque sea una linea a explicar el significado, a pesar del
requerimiento explicito de comentarios y aclaraciones. En particular, resulta
alarmante que el 60% de los profesores no incluyan ninguna explicacion
cuando resuelven un problema destinado a clarificar fisicamente entre
alumnos de COU el uso del Calculo diferencial, alumnos poco familiarizados
con el Célculo. Del mismo modo, cuando se les pide directamente que
expliquen el significado fisico de expresiones diferenciales, un porcentaje
superior al 40% es incapaz de aportar significado alguno (excepto entre
alumnos de 2° curso universitario). El extracto 4 corresponde a un
fragmento de una entrevista en el que se aprecia esta despreocupacion por

el significado.

EXTRACTO 4: Ejemplo de ausencia de significado para la diferencial,
reconociendo el uso mecanico del Calculo (Isa, alumna de alto rendimiento

en Fisica de COU)

Isa: dm es como cambia la masa con respecto a... jYa me lio!
E: ¢Conoces algun significado de esa expresion?
Isa: Yo sé que haciendo la integral se quita la “d”, pero no sé ningln

significado ahora.

Salvo casos excepcionales (ningun estudiante, y el 2.3% de los profesores),
nadie explica correctamente el significado de las expresiones

diferenciales en términos de estimacion lineal del incremento.

Todas las respuestas erréneas sobre el significado fisico de expresiones
diferenciales identifican la diferencial con el incremento, y se diferencian
unas de otras en el grado de precision y explicacién. Por ello, en el gréafico
5.111 hemos acumulado los resultados: todos identifican diferencial con

incremento, una parte precisa que ese incremento debe ser muy pequefo, y
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una pequefa parte de este grupo comenta, ademas, que debe ser tan

pequefio para suponer constante alguna magnitud.

Respuesta errébnea mayoritaria: la diferencial...

100
R R e
2
8
c
q) ------------------------------------------------
8]
j .
0
o
T
es un incremento muy pequefio tan pequeiio que...
—— COU —8—1° Univ. —&— 2° Univ. —¢— Profesores
Gréafico 5.111. Disminucion del porcentaje que sefialan la respuesta erronea: la

diferencial es un incremento, conforme se le exige un mayor grado de precision

Nuestra experiencia como docentes, jJunto a otros resultados ya
presentados como los referidos al significado de la diferencial en los textos
de Fisica (p. 168), o al argumento mas frecuente para justificar el paso de
incrementos a diferenciales (pp. 176-177), nos hacen suponer que la
concepciéon dominante entre los profesores y estudiantes consiste en
identificar la diferencial con un incremento muy pequefo, al estilo de
la concepcidn de Leibniz. {Como explicar entonces el bajo porcentaje, en la

tabla 5.VIII, de respuestas explicitas en esta direccion?

Pensamos que, aunque la idea de diferencial como una cantidad muy
pequefia es comunmente aceptada, la falta de convencimiento y seguridad
impide que se exprese en muchas declaraciones. Interpretamos asi muchas
respuestas sin significado o las que no precisan el valor pequefio del
incremento, como una prueba de la inconsistencia y falta de
seguridad de la concepcidon habitual sobre la diferencial, lo que
impide que se transforme en un conocimiento declarativo. Esta ambigledad
e imprecision en el significado no es extrafia en bs libros de texto: hemos

descrito ya (p. 167, en este mismo capitulo) como en un mismo texto se
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identifica la diferencial con incrementos muy pequefios y, al mismo tiempo,
se sustituyen diferenciales por valores grandes del incremento para resolver
problemas, ni tampoco es extrafia al Calculo: seguramente se habrian
obtenido resultados similares si se hubiese preguntado a sus creadores, tan
convencidos del éxito en la aplicaciéon de sus ideas como de su falta de

claridad conceptual.

Durante las entrevistas, aparecié en algun caso la identificacibn entre
diferencial e incremento, sin mas exigencia (extracto 5), pero la respuesta
mas frecuente consistia en especificar que se trataba de incrementos muy
pequefios. Al tratar de profundizar, los argumentos utilizados son muy
diferentes: en el extracto 6 se aprecia una concepciéon débil que reconoce el
operativismo, mientras en el extracto 7 la reflexion conduce finalmente
hacia una explicacion racional —aunque errénea- de por qué deben ser tan
pequenios.

EXTRACTO 5: Ejemplo de identificacion entre diferencial e incremento

(Julia, profesora en formacion)

Julia: Yo siempre he tomado un incremento como la diferencia entre la masa
final y la inicial, y un diferencial cuando no pones los limites entre los que

esta variando la masa

E: Pero, ¢esta variando?
Julia: Claro, luego limites tiene que tenerlos
E: ¢Qué diferencia hay entonces entre incremento y diferencial?
Julia: Pues no tiene diferencia
(..)
E: ¢Qué es dV?
Julia: Es una variacién de volumen, tal y como yo lo concibo, y es igual al area

de la base por la variacion de altura

EXTRACTO 6: Ejemplo de identificacion entre diferencial y cantidad muy

pequefia, sin argumentos fuertes (Juan, alumno de alto rendimiento, COU)

Juan: Entiendo por diferencial cuando quieres estudiar las partes todo lo
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Juan:

Juan:

Juan:

Juan:

Juan:

"chiquitillas" que tlu quieras

¢Qué es entonces dm?

Pues trocitos muy "chiquitillos” de la... (no puede acabar la frase)

;De qué?

De la masa...

(..)

Cada vez que usamos diferenciales, mi profesor dice: "para estudiar esta
curva vamos tomando rectas tan pequefias como queramos..."

(..)

dV, dh son incrementos de volumen, incrementos de altura... parece que
lo toma asi

¢Y tla crees que es asi?

No lo tengo claro... La verdad, yo sé hacer integrales, pero no me he
quedado muy bien con lo que son las diferenciales que aparecen, lo veo
escrito pero no sé lo que son... y para qué voy a preguntar, si me van a

decir: "esto son los trocitos chiquititos..."

EXTRACTO 7: Ejemplo de explicacion del significado de la diferencial donde

se intenta justificar el valor muy pequeio (David, alumno de alto

rendimiento, COU)

E:

David:

David:

David:

¢Cudl es el significado fisico de esta expresion? (dm = - dV)

Pues mas o menos eso quiere decir que es la variacibn de masa con
respecto a la variacion de volumen pero en un espacio muy pequefio, en
un diferencial, es decir, no es en un espacio constante ni fijo sino algo
pequefio en el que se supone gue es constante...

¢Qué se supone que es constante?

Pues ahi, la densidad

¢Pero entonces el incremento no vale cuando es muy pequefio?

Si, claro que vale. Lo que nosotros entendemos es que cuando el
incremento es muy pequefio, tan pequefio en que la variable es

constante, entonces lo que escribimos es diferencial.

Las conclusiones mas importantes obtenidas hasta aqui, a saber: la ausencia

generalizada de una concepcion correcta sobre la diferencial, y la existencia de una

concepcidon errénea mayoritaria que identifica diferencial e incremento muy pequefio
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(aunque su inconsistencia e inseguridad podria hacer que no se haga explicita en

muchas ocasiones), deben verse reflejadas también en las respuestas a las preguntas

sobre el valor numérico de la diferencial (C2e-p, C3e-p) (cap. 4, pp. 129, 131).

Los resultados mas importantes en relacién con el valor numérico de la diferencial

se presentan en la tabla 5.1X, y muestran con claridad que los profesores y

estudiantes no reconocen el caréacter funcional de la diferencial, es decir, que puede

tomar cualquier valor numérico dependiendo del valor de la variable y del cambio de

variable. En concreto, esos resultados muestran que:
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Al sefalar posibles valores numéricos de la diferencial, tan s6lo el 18% del total
admiten mas de un valor numérico (no existen diferencias significativas entre
los grupos muestrales). Al justificar su respuesta se produce un aumento de
ese porcentaje, producido por aquellos que admiten distintos valores pero

siempre muy pequefios.

Al realizar calculos, las respuestas consistentes con el caracter funcional
aumentan, aungque todavia son inferiores al 50%. Interpretamos este resultado
como un reflejo de la existencia de automatismos: aplican reglas de célculo
(por ejemplo: dI=T’- dt) en las que subyace el caracter funcional, a pesar de
contradecir sus propias concepciones. Se manifiesta asi una concepcion
declarativa —al menos implicitamente- similar a la de Leibniz, junto con otra

concepcion operativa similar a la de Cauchy.



TABLA 5.1X. Sobre el reconocimiento del caracter funcional de la diferencial Ccou 1° Univ. 3 2° Univ. Profesores
entre profesores y estudiantes % (sd) % (sd) % (sd) % (sd)
C2e-p: Cuando eligen posibles valores numéricos que puede tener la diferencial de una
(N=40) (N=37) (N=33) (N=35)
magnitud (12,63; 300.000; 0,0001):
Respuestas consistentes con el caracter funcional, pues admiten mas de un
AV 10T gl o T8 0 1= o [ T 15.0 (5.7) 18.9 (6.5) 21.2 (7.2) 17.1 (6.5)
Respuestas inconsistentes: Soélo el valor mas pequefio (0.0001) ......coeveeninninennenen. 20.0 (6.4) 32.4 (7.8) 39.4 (8.5) 11.4 (5.5)
Ninguno de los tres valores ......c..occovieiiiiiiiiiiiinennan.. 30.0 (7.3) 35.1 (8.0) 30.3 (8.1) 51.4 (8.6)
NO 10 S€ e 35.0 (7.6) 13.5 (5.7) 9.1 (5.1) 20.0 (6.9)
Cuando justifican su eleccioén:
Respuestas consistentes con el caracter funcional pues reconocen, aunque sea
implicitamente, que la diferencial puede tomar distintos valores numéricos .............. 25.0* (6.9) 16.2 (6.1) 6.1 (4.2) 34.3* (8.1)
C3e-p: Céalculo de dT de una pieza que se introduce en un horno, para dos intervalos de
B B (N=56) (N=54) (N=41) (N=61)
tiempo: At=0.05 s, At=30 min, conociendo el valor de la derivada en el instante inicial:
Obtiene un valor numérico para dT en ambos intervalos, respuesta indicadora del
reconocimiento (al menos operativamente) del caracter funcional de la
(o 11 =1 7= 103 - 1 S 44.6 (6.7) 37.0 (6.6) 24.4 (6.8) 26.2 (5.7)

(*) El aumento es producido por aquellos que admiten el caracter funcional limitandolo a un rango infinitesimal
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Esta falta de reconocimiento del caracter funcional es coherente con la ausencia
generalizada de una concepcidon correcta, pero también es un reflejo de lo inusual que
resulta en la ensefianza asignar valores numeéricos a la diferencial, tal como hemos
obtenido en el analisis de textos (p. 169) y se deriva también de nuestra experiencia
docente. Asi pues, aunque con frecuencia se repite la idea de que la diferencial es una
cantidad muy pequefia, nunca se concreta en un valor numérico ni se reflexiona sobre
esta posibilidad, lo que podria explicar la resistencia mayoritaria a sefialar algun valor.
Esta actitud no es sorprendente pues, como se ha comentado en el capitulo 1, tanto
Leibniz como Cauchy no tenian una contestacion clara a la pregunta sobre el valor
numeérico de las cantidades infinitesimales, sino que su respuesta variaba desde un

valor fijo muy pequefio hasta la idea de cantidad variable.

El contenido de las entrevistas nos ha permitido apreciar como la misma
concepcion de la diferencial como cantidad muy pequefia puede conducir a respuestas
distintas sobre el valor numérico: desde admitir su caracter funcional, hasta admitir
s6lo valores aproximados, o negar explicitamente la posibilidad de que tome valor
numérico. En los extractos 8, 9 y 10 se reproduce un ejemplo de cada una de esas

respuestas:

EXTRACTO 8: Ejemplo donde parte de un valor muy pequefio, pero llega a reconocerse

el caracter funcional (en Matematicas) (Juan, alumno de alto rendimiento, COU)

E: ¢Cuanto de pequefios son esos trozos?
Juan: Todo lo que podamos
E: ¢1 es pequefio?
Juan: Depende de con qué lo compares
E: Comparalo con lo que quieras... ;Cuanto de pequefios?
Juan: No sé, cero coma algo...
(.)
Juan: (Discutiendo sobre la integral...) dm es una funcion en matematicas, y puede tomar

todos los valores que tu quieras

E: ¢Todos: 200, 30000...?

Juan: Si, todos los que quieras

E: ¢(Pero esos son infinitamente pequefios?
Juan: (Se rie) No, eso son los que yo quiera

E: ¢Yadm no es un infinitamente pequefio?
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Juan: (Se rie a carcajadas) iNo! jYa no!

EXTRACTO 9: Ejemplo en que dn es una cantidad muy pequefa, y si toma valor

numeérico se trata de una aproximacion (David, alumno de alto rendimiento, COU)

David: Eso depende, no sé el valor ahora mismo. Es un valor muy pequefio donde se supone
que es constante la densidad
E: ¢Qué valor?, ;puede tomar algun valor?

David: Pues "cero coma cero cero algo”

E: ¢JUna milésima?
David: O mas pequefio todavia, no sé, algo...
(.)
E: ¢Qué dV tomamos, de una diezmillonésima, o eso es ya demasiado pequefio?
David: No sé qué decir... Si
E: ¢Por qué lo tomas tan pequefio?

David: No sé... yo no lo tomo tan pequefio tampoco. Vamos a ver (repasa en voz alta sus
argumentos): es algo tan pequefio donde se supone que no varia, que es
constante...

E: ¢Pero eso realmente ocurre en algun trozo?

David: No, segun la ecuacién, por muy pequefio que sea siempre varia algo, no sé, a lo
mejor es un calculo aproximado...

E: ¢Pero el resultado va a ser aproximado o exacto?

David: Exacto, exacto... no. ¢(No?

EXTRACTO 10: Ejemplo de identificacion entre dm y cantidad muy pequefia que les

lleva a negar cualquier valor numérico (Lali, alumna de alto rendimiento, COU)

Lali: dm es coger partes pequefias de la masa

E: ¢Cuanto de pequefio?

Lali: Lo mas pequeiio que se pueda

E: Pero, (cuanto? ¢;tiene un valor?

Lali: No

E: ¢No tiene valor, no puede valer, por ejemplo, 1?
Lali: No
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E: Y por ejemplo: 0.1? ;y: 0.0017

Lali: Que no, no tiene valor

E: ¢Ningun valor? ;es una parte muy pequefia pero que no tiene ningun valor?
Lali: No, que no tiene valor

5.2.3. Resultados que muestran que los profesores y estudiantes usan de
forma operativistay sin comprension larelacion entre derivaday diferencia
La cuestién C6e (cap. 4, p. 141) pretendia estudiar en qué medida los estudiantes

reconocen a la derivada como un cociente de diferenciales. Para ello, la
pregunta tenia dos partes: en la primera se preguntaba directamente sobre lo correcto
de distintas lecturas de la derivada, entre las cuales se incluia una como cociente
diferencial; en la segunda parte se preguntaba si era correcto y como se leia un
razonamiento de uso frecuente en las clases de Fisica en el que subyace la concepcién
de la derivada como cociente diferencial. Las dos partes tenian el formato de
respuestas de opciéon multiple, de las que podian sefialar mas de una. Los resultados

se presentan en la tabla 5.X de la pagina siguiente.
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TABLA 5.X. Sobre las relaciones entre derivada y diferencial Cou 1° Univ.
(N=40) (N=50)

% (sd) | % (sd)

1. “dR/dz=L.z” Lectura que eligen como correcta:
1.1. La derivada de Rrespecto de zesigual a... .....c.c.ccceeeiail. 60.0 (7.7) 90.0 (4.2)
1.2. La derivada de R entre la derivada de z es igual a... ......... 10.0 (4.7) 4.0 (2.8)
1.3. La diferencial de R entre la diferencial de z es igual a... | 37.5 (7.7) 12.0 (4.6)
1.4, Otra reSPUESTA ..eueiiiiii ettt eeeas 7.5 @4.7) 2.0 (2.0
Respuesta correcta: 1.1y 1.3 ... 12.5 (5.3) 6.0 (3.4)

2. "dR/dz=L.z Despejando dR se obtiene: dR=L.z.dz"

Lectura que eligen como correcta:

2.1. Es incorrecto pues no podemos despejar ....c..ccceeveeeniennne. 55.0 (7.9) 10.0 (4.2)
2.2. Es correcto y se lee en términos de diferenciales .......... 37.5 (7.7) 76.0 (6.0)
2.3. Es correcto y se lee en términos de derivadas .................. 5.0 (3.4 14.0 (4.9)
2.4, Otra reSPUESTA ..uiuiuiii ittt e aas 2.5 (2.5) 0 ()

La expresion dR/dz puede leerse como operador (1.1) y como cociente (1.3), pero
en nuestro estudio mos interesa fijarnos en la lectura como cociente de diferenciales:
s6lo el 37.5% de los alumnos de COU y el 12% de los de 1°" curso universitario

admiten esa lectura.

En la segunda parte de la pregunta, tan sélo el 42.5% de los estudiantes de COU
creen que es correcto despejar diferenciales de la expresion de una derivada, y el
37.5% ademas lee correctamente el resultado. Existe asi, entre los estudiantes de
COU, un alto grado de coherencia entre la primera parte de la pregunta, que no hace
referencia a ninguna regla mecanica, y la segunda, que recuerda una regla de uso

frecuente en las clases de Fisica.

Sin embargo, en el caso de los alumnos de primer curso universitario, los
resultados en las dos partes de esta pregunta son muy distintos. Asi, mientras so6lo el
12% de los estudiantes de este nivel aceptaban directamente la lectura de la derivada

como cociente diferencial, en la segunda parte la aceptan indirectamente el 76%. Esta
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falta de coherencia puede interpretarse con la ayuda de otros resultados ya
presentados: hemos visto en distintas ocasiones que alumnos y profesores tienden a
contestar correctamente en mayor proporcidon cuando se trata de realizar calculos en
lugar de verbalizar una respuesta o una reflexion. Esto es indicativo de la
preponderancia del operativismo frente a la comprensién. Puede explicarse asi que los
estudiantes en realidad no reconozcan la derivada como cociente -de acuerdo con los
resultados de la primera parte-, pero cuando se enfrentan con una expresidén que se
repite con frecuencia en las clases y textos de nivel universitario, contestan de forma
mecanica reconociendo implicitamente que la derivada es un cociente. Debe
recordarse que una de las conclusiones obtenidas en el analisis de textos (ver p. 169,
en este mismo capitulo) apunta en esta misma direccion: el 90% de los textos opera
con la derivada como cociente, pero menos del 20% explica o realiza algun
comentario —aunque sea erroneo- para aclarar esta nueva concepciéon para los

estudiantes.

El siguiente extracto de una entrevista con un alumno de COU ilustra esta

contradiccion.

EXTRACTO 11: Ejemplo de respuesta donde se manifiesta la contradiccion entre
considerar que dm/dV no es un cociente, y sin embargo admitir que se puede

despejar dm (David, alumno de alto rendimiento, COU)

David: Diferencial de masa con respecto al volumen, a la variacion del volumen...
(Sin intervencion del entrevistador, afiade de inmediato a modo de advertencia
tajante:)

David: No dividido entre el diferencial de volumen, no, no, eso no es asi

E: ¢Esta bien despejar dm?

David: Pues si, esta bien

E: Pero, ¢no acabas de decir que eso [sefiala: dm/dV] no es una division?

David: i Ah!, bueno, pero eso no quiere decir nada. Eso de ahi (despejar dm...) lo verifica la

division, y el producto es igual

E: Pero entonces: ;esta expresion es dm entre dV o no?
David: iAh! jYa! Ahora si, es verdad, me has pillado
E: i Pero si yo no quiero pillarte, sino saber qué piensas! ;{Qué piensas, es una divsiony

despeja, o no?

David: No deberia, pero no sé...
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(..)
E: ¢Te resulta raro que se haga (se refiere a despejar dm...)?
David: En parte si
E: ¢Lo has visto alguna vez en algun libro, eso de despejar?

David: La derivada nosotros... (breve silencio)
E: ¢Pero esto es una derivada?

David: No, no, no...

En fragmentos de otras entrevistas, sin embargo, ni siquiera puede aparecer esta
contradiccién, ya que se niega no s6lo que la derivada pueda leerse como cociente,
sino también que puedan despejarse diferenciales. Es una respuesta errénea, pero

coherente con sus concepciones y no viciada por el operativismo.

EXTRACTO 12: Ejemplo de respuesta que niega que la expresion dm/dV sea un

cociente (Lali, alumna de alto rendimiento, COU)

E: ¢Es una divisién?

Lali: Es la derivada de la masa respecto al volumen

E: ¢Puede hacer ese paso?

Lali: (Duda un cierto tiempo) No, porque no es un cociente, es la diferencial (j)de la

masa respecto al volumen...

La cuestion C3e-p (cap. 4, p. 131) permite también obtener datos sobre la
concepciéon de la derivada como cociente diferencial, aunque en un contexto distinto:
en lugar de sefialar lecturas correctas, tenian que calcular el valor de dI para dos
intervalos de tiempo (At=0.05 s; A=30 min), a partir del valor inicial de la derivada

(1.2 ©°C/s). Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 5.XI.

Hemos llamado férmula de Cauchy a la expresion: dT=T'- dx Conviene advertir
que hemos considerado de una forma bastante amplia que se estaba usando esa
formula: bastaba con plantear una regla de tres e identificar el resultado con la

diferencial.

TABLA 5.XI. SOBRE LA RELACION ENTRE DERIVADA Y DIFERENCIAL: Respuestas

indicadoras del reconocimiento de la derivada (al menos operativamente) como
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cociente diferencial cuando calculan dI para dos intervalos de tiempo, conociendo el

valor de la derivada en el instante inicial (C3e-p)
Cou 1° Univ. 3 29 Univ. |Profesores
(N=56) (N=54) (N=41) (N=61)

Usan la formula de Cauchy:
para At =0.05S ....ccceeeerrueeennnnnn. 375 (6.5) [27.8 (6.2) |34.1 (7.5) (34.4 (6.1)

para At=0.05 sy At =30 min .... |35.7 (6.5) |25.9 (6.0) |22.0 (6.5) |14.8 (4.6)

En el caso de los estudiantes de COU, existe una alta correlacion entre los datos
de esta tabla y los de la anterior: el mismo porcentaje de alumnos que reconoce la
derivada como cociente diferencial y considera correcto despejar diferenciales de la
derivada, utiliza ahora la formula de Cauchy para calcular valores numéricos de la

diferencial.

Pero esa correlacidn no existe entre los datos de estudiantes universitarios: cabria
esperar que los alumnos que consideran correcto despejar la diferencial de la derivada
(drR/dz=L- z b dR=L- z- dz) apliguen esa misma regla para calcular valores numéricos
(dT/dt=1.2 b dT=1.2- dt); sin embargo, no ocurre asi pues el porcentaje baja del 76%
en el caso de operaciones algebraicas al 28% para operaciones numéricas. Esta falta
de coherencia puede interpretarse como una falta de comprensién: sélo se reconoce lo
que se ha repetido una vez tras otra hasta crear automatismos (operaciones
algebraicas), y no se aplica ante situaciones que se separan minimamente de las que

se han utilizado en clase o en los textos (operaciones numéricas).

Debe destacarse, ademas, la disminucion del porcentaje entre profesores vy
estudiantes universitarios de cursos superiores cuando tienen que aplicar la férmula
de Cauchy para At=30 minutos, lo que indica que la fijacion de la diferencial como un
incremento infinitesimal se va haciendo cada vez mayor con el uso habitual del

Calculo.

Los resultados que se han presentado en las dos Ultimas tablas confirman el
resultado que se habia obtenido en el analisis de los textos de Fisica: la concepcidn

de la derivada como cociente diferencial se usa y se reconoce en situaciones
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y razonamientos familiares, pero no se ha producido una comprensidon que

permita hacer uso de ella en cualquier contexto.

5.2.4. Resultados que muestran que los profesores y estudiantes no saben por
gué se cdculalaintegra mediante la antiderivada o funcién primitiva

(Teorema Fundamental)
Existe un debate, desde la perspectiva de las Matematicas, sobre cual es la

concepcidon de la integral méas adecuada para ser utilizada en la ensefianza (Bartle,
1996; Calvo, 1998; Turégano, 1994, 1998), aunque la mas utilizada hoy en esas
clases es la concepcion de Riemann. En lo que respecta a la ensefianza de la Fisica no
existe duda: se identifica la integral de forma casi unanime con una suma de muchos
(o infinitos) términos, una versidn poco rigurosa de la integral de Riemann (en la que
no se destaca suficientemente que, en realidad, es el limite de una serie de sumas, y
no es ninguno de los términos de esa serie). Prueba de ello es que el 89% de los
textos de Fisica analizados utilizan la integral como suma de muchos términos (ver p.
171); nuestra propia experiencia docente nos hace intuir que no existe ninguna duda
entre los profesores de Fisica respecto a la interpretaciéon de la integral, aunque pueda
estar rodeada de la inseguridad que caracteriza a todo lo que tiene que ver con la

comprension del Célculo diferencial.

El andlisis de los problemas resueltos y del problema ejemplificador (cap. 4, pp.
146 y 152) nos ha permitido estudiar el uso explicito de la integral como sumas de
Riemann. Ese mismo analisis, y las respuestas a la cuestiéon C4e-p (cap. 4, p. 133),
nos han permitido, ademas, estudiar los argumentos utilizados para justificar por qué
el calculo de esa suma se realiza mediante el célculo de la antiderivada o funcion
primitiva, un resultado rodeado de misterio y sorpresa, segun nuestra experiencia

docente. Los resultados mas importantes se presentan en la Tabla 5.XII.
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TABLA 5.XI11. Uso de la integral entre profesores y estudiantes, y Ccou 1° Univ. 3 2° Univ. Profesores
justificacion de su calculo mediante el Teorema Fundamental
% (sd) % (sd) % (sd) % (sd) %  (sd)
. Ple Ple, P2e-p P2e-p, P4e | P2e-p, P3p | P ejemplifi
Cuando resuelven los problemas: (N=57) (N=95) (N=105) (N=94) (N=63)
ESCribDe INteQrales ... et e e e 17.5 (5.1) 46.3 (5.1) 40.0 (4.8)(69.1 (4.8) | 93.7 (3.1)
Especifica: como suma de muchos términos .........cccoiiiiiiiiiiiiiie e o 1.1 (1.1) 7.6 (2.6) 5.3 (2.3) | 49.2 (6.3)
Justifica de alguna manera el Teorema Fundamental ...............c..c..cooeeenne. o (0] O] o () o o ()
C4e-p: Argumentos expresados para justificar el Teorema Fundamental, es decir, (N=56) (N=36) (N=31) (N=34)
B
que: Qf (xX) dx =P(B) - P(A), siendo P(x) la funcion primitiva de f(x).
Argumentos que pueden justificar el Teorema Fundamental ............................. o () 2.8 (2.8) o () 8.8 (4.9)
Muestran claramente por qUé P'(X)=F(X) «ueurerurmiiieiiaeeia e eeee e e ea e 0 () 0 -) 0o () o ()
Llegan a identificar f(X).dX CON AP ... 0 0 -) o () 8.8 (4.9
L@ 1 1 o 1 PP UPRPPRS o 2.8 (2.8) o () 0O
Comentarios que no justifican el Teorema Fundamental ............................... 100 () 97.2 (2.8) 100 () 91.2 (4.9
Se limitan a recordar el concepto de integral como area bajo una curva ........ 30.4 (6.2) 16.7 (6.3) 48.4 (9.1) | 67.6 (8.1)
Escriben que, por definicion, derivar e integrar son operaciones inversas ..... 19.6 (5.4) 2.8 (2.8) 6.5 (4.5) 8.8 (4.9
En blanco, parafrasean, frases Sin sentido..... ..., 51.8 (6.7)| 77.8 (7.0)| 48.4 (9.1)|20.6 (7.0)
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A pesar de que la integral como sumas de Riemann sea ampliamente compartida
en la enseflanza de la Fisica, s6lo se explicita esta concepcién en casos aislados
cuando resuelven problemas, y tan s6lo el 50% de los profesores la expresan cuando
resuelven el problema ejemplificador, es decir, tal como lo harian con sus alumnos de
COU. Interpretamos este resultado como una muestra mas del uso operativo: lo
qgue se retiene y se ensefa de verdad es la mecanica de calculo pero no el

concepto.

Por otra parte, el andlisis de los problemas resueltos, muestra que ningun profesor
ni estudiante aporta argumento alguno que justifique el Teorema Fundamental, ni
siquiera en el problema ejemplificador. Esta deficiencia podria ser debida al
operativismo con que se usa el Calculo, pero la contundencia de los resultados
obtenidos en la cuestion C4e-p pone de manifiesto que se trata de un desconocimiento

absoluto.

En esa cuestion, después de recordar brevemente el contenido del Teorema, se les
pedia que escribiesen argumentos graficos y/o analiticos, o razonamientos intuitivos,
que mostrasen que ese resultado -en especial el hecho de que aparezca la funcién
primitiva- es légico y comprensible. De nuevo obtenemos el mismo resultado: ningudn
profesor ni ningun estudiante justifica el Teorema Fundamental; en el mejor
de los casos, un porcentaje inferior al 10% de profesores llega a identificar el producto
f(x)- dx con dP, cuando aldn restaria por demostrar que la integral de dP es

precisamente AP.

En ocasiones, cuando se identifica la integral con la funcién primitiva (o integral
indefinida), se considera que la relacién inversa entre integral y derivada es evidente,
que mas que un teorema se trata de una definiciébn; sin embargo, nada mas lejos de
la realidad: en el capitulo 1 (p. 31) hemos mostrado ya que este resultado marca el
nacimiento del Calculo diferencial, estableciendo un antes y un después, y es la
consecuencia de siglos de esfuerzo entre cientificos. Si observamos las respuestas de
los alumnos y profesores, son muy pocos los que incurren en este error, al contestar

que derivar e integrar son operaciones inversas.

Este analisis nos permite concluir que los profesores y estudiantes utilizan la

integral en las clases de Fisica como suma de muchos términos, aunque la

175



Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

actitud fuertemente operativista oculta esta idea bajo un conjunto de
algoritmos. Ademas, no saben por qué el calculo de esas sumas se realiza

mediante reglas inversas a las de derivacion.

En las entrevistas realizadas aparece en numerosas ocasiones la idea de integral
como suma de muchos trozos muy pequefios, y en otras ocasiones aparecen
definiciones aparentemente mas formales, como es el area bajo una curva. Pero en
ningdn caso, al indagar sobre la razén por la que el calculo de la integral se hace a la
inversa que la derivada, se obtiene argumento alguno, ni siquiera intuitivo; antes
bien, se reconoce la actitud mecanica y llega a manifestarse algun desconcierto. Los

extractos 13 al 18 muestran todos ellos distintos ejemplos de este tipo de respuestas.

EXTRACTO 13: Ejemplo de respuesta en la que se relaciona la integral con el calculo
de areas, pero sin argumentos que justifiquen el Teorema Ftal. (Maria, profesora en

formacion)

Maria: Es el &rea de una determinada funcién

E: ¢Qué area?

Maria: Pues aqui el area ya lo tenemos: A = 1 m? (se refiere al area de la base de la
columna cilindrica)

E: ¢Cual es el significado de esa integral ( ¢dm )?

Maria: Es lo que varia la masa entre dos situaciones

(El entrevistador le muestra la resolucion de la integral)

E: ¢Por qué sale ese resultado?, ¢de donde lo ha sacado?

Maria: Relacionado con el concepto de la derivada: si ta derivas el resultado te vuelve a salir
la integral

E: ¢Por qué se calculan asi las integrales?

Maria: Pues no tengo ni idea
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EXTRACTO 14: Ejemplo de respuesta en la que se reconoce la falta de comprension del

significado y céalculo de integrales (Julia, profesora en formacion)

Julia: No lo sé, estoy harta de calcularlas pero no sé lo que es. No sé lo que significa la
operacién de la integral.
Julia: No sé el significado, pero si sé operar con las integrales: la integral es lo contrario de

la derivada (y tampoco sé muy bien lo que es la derivada)

EXTRACTO 15: Ejemplo de respuesta en la que se identifica a la integral con una suma
de pequefos términos, aunque si el integrando no es del tipo df tienen dificultades.
Reconoce su actitud mecanica ante la falta de argumentos para justificar el Teorema

Fundamental. (Javier, profesor en formacion)

Javier: Una integral es una suma de diferenciales, suma de todas las pequefias masas, suma
de discos de altura dh

E: ¢Y la otra integral ( Of-A-dh) qué es?

Javier:  A- dh seria el volumen, y fi sera la densidad de ese volumen
(Después de que el entrevistador le ensefie la resolucion de la integral)

E: ¢Por qué sale este resultado?

Javier: Por la férmula

E: ¢Por qué el calculo de una suma se realiza con esa formula?

Javier: Habia algo de una inversa de la derivada...

E: ¢Por qué la suma de muchas cosas se reduce al calculo de la inversa de la derivada?

Javier: Nunca he sabido por qué

EXTRACTO 16: Ejemplo de respuesta en la que se identifica a la integral con una suma
de pequefios términos, y reconoce su actitud mecanica ante h falta de argumentos

para justificar el Teorema Fundamental (David, alumno de alto rendimiento, COU)

E: ¢Qué significa esa integral? (le sefiala: ¢gdm)

David: Estamos sumando cosas pequefias... esa cosa pequefia que es la diferencial
(Después de mostrarle el resultado de la integral)

E: ¢Por qué para calcular la integral busco algo que al derivar me da el integrando?,
¢eso de donde sale? En concreto, ¢por qué la suma de muchosh- dh es algo que al

derivarlo me da h?
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David:

David:

David:

La pregunta la entiendo, yo la respuesta la tengo clara pero no tengo ningun
argumento tedrico, no sé explicarlo sino que es un mecanicismo.

¢Es un misterio que la integral se calcule justo al revés que la derivada?, ;qué
relacién hay entre el concepto de suma y esa regla mecanica que tu dices?

No sé decirlo, no sé...

¢ Te parece sorprendente?

La verdad es que si...

EXTRACTO 17: Ejemplo de respuesta en la que se identifica a la integral con una suma

de pequefios términos, y reconoce su actitud mecanica ante la falta de argumentos

para justificar el Teorema Fundamental (Carlos, alumno de alto rendimiento, COU)

E:

Carlos:

E:

Carlos:

E:

Carlos:

Carlos:

E:

Carlos:

E:

Carlos:

E:

Carlos:
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¢Qué significa esa integral? (le sefiala: ¢dm)

Cémo va cambiando m a lo largo de un trayecto entre O y M, y luego suma
¢Lo suma?

Algo asi

¢Qué significa entonces esta otra integral ( ¢fi-A-dh )?

Cémo va cambiando fi- A- dh desde O hasta 2000

(Después de mostrarle el resultado de la integral)

¢Tu no decias que la integral era lo que va cambiando...?, ¢por qué ahora haces lo de
la derivada?

Porque la integral es la inversa de la derivada

¢No era lo que va cambiando...?, /por qué ahora es asi?

No sé

¢ Te parece raro?

Pues si

¢No sabes por qué lo haces asi?

Pues no. Yo sé resolverlo.
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EXTRACTO 18: Ejemplo de respuesta en la que se manifiesta la falta de comprension y
la actitud mecanica cuando se le pregunta por el Teorema Fundamental (Juan, alumno

de alto rendimiento, COU)

Juan: La regla de Barrow te dice como hacer las integrales definidas. Para las indefinidas

hay una tabla...

E: .Y de dénde sale esa tabla?

Juan: Porque como integrar es lo contrario de derivar...

E: ¢Como?

Juan: Si, es lo contrario: busco una funcién que al derivarla sale lo que esta dentro

(Este alumno habia explicado un momento antes que: la integral definida desde O
hasta M de dm... significa que los trocitos chiquititos estan definidos entre Oy M, y el
entrevistador intenta que lo relacione con su nueva respuesta)
E: ¢Qué tiene que ver lo de trozos pequefios con hacerlo al revés que la derivada?
Juan: No lo sé, sé que cuando necesitas saber algo que estd variando continuamente

necesitas hacer integrales

E: Pero, ¢(por qué?
Juan: No lo sé, porque son asi las matematicas. No sé lo que es una integral, pero sé
resolverla.

5.2.5. Resultados que muestran que los profesores y estudiantes limitan € uso
del Céaculo alaaplicacién mecanica de reglas, y tienen bagas expectativas
sobre la posibilidad de usarlo con sentido

Los resultados presentados hasta aqui han mostrado de forma reiterada el uso sin

comprension del Calculo diferencial por profesores y estudiantes desde COU hasta el
segundo ciclo de carreras cientifico-técnicas, mostrando unas concepciones tan débiles
que con frecuencia no aparecen como conocimiento declarativo. Estos resultados son
una muestra por si solos del uso mecénico del Célculo en las clases de Fisica, y no
seria necesario afiadir nada nuevo. No obstante, para mostrar las dificultades que ese
uso mecanico provoca cuando se tiene que utilizar el Calculo en situaciones
minimamente novedosas, poco alejadas de lo que se trabaja diariamente en las
clases, en la tabla 5.XI1l y el gréafico 5.1V presentamos los resultados mas llamativos

del analisis de los problemas resueltos (cap. 4, pp. 146 y 152).
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TABLA 5.XI111. Uso del Calculo diferencial por profesores y estudiantes para COou 1° Univ. 3 2° Univ. Profesores
resolver problemas de Fisica
% (sd) | % (sd) % (sd) % (sd) % (sd)
Cuando resuelven los problemas: Ple Ple, P2e-p | P2e-p, P4e | P2e-p, P3e | P ejemplific
(N=57) (N=95) (N=105) (N=94) (N=63)
1. Usa el CAICUIO difErencCial ..o e e 19.3 (5.3) [50.5 (5.2) |44.8 (4.9 (80.9 4.1) 93.7 (3.1)
2. Intenta justificarlo (aunque sea erréneamente) ......c.cceevveveieeieieiiienieaeienenne. 1.8 (1.8)| 2.1 (1.5 | 4.8 (2.1)|13.8 (3.6) 34.9 (6.1)
3. Asigna algun significado a la diferencial (aunque sea incorrecto) ................ o () 3.2 (1.8)| 95 (29| 85 (2.9 39.7 (6.2)
N Yot | o LI T g} =T | =1 =P 17.5 (5.1) |146.3 (5.1) |40.0 (4.8) |69.1 (4.8) 90.5 (3.7)
5. Considera explicitamente a la integral como suma de muchos términos ...... o () 11 (1.1)| 7.6 (2.6)| 53 (2.3) 49.2 (6.3)
6. Justifica de alguna manera el Teorema Fundamental ............ccccoieiiiieienenne. o () 0 -) 0 “) 0 ©) o ()
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Grafico 5.1V. Uso del Célculo diferencial por profesores y estudiantes para resolver problemas de Fisica (ver tabla 5.XI11)




Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

La mitad o menos de los estudiantes universitarios de asignaturas de Fisica
abordan los problemas concretando sus ideas mediante expresiones diferenciales, y
ello a pesar de que se les pedia expresamente. En el caso de los alumnos de COU, al
terminar las asignaturas de Fisica y Matematicas, menos del 20% es capaz de iniciar
la resolucion de un problema con expresiones diferenciales. Ademas, la practica
totalidad de los alumnos de todos los niveles que escriben expresiones diferenciales no
incluyen comentario alguno (correcto o no) relativo a su justificacion o su significado.
En el mejor de los casos, menos del 40% de los profesores incluyen dicho tipo de
comentarios (la inmensa mayoria erréneos) cuando resuelven un problema destinado
expresamente a clarificar a sus alumnos de COU el significado de los conceptos

diferenciales.

Esta falta de comprensiéon, apenas oculta por la tendencia al operativismo, se
refleja, tal como esperabamos, en sus propias contradicciones, expectativas vy
actitudes. Asi, las tablas 5.XIV y 5.XV muestran opiniones de profesores y alumnos
obtenidas mediante una escala Likert (véanse las cuestiones: C6p, C7p y C8e, cap. 4,
pp. 137, 138 y 145) que pueden ser indicadoras de la aceptaciéon (y resignacion) de la

algoritmizacién frente a la comprension.
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TABLA 5.XI1V. Opiniones de los profesores sobre el reduccionismo del Calculo a la aplicacion de reglas Profesores

Acuerdo Desacuerdo

% (sd) | % (sd)

El uso del Célculo diferencial es necesario para desarrollar la Fisica que se imparte en COU (N=103) .....cccceiviiiiiineiennenanns 81.6 (3.8) 4.9 (2.1

En realidad, lo importante para seguir las clases de Fisica en COU es que los alumnos sepan obtener derivadas e
integrales de algunas funciones sencillas y que sepan aplicar métodos de integracion simples (cambio de variable, integracion

o To Tl o T= N (=2 T (€N S ) PPN 41.9 5.1) | 39.8 (5.1)

TABLA 5.XV. Opiniones de los estudiantes sobre el COU (N=108) 1° Univ. (N=116) 3 2° Univ. (N=63)

reduccionismo del Célculo a la aplicacion de reglas
Acuerdo Desacuerdo| Acuerdo Desacuerdo| Acuerdo Desacuerdo

% (sd) | % (sd) | % (sd) | % (sd) | % (sd) | % (sd)

Cuando se utiliza el Célculo diferencial en las demostraciones y en el
planteamiento de problemas en Fisica, no presto atencién pues sé
de antemano que no me voy a enterar y atiendo solamente a la

formula que se obtiene al final ... 43.5 (4.8) | 37.0 (4.7) | 65.5 (4.4)| 19.8 (3.7) | 54.0 (6.3) | 31.7 (5.9

En realidad, lo Gnico que es necesario saber en la asignatura de Fisica
sobre el Célculo diferencial es resolver las derivadas e integrales

que aparecen en algunas formulas ..........coooviiiiiiiiiii e 34.3 (4.6) | 49.1 (4.8) | 55.2 (4.6) | 25.0 (4.0) | 47.6 (6.3) | 23.8 (5.9)




Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

Aunque el 81.6% de los profesores de Ensefianza Secundaria considera necesario
el uso del Calculo diferencial para ensefar la Fisica de COU, el 41.9% se muestra
claramente de acuerdo, y el 18% lo admite, con que en realidad, lo importante es que

los alumnos sepan obtener derivadas e integrales de algunas funciones sencillas.

La preponderancia del mecanismo sobre la comprension es intuida claramente por
los estudiantes: méas del 60% de los alumnos de Fisica de COU, un 80% de los de
Fisica de 1°" curso y un 70% de los estudiantes de 2° curso o superiores de las
carreras de Ciencias Fisicas o Quimicas, admite o esta claramente de acuerdo con que
cuando se utiliza el Célculo diferencial en las demostraciones y el planteamiento de
problemas en Fisica, no presto atencidn, pues sé de antemano que no me voy a

enterar y atiendo solamente a la férmula que se obtiene al final.

El 75% de los estudiantes universitarios de asignaturas de Fisica admiten o estan
claramente de acuerdo con que lo Unico que es necesario saber en la asignatura de
Fisica sobre el Calculo diferencial es resolver las derivadas e integrales que aparecen

en algunas férmulas.

Los resultados aparentemente mejores de los alumnos de COU no deben ser
interpretados de un modo aislado, sino contemplando globalmente los resultados ya
mostrados hasta aqui y los que presentaremos a continuacion. La escasa experiencia
de estos alumnos en el Calculo diferencial podria hacer que aun no hubieran aprendido
el estatus que llega a adquirir el Calculo diferencial en las clases de Fisica (en opinién

de sus comparfieros de superior nivel y experiencia).

Este reduccionismo a la mecanica del Calculo afecta, légicamente, a las
expectativas sobre la posibilidad de entender y usar con seguridad el Calculo en

situaciones novedosas, tal como muestran los resultados de las tablas 5.XVI y 5.XVII.
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TABLA 5.XVI1. Expectativas de los profesores sobre el uso del Calculo diferencial Profesores
Acuerdo Desacuerdo
%  (sd) %  (sd)

Por lo general, cuando se les propone a los alumnos de COU una situacién donde tengan que hacer uso del Célculo diferencial

(con tal que dicha situacion se separe, aunque sea poco, de aquellas muy sencillas o de las vistas expresamente en clase),

suelen aparecer graves deficiencias en su comprensioN Y USO (NT9O2) ...t e e enaeas 90.2 (3.1) 1.1 (1.0

Pienso que los propios profesores no dominan con seguridad suficiente el Calculo diferencial como para usarlo ante

situaciones y problemas NUEVOS (N 1083 .iiiiiiiiiiiiiiiiiiieieie ettt e et e ettt et e e e e e e eaeaea e saea et eaetetea e sesaenenenenenenenenannn 56.3 (4.9)| 11.7 (3.2)

Yo me siento seguro para saber cuando y por qué usar el Célculo diferencial en Fisica, y capaz de usarlo para resolver

RS TSAV o e T o] o] [=T o ¢ F= TS (1 i 1 PR 21.8 (4.1) | 47.5 (5.0)

TABLA 5.XVIIl. Expectativas de los estudiantes sobre el uso del COU (N=108) 1° Univ. (N=116) 3 2° Univ. (N=63)
Calculo diferencial Acuerdo |Desacuerdo| Acuerdo |Desacuerdo| Acuerdo |Desacuerdo
% (sd) %  (sd) %  (sd) % (sd) %  (sd) %  (sd)

Noto que el profesor utiliza el Céalculo diferencial porque lo necesita

para el desarrollo del tema, pero él no espera que nosotros lo

ENEENAAMOS ..ot 47.2 (4.8) | 35.2 (4.6) | 59.5 (4.6) | 23.3 (3.9) | 41.3 (6.3) | 36.5 (6.1)
Yo utilizo con seguridad el Céalculo diferencial y me siento capaz de

resolver nuevos problemas con €l ... 454 (4.8) | 21.3 (4.0) | 55.2 (4.6) | 17.2 (3.5) | 63.5 (6.1) | 12.7 (4.2)




Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

Son esclarecedoras y rotundas las respuestas de los profesores de Fisica de
Enseflanza Secundaria: la practica totalidad acepta que los alumnos de COU tienen
graves deficiencias en la comprensién y uso del Calculo diferencial ante situaciones
ligeramente distintas de las vistas en clase. Casi el 90% reconoce claramente o admite
que los propios profesores no dominan con seguridad suficiente el Calculo diferencial
ante situaciones nuevas, y solo el 22% se muestra seguro de sus conocimientos sobre
cuando y por qué usar el Calculo dferencial en Fisica. Es llamativo que casi la mitad
reconoce claramente que no se siente seguro. No es sorprendente, pues, que exista
ese malestar difuso en torno a esta cuestion en la ensefianza de la Fisica: los propios
profesores son conscientes de sus deficiencias pero no pueden salir de ellas y, por los
resultados anteriores, posiblemente las esconden tras la idea de incrementos

infinitesimales, donde todo es posible, y el énfasis en las reglas de calculo.

La seguridad, pues, que proclaman los alumnos debe contemplarse desde los
resultados de los profesores y los de la tabla 5.XV. Al comparar estos resultados, la
Unica interpretacion légica que cabe es la de que los alumnos se sienten seguros al
utilizar el Calculo diferencial porque, cada vez mas, lo dentifican con el manejo de
reglas de derivacién e integracion. Sélo asi se comprende que, en la misma muestra
de alumnos de Fisica de primer curso, por ejemplo, en la que el 80.2% acepta
claramente o admite que cuando se utiliza el Calculo diferencial en las demostraciones
y en el planteamiento de problemas de Fisica no presta atencidon pues sabe que no se
va a enterar, y donde el 75% admite que lo Unico necesario que hay que saber sobre
el Calculo diferencial en Fisica es resolver las derivadas e integrales que aparecen en
algunas férmulas, posteriormente exista un 55.2% que piense que utiliza con
seguridad el Calculo diferencial. Es, de nuevo, una evidencia del malestar existente en
torno al Calculo diferencial, que sélo un tercio, aproximadamente, de los alumnos de
todos los niveles analizados (un cuarto de los estudiantes de Fisica en primer curso
universitario) se muestre en desacuerdo con la afirmacién de que su profesor utiliza el

Célculo diferencial pero no espera que ellos lo entiendan.

Esta situacion se haria insostenible si no fuese por la existencia de un acuerdo
tacito entre profesores y estudiantes, percibido claramente por éstos dltimos, segln
el cual, aunque el Calculo diferencial se usa, el profesor no espera que sus

alumnos lo entiendan, ni ellos mismos aspiran a comprenderlo.
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Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

Los extractos de entrevistas 19, 20 y 21 muestran con claridad la existencia de
esa actitud mecanica que les permite sobrellevar las deficiencias en la comprension, e

incluso reconocen la existencia de ese acuerdo tacito.

EXTRACTO 19: Ejemplo de respuesta en la que reconoce sus deficiencias de

comprension y la actitud mecanica adoptada (Julia, profesora en formacion)

E: ¢ Te enterabas cuando tus profesores o libros de Fisica usaban el Calculo diferencial?
Julia: Me enteraba de cdmo se realizaba el célculo, pero de lo que era no, nunca me he
enterado

EXTRACTO 20: Ejemplo de respuesta reconociendo un rechazo y la actitud mecanica

adoptada (Sergio, alumno de alto rendimiento, COU)

Sergio: Ver todo eso en la pizarra causa impresion, a primera vista es horroroso, claro que
produce rechazo.

E: ¢Por qué crees que ocurre eso?

Sergio: Nosotros es que vamos a lo practico, y ver tanta operacidon pues parece que asusta
un poco... pero luego no es nada porque al final lo que interesa es el resultado,

yendo a lo practico. A mi me pasa igual, pero luego llego a casa y lo saco.

EXTRACTO 21: Ejemplo de respuesta reconociendo deficiencias, superables cuando se

adopta una actitud mecanica (Juan, alumno de alto rendimiento, COU)

Juan: La verdad, cuando hay algunas integrales —por ejemplo, unas que tienen un “cerito”
en medio que no sé de qué van- y las veo, pues no me las estudio porque puedo

perder mucho tiempo tratando de comprenderlas.

E: Y las otras?

Juan: Las que pillo rapido si

E: ¢Pero no decias que no sabias su significado?
Juan: Si, pero sé hacerlas

El siguiente fragmento pertenece a una entrevista en la que el entrevistado tenia

altas expectativas sobre su comprensiéon del Célculo. Sin embargo, una breve reflexién
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Primera hipétesis: resultados (profesores y estudiantes)

le ha hecho tomar conciencia de que eran unas expectativas aparentes, y reconoce su

actitud mecanica cuando usa el Calculo.

EXTRACTO 22: Ejemplo de respuesta en la que reconoce haber tomado conciencia de
sus propias deficiencias a lo largo de la entrevista (Pedro, alumno de alto
rendimiento, COU)

Pedro: Al principio (el profesor) explic6é en qué se basa lo del Calculo diferencial, en esos
momentos si (me enteré), pero como después no se toca el tema, se da por hecho
que te enteras, pero... ahora que lo estoy pensando no sé de qué va el tema de las
diferenciales...

E: ¢ Te enteras cuando lo usa?

Pedro: Cuando lo usa si, pero cuando me preguntas...

E: ¢ Te enteras, lo entiendes, o simplemente sigues la clase?

Pedro: Lo que yo me entero es del concepto fisico, pero de la diferencial no. Yo le voy

siguiendo la clase...

5.2.6. Resultados que muestran gque los profesores y estudiantes no valoran
positivamente & uso del Calculo diferencia en € gprendizgje delaFisica

Los resultados presentados hasta aqui han mostrado que los profesores vy
estudiantes no comprenden lo que hacen cuando utilizan el Célculo diferencial, y se
limitan a aplicar de forma mecanica un conjunto de reglas y algoritmos. Cabe esperar
que, en estas condiciones, no se aprecie el importante papel de ayuda e impulso que
el Calculo diferencial juega en la Fisica, y sea valorado negativamente. Las cuestiones
C6p, C7p y C8e (cap. 4, pp. 137, 138 y 145) estudiaban esa valoracién mediante un
conjunto de proposiciones con las que los profesores y estudiantes debian mostrar su
grado de acuerdo o desacuerdo utilizando una escala tipo Likert. Los resultados se

presentan en las tablas 5.XVIII y 5.XIX.
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TABLA 5.XVI1I1. Valoracion de los profesores del uso del Calculo diferencial en las clases de Fisica

Profesores (N=90)

Acuerdo Desacuerdo

% (sd) | % (sd)

El uso del Calculo diferencial en las clases de Fisica en COU es una importante fuente de rechazo y de actitudes negativas de

Lo XSTR= 10 a1 Lo XS a = Ued = £= T =t 1T o= N

El uso del Calculo diferencial en los textos yclases de Fisica de COU enmascaran el significado y contenido fisico de los

CONCEPLOS € IHEAS QUE S TraDa A ... e ettt ettt ettt ettt ettt e et e ettt ettt e e e e e e e e e e anannn

65.6 (5.0) | 15.6 (3.8)

43.3 (5.3) | 36.7 (5.1)

TABLA 5.XIX. Valoracion de los estudiantes del uso del Calculo COU (N=108) 1° Univ. (N=116) 8 2°Univ. (N=63)
diferencial en las clases de Fisica
Acuerdo Desacuerdo| Acuerdo Desacuerdo| Acuerdo Desacuerdo
%  (sd) %  (sd) %  (sd) %  (sd) %  (sd) %  (sd)
Una de las causas mas importantes de que a los alumnos no les guste
la Fisica, es el uso del Célculo diferencial .........c.coooiiiiiiiiiiiieen 38.0 (4.7) | 22.2 (4.0)| 32.8 (4.4)| 345 (4.4)| 14.3 (4.4) | 55.6 (6.3)
El uso del Calculo diferencial hace que la Fisica sea mas dificil de comprender,
de forma que, mas que ayudar, obstaculiza la comprension de los
[oTo] o 17T o ] o 1= PR 41.7 (4.8) | 34.3 (4.6) | 51.7 (4.7) | 35.3 (4.5) | 23.8 (5.4) | 58.7 (6.3)




Segunda hipétesis: fundamentacion

Los resultados de estas dos ultimas tablas confirman que la mayoria de los
profesores y estudiantes de COU o 1° curso universitario (mas del 65%)
reconocen claramente o admiten que el uso del Calculo diferencial es un
obstaculo para la comprension y una importante fuente de rechazo hacia la
Fisica. Resulta asi que lo que deberia acudir en ayuda de la comprensién fisica, acaba
convirtiéndose -debido al uso incorrecto que habitualmente se hace- en un obstaculo

que genera rechazo y actitudes negativas.

Esta valoracidn no se manifiesta con la misma rotundidad entre los estudiantes de
2° curso universitario, un resultado que consideramos légico pues, habituados como
estan a identificar cualquier clase de Fisica con el uso del Célculo diferencial, resulta
impensable para ellos considerar la una sin el otro. No obstante, es preocupante que,
a pesar de este condicionante, el 41.3% de estos alumnos siga admitiendo que el

Calculo es un obstaculo y una fuente de rechazo hacia la Fisica.

Los dos siguientes fragmentos son ejemplos de manifestaciones de los
entrevistados reconociendo la influencia negativa del uso habitual del Calculo en el

aprendizaje de la Fisica.

EXTRACTO 23: Ejemplo de respuesta reconociendo que el Calculo influye
negativamente en la actitud hacia la Fisica, en ella y sus compafieros (Maria,

profesora en formacion)

Maria: Yo creo que si, (que influye) en contra, pues habia integrales dificiles de resolver que
no sabias la derivada... y ademas, no sabia lo que era una integral.

E: ¢Crees que tus compafieros entendian ese lenguaje?

Maria: Yo creo que no. Sabian lo que se estaba escribiendo, pero no sabian en realidad lo
que era eso.

E: ¢A ti te pasaba lo mismo?

Maria: Pues si

EXTRACTO 24: Ejemplo de respuesta reconociendo una influencia negativa del Calculo

diferencial hacia la Fisica (Isa, alumna de alto rendimiento, COU)
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Segunda hipétesis: fundamentacion

Isa: Si influye bastante, porque lo ven bastante dificil
E: ¢Y les gusta menos?

Isa: Si, les gusta menos. Yo creo que no entienden
E: JY ta?

Isa: A mi me pasa igual...

Los resultados pormenorizados que se han presentado en este capitulo, referidos a
la concepcién y uso de la diferencial en los textos, profesores y estudiantes en las
clases de Fisica, constituyen, como hemos mostrado, una evidencia clara para la
contrastacion positiva de todas las consecuencias contrastables en que hemos
concretado nuestra primera hipétesis, y nos permiten enunciar las conclusiones que

seran presentadas en el capitulo siguiente.
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Segunda hipétesis: fundamentacion

Capitulo 6

CONCLUSIONES DE LOS RESULTADOS

CORRESPONDIENTES A LA PRIMERA HIPOTESIS

En el capitulo anterior hemos presentado los resultados obtenidos al contrastar
nuestra primera hipotesis con un disefio experimental en el que han participado 210
profesores, 732 estudiantes y 45 libros (7 de ellos de 1° Bachillerato Logse). Esos
resultados confirman la ausencia generalizada de los indicadores de una adecuada
comprension del uso de la diferencial (ver cap. 2, p. 81) en la ensefianza y
aprendizaje habitual de la Fisica. En concreto, esos indicadores estan ausentes en la
forma de actuar y en lo que saben y dicen los profesores y estudiantes, asi como en lo

que hacen y dicen los libros de texto.

Presentaremos ahora las conclusiones mas importantes que hemos obtenido

respecto a cada uno de los indicadores mencionados.

1.  No seconoce con precision, y no se le presta atencion, a cuandoy por

gué se hace necesario € uso de la diferencid.
A pesar de que el 92% de los textos analizados utilizan el concepto de diferencial

con sentido en si misma, y el 82% de los profesores encuestados se muestra de
acuerdo con que “el uso del Calculo diferencial es necesario para desarrollar la Fisica
que se imparte en COU”, cuando se usa la diferencial en una situacion de
ensefilanza no se presta atencién a su justificacion. En efecto, el 94% de los
textos no justifica de forma habitual —aunque sea en dos palabras- el uso de la
diferencial, y el 65% & los profesores ni siquiera intenta justificarlo cuando resuelve

un problema en situacién de clase para estudiantes de COU.
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Segunda hipétesis: fundamentacion

Como consecuencia de esta deficiencia en la ensefanza, estudiantes vy
profesores (que previamente han sido también estudiantes) no conocen con
precision cuando y por qué es necesario recurrir al uso de la diferencial. Mas
del 88% de profesores y estudiantes no saben reconocer, entre cinco opciones, la
verdadera razén que obliga a pasar de incrementos a diferenciales, mas del 84%b de
estudiantes de COU y universitarios de la asignatura de Fisica no saben reconocer en
ecuaciones sencillas del movimiento cuando sera imprescindible usar el Cdélculo
diferencial para calcular la velocidad instantanea. Cuando resuelven problemas de
Fisica en los que se le piden comentarios cuando usan el Célculo diferencial, el 86% de
los profesores y mas del 95% de los estudiantes no incluyen comentario alguno para

justificar por qué lo utilizan.

2. Profesores, estudiantes y libros de texto ignoran € significado fisico
correcto de las expresiones diferenciales, y no es habitual dar sentido fisico a

dichas expresiones.
El significado correcto de la diferencial (df es una estimacion del incremento:

Af, realizada suponiendo un comportamiento lineal de la funcion respecto al cambio de
variable: Ax), es absolutamente desconocido: no aparece en ninguno de los textos
analizados, ni en las respuestas de ninguno de los estudiantes, y tan solo es

expresada por el 2% de los profesores.

La concepcion utilizada de forma mayoritaria -aunque generalmente de
forma implicita-, que permite una interpretacién coherente de todas las
deficiencias encontradas, consiste en identificar la diferencial con un
incremento infinitesimal o muy pequefio. Todos los textos de Fisica analizados
expresan esta concepcidn errénea en alguna ocasion, aunque después en la mayoria
de los tépicos no se menciona ningun significado. Los profesores y estudiantes
tampoco se preocupan de asignar significado fisico a las diferenciales que escriben
para resolver problemas, a pesar de la peticibn expresa para que lo hicieran; el 60%
de los profesores tampoco lo hace cuando resuelven un problema en situacién de clase
destinado a clarificar fisicamente entre sus alumnos de COU el uso del Calculo
diferencial. Esta falta de preocupacién por el significado es una consecuencia del uso

mecanico y operativista del Calculo desde los cursos de iniciacion.
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Segunda hipétesis: fundamentacion

La ausencia de una reflexiéon clara sobre el significado, hace que la
concepcion de diferencial como incremento infinitesimal sea asumida de
forma insegura, lo que impide que llegue a expresarse como conocimiento
declarativo: si es posible recurrir al uso de reglas, mas vale no expresar algo
débilmente asumido. Esto explica no sélo la falta de referencia explicita al significado
de la diferencial cuando se resuelven problemas, sino también cuando se les pregunta
directamente a profesores y estudiantes por el significado fisico d& las expresiones
diferenciales: mas del 40% ni siquiera declara esta concepcion errénea. De esta
forma, los mismos profesores y estudiantes que comparten la concepcién de Leibniz
sobre la diferencial, pueden llegar a mantener al mismo tiempo una concepcién mas
cercana a la de Cauchy, vaciando a la diferencial de significado y considerandola como

un instrumento formal.

Resulta llamativo, ademas, que estando basada la concepciéon dominante en el
supuesto valor (muy pequefio) de la diferencial, no exista tampoco una reflexién sobre
su posible valor numérico: ningun texto incluye un solo comentario del que pueda
deducirse que la diferencial puede tomar mas de un valor numérico, y solo el 3% le
asigna un valor concreto; por su parte, méas del 50% de los profesores y estudiantes

se resisten a sefialar un valor numérico concreto para la diferencial.

3. Lareacién entre diferencial y derivada es usada de forma operativa,
pero ni se explicani se comprende
Aunque en Matematicas se ensefia la derivada como el limite de un cociente

incremental y se simboliza por y’, en las clases de Fisica se interpreta la derivada
como un cociente diferencial y se simboliza por: dy/dx. Este paso se produce sin
ninguna reflexién o explicacién previa, de forma que el aprendizaje se produce a
través de la repeticibn mecanica de reglas que responden al esquema:

y'=L P dy=L- dx, o: dy=L- dxP y=L

Como consecuencia, se utilizan esas reglas en un contexto operativo, pero no se
comprende lo que se estd haciendo: mientras el 92% de los textos analizados las
usan, y el 76% de los estudiantes universitarios (méas habituado a este tipo de reglas)
realizan operaciones basadas en ese tipo de reglas, tan sélo el 18% de los textos

comenta en alguna ocasion que la derivada es un cociente de diferenciales, y los
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Segunda hipétesis: fundamentacion

estudiantes universitarios manifiestan sus dudas cuando se les pregunta directamente
por las ideas que subyacen en ese tipo de reglas: so6lo el 12% de reconoce

explicitamente que la lectura de dy/dx como cociente de diferenciales es correcta.

4.  Seusalaintegral como sumas de Riemann, pero no se sabe por qué el
calculo de esas sumas se realiza mediante la antiderivada o funcion primitiva

(Teorema Fundamental)
En la ensefianza de la Fisica se utiliza una concepcidon de integral como

sumas de Riemann, o, al menos, como una suma de muchos términos. Asi lo
demuestra el hecho de que el 89% de los textos presenten esa concepcion. Sin
embargo, esta idea no aparece explicitamente cuando los profesores y estudiantes
utilizan la integral para resolver problemas; en el caso del problema ejemplificador en
situacion de ensefianza, aparece en el 50% de los casos. Hemos interpretado esta
ausencia como un reflejo del uso mecanico del Calculo, poco preocupado de explicitar

el significado de lo que se esta haciendo.

Desde esta concepcion de integral, no reducida a la de integral indefinida o funcion
primitiva, no resulta evidente que su calculo se realice mediante un proceso inverso al
calculo de derivadas. De nuevo, esta importante idea (a piedra angular del
Céalculo) ha sido aprendida por una repeticibn mecanica, pero sin comprender
por qué se realiza asi el calculo de integrales: menos del 10% de los textos
aporta algun tipo de justificacion, y ningin profesor o estudiante escribe argumento
alguno cuando resuelven problemas, ni siquiera en el caso del problema ejemplificador
en situacibn de ensefianza, destinado a explicar por qué la integral se calcula
mediante la antiderivada. Cuando se les recuerda el contenido del Teorema
Fundamental y se les pide que expresen argumentos (graficos y/o analiticos, o
razonamientos intuitivos) para justificar el hecho de que aparezca la funcién primitiva
o0 antiderivada, ningln profesor o estudiante es capaz de recordar argumentos que lo
justifiquen; en el mejor de los casos, un porcentaje inferior al 10% de profesores llega
a identificar el producto f(x)- dx con d°, cuando aun restaria por demostrar que la

integral de dP es precisamente AP.

La uUnica reflexiéon que aparece en los textos en torno al concepto de integral es la

justificacion erronea de que: P = AP porque la suma (o el limite de esa suma) de
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muchos incrementos pequefisimos (aproximados) acabara dando un incremento
exacto. Es conveniente detenernos en esta idea sobre la integral porque encaja con la
de diferencial como incremento infinitesimal, y constituye un razonamiento prototipico
erréneo pero que intuitivamente parece correcto, y es analogo al utilizado por Leibniz.
Se trata de suponer que si la diferencial es un incremento infinitesimal, la suma de
infinitos trozos infinitesimales daré lugar al incremento macroscoépico de la funcién, sin
importar la forma de dichos trozos infinitesimales. Como se carece de una vision
global de la estrategia del Calculo, se ignora que para que eso ocurra es necesario
que la diferencial sea la estimacion lineal tangente del Af; s6lo en ese caso el

limite de la suma de infinitos diferenciales infinitesimales es exactamente el

incremento.

Esa creencia, tan facil de materializar para nuestra mente, de que si los trozos son
suficientemente pequefios no importa su forma para obtener, por agregacion de
dichos trozos, un objeto de cualquier forma deseada, es la que, posiblemente,
produzca la sensacién de comprensién de alumnos y profesores, aunque, como le
ocurri6 a Leibniz, simultaneamente vaya acompafiada de otra sensaciéon de
inseguridad, pues, como ya hemos visto en los capitulos 1 y 2, dentro de esa
concepcién no existen criterios fiables y consistentes para el desarrollo del Calculo

diferencial.

5.  Seignoralanaturaeza hipotética, tentativa, en cas todas las

situaciones fisicas, de la expresion diferencia de partida
Como ya hemos visto, la diferencial de una funcidén no es cualquier estimacion

lineal respecto al cambio de variable, tan s6lo aquélla cuya pendiente coincida con la
funcién derivada, posibilitando asi que la integral conduzca al resultado exacto. En la
mayoria de las situaciones fisicas, no hay manera de garantizar a priori cual es la
expresion diferencial correcta, sino que se adopta una de ellas a modo de hipdétesis, y

se contrasta su validez analizando el resultado al que conduce.

Sin embargo, este caracter hipotético esta completamente ausente, ya sea
de manera implicita o explicita, en todas las situaciones de ensefianza analizadas:
libros de texto -tanto en sus problemas resueltos como en sus desarrollos tedricos- y

problemas resueltos por profesores en situacion de ensefianza. Tampoco aparece esta
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idea cuando profesores y estudiantes resuelven problemas de Fisica con explicaciones
y comentarios sobre el Célculo diferencial, ni en sus explicaciones sobre el significado

de algunas expresiones diferenciales.

Se transmite asi una idea de seguridad a priori que es falsa y que no puede

generar mas que inseguridad e incomprension ante situaciones novedosas.

6. El usodd Céculo diferencid selimitaala aplicacion mecanicade

reglas, anulando |as expectativas de poder usarlo con sentido
Todas las conclusiones presentadas hasta aqui: ausencia de justificaciéon del uso

de la diferencial, despreocupacion por aclarar el significado —aunque sea erréneo- de
las expresiones diferenciales o de la integral, ausencia de explicaciones para relacionar
la derivada ocon la diferencial o para justificar la relacion inversa entre diferencial e
integral, son todas ellas una muestra del énfasis en los aspectos operativos y la
reduccion del Calculo a la aplicaciébn mecanica de reglas. Ademas, los propios
profesores y estudiantes reconocen esta forma de entender y usar el Calculo: mas del
60% aceptan implicitamente que el uso del Calculo en la Fisica se reduce a la
aplicacibn mecanica de reglas, afirmaciéon que llegan a aceptar el 75% de los

estudiantes universitarios.

Como consecuencia de este uso mecanico, los profesores y estudiantes tienen
graves dificultades para utilizar el Calculo diferencial —aunque sea de forma
equivocada- con seguridad y sentido ante nuevas situaciones: el 80% de los
alumnos de COU, el 50% de los universitarios y el 20% de los profesores ni siquiera lo
utilizan cuando se les invita expresamente a hacerlo y comentarlo para resolver
problemas sencillos, y los propios profesores (mas del 80%) manifiestan sus bajas
expectativas para usar con seguridad el Calculo diferencial y para que lo usen sus

alumnos.

Esta situacion da lugar a la existencia de un acuerdo tacito aceptado por el 65%
de los estudiantes: aunque el Calculo diferencial se usa, el profesor no espera

que sus alumnos lo entiendan, ni ellos mismos aspiran a comprenderlo.
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7.  No sevaorapostivamente € papel de ladiferencid en € aprendizae
delaFisica
En las condiciones que han sido descritas, resulta légico no sélo la falta de

expectativas de llegar a entender y usar con sentido el Calculo diferencial en la Fisica,
sino que ademas sea considerado como un obstaculo y una fuente de rechazo,
sin valorar su enorme Iimportancia como ayuda para avanzar en la
comprension fisica: mas del 65% de los profesores y estudiantes de COU o 1° curso
universitario (el 45% de los estudiantes de 2° curso universitario) aceptan, implicita o
explicitamente, que el uso del Calculo diferencial es un obstaculo para la comprensién

y una importante fuente de rechazo hacia la Fisica.

Los resultados globales que hemos presentado hasta aqui nos permiten validar -de
forma rotunda en la mayoria de los casos- todas y cada una de las consecuencias que

previamente habiamos obtenido de nuestra hipdtesis.

Podemos afirmar que existe un uso mecanico y algoritmico del Célculo en la
ensefianza de la Fisica, despreocupado por la comprension y el sentido de lo que se
hace, que provoca una falta de confianza en su uso y un claro rechazo al mismo. Esta
situacién, a pesar de la existencia de un acuerdo tacito entre profesores y estudiantes,

seria dificilmente sostenible sin la existencia de dos ideas fundamentales:

- la idea intuitiva -y errbnea- de que la suma de infinitos trozos
infinitesimales acabard dando siempre un resultado correcto, sin importar la
forma concreta como se eligen esos trozos tan pequefios, amparados en

que, al final, el error sera despreciable

- la apariencia de rigor y de que funciona, siempre que se escriban
correctamente las expresiones diferenciales de partida y se apliquen
correctamente todas las reglas de Calculo. Precisamente en este ultimo
aspecto se concentra toda la atencién en el uso habitual del Calculo, lo que
sirve para ocultar la escasa comprension de lo que se hace e impide que se

cuestione cdmo se eligen las expresiones de partida.

Ante esta situacion, los programas oficiales y libros de texto correspondientes al

nuevo Bachillerato han optado por la desaparicion expresa del concepto de diferencial,
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realizando rodeos y buscando soluciones particulares para llegar a los mismos
resultados. En nuestra opinién, esto no hace sino retrasar el problema. La cuestién
principal no es que se introduzcan antes o después, sino que se haga bien
cuando se empiece a usar el Calculo diferencial, y también cuando se

continde usando.

Con la intencion de hacerlo bien —ya sea en el Bachillerato o en la Universidad-,
hemos dedicado nuestro esfuerzo a formular una propuesta alternativa que permita
superar la situacion critica que se ha descrito, de forma que el Calculo diferencial se
convierta en una valiosa ayuda para seguir profundizando en el aprendizaje de la
Fisica. En nuestro caso, y teniendo en cuenta el nivel en que desarrollamos nuestra

tarea docente, hemos elaborado y aplicado tal propuesta en 3° BUP y COU.
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Capitulo 7

ENUNCIADO Y FUNDAMENTACION DE LA

SEGUNDA HIPOTESIS.

7.1. FORMULACION DE LA SEGUNDA HIPOTESIS

Teniendo en cuenta el caracter novedoso del problema tratado (en la frontera de
los estudios de Bachillerato y universitarios, de la Fisica y las Matematicas), el arrojar
luz sobre el mismo, identificando claramente las deficiencias de tipo escolar y las
causas que estan en su origen, supone un logro de indudable interés didactico. Pero,
en nuestra opinién, la investigacion didactica esta obligada a ir mas alla de la
identificacion de deficiencias: debe utilizar ese conocimiento para mostrar la
posibilidad de superarlas. La segunda parte de este trabajo esta destinada a mostrar —
de un modo necesariamente limitado- que es posible introducir y desarrollar
adecuadamente el Calculo diferencial (centrdndonos en el papel crucial de la
diferencial) en la ensefianza de la Fisica, y que, cuando se hace asi, se producen
mejoras sensibles respecto a la situacion habitual que hemos descrito en la segunda

parte.

No es necesario dedicar mucho esfuerzo a mostrar la relevancia de este tema. La
Unesco, en 1975, fijaba ya como prioridad la elaboracibn de nuevo material de
instrucciéon “interesante y que favorezca el desarrollo de técnicas matematicas”, “que
requiera cierta base de fisica y matematica y que sirva para relacionar ambas
materias”, “que sirva para proporcionar a los estudiantes practica en la expresiéon
matemaéatica de situaciones” (Unesco, 1975b, pp. 219-220). Con posterioridad,
distintos trabajos concluyen en la necesidad de formular propuestas alternativas de
enseflanza del Calculo y de elaborar materiales basados en ellas (Alibert et al., 1987;

Ferrini-Mundy y Geuther, 1991), esperando mejorar asi los resultados en la propia
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asignatura de Fisica y promover un cambio positivo de actitud entre los estudiantes

(Martin y Coleman, 1994; Rutter, 1994)2°.

Las universidades americanas también se han planteado en los dltimos afos
reformar el curriculum de Calculo, lo que ha generado un vivo e interesante debate en
el que se contraponen la orientacidon conceptual y aplicada que inspira dicha reforma
con la defensa del rigor y el formalismo que reclaman sus adversarios (Jhonson, 1995;
Kleinfeld, 1996; Ostebee y Zorn, 1997). Con caracter mas concreto, han aparecido
trabajos con propuestas alternativas sobre la ensefianza del Calculo diferencial que se
centran en distintos aspectos como: el uso del calculo numérico y la simulacion
computacional (Buzzo, 1992; Filotto, 1991); el concepto de derivada o posibles
definiciones alternativas (Azcarate, 1990; Khun, 1991; Kopel y Schramm, 1990); el
concepto de integral de Riemann (Bartle, 1996; Calvo, 1998) o de Lebesgue
(Turégano, 1994); la proposicion de actividades para la ensefianza del Teorema
Fundamental (Thompson, 1994); e, incluso, en algunos trabajos se plantea un cambio
mas drastico consistente en la ensefianza del Céalculo no estandar (NSA) (Cuenca,
1986). Pero, con la excepcion de los trabajos del grupo de Viennot (Alibert et al.,
1987; Alibert y Legrand, 1989; Artigue, 1986 y 1989; Artigue y Viennot, 1987), en
ninguna de esas propuestas dternativas se presta atencidon especial al concepto de
diferencial. Si bien el grupo citado ha realizado talleres de problemas que imparten a
profesores y estudiantes universitarios, no conocemos investigaciones destinadas a
incorporar (mediante materiales para el aula) las nuevas ideas de un modo integrado
en el desarrollo habitual de las clases de Fisica, ni en la Universidad ni en el
Bachillerato. Y este es el problema hacia el que hemos dirigido esta segunda parte de

nuestra investigacion

La hipétesis que ha vertebrado nuestro plan de trabajo para avanzar en la solucién

de dicho problema puede formularse de la siguiente forma:

es posible desarrollar la ensefianza de la Fisica -desde los primeros
momentos en que se requiere el Calculo diferencial y de un modo

coherente con los hallazgos de la investigacion didactica- con la

26 Conley et al. (1992) van mas alla al sugerir que mejorar el curriculum de Céalculo no sélo
es mejorar la ensefianza de las Matematicas sino de todas las Ciencias e Ingenierias,
alcanzando asi al nivel de capacidad cientifica de EE.UU.
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concepcion de diferencial de Fréchet (con la “transposiciéon” o
“version” didactica de esta concepcidon que hemos realizado en el
capitulo 2). Este modo de introducir y desarrollar el Calculo
diferencial en el contexto de la ensefianza de la Fisica, contribuye a
superar las deficiencias de la ensefianza habitual, mejorando el

aprendizaje y las actitudes de alumnos y profesores.

Hemos de advertir que no se trata de comprobar que es posible el desarrollo de la
Fisica utilizando las ideas de Fréchet. Esto no podria ser de otra manera: parece
evidente que los avances en Analisis Matematico pueden ser incorporados para el
desarrollo de situaciones fisicas ya conocidas y resueltas mediante conceptos
matematicos precedentes. Lo que deseamos probar es que se puede incorporar a la
enseflanza de la Fisica a partir del momento en que se hace necesario utilizar el
Célculo diferencial (normalmente, a partir de 3° de BUP o COU), que puede hacerse de
un modo ooherente con las propuestas actuales de la investigacion didactica, y que

con ello se mejora la comprension y las actitudes de alumnos y profesores.

No obstante, dada la amplitud de la hipoétesis, la ausencia de trabajos de
investigacion didactica sobre la ensefianza del Calculo diferencial en torno a la
diferencial de Fréchet y la necesaria limitacidon de este trabajo, el avance realizado en
la contrastacion de esta hipotesis debe ser considerado como un primer paso que, Si

resulta prometedor, debe ser consolidado y ampliado en futuras investigaciones.

7.2. FUNDAMENTACION DE LA SEGUNDA HIPOTESIS
Nuestra hipdtesis se fundamenta: a) en la significatividad potencial (en términos

ausubelianos) que introduce la concepcién de Fréchet en la estructura conceptual
basica del Calculo diferencial, y b) en la clara posibilidad de que pueda incorporarse
dentro de una estrategia de ensefianza basada en la investigacion didactica actual -
que ha conseguido claros avances en otros aspectos de la ensefianza/ aprendizaje de
las ciencias- y recoja, simultaneamente, las recomendaciones recientes de

instituciones e investigadores sobre la ensefianza del Calculo.
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7.2.1 Laconcepcion de Fréchet puede aportar transparencia conceptual
Nuestra hipétesis se fundamenta, en primer lugar, en la transparencia conceptual

que aporta la concepcidon de diferencial como la mejor estimacion lineal del incremento

(la Unica que permite hallar el valor exacto del incremento via integral).

Ya hemos mostrado en el capitulo 1 las deficiencias de las concepciones de Leibniz
y Cauchy, que generaron, incluso en fisicos y matemaéaticos profesionales, inseguridad
o pérdida de sentido fisico de lo que se hacia. Por otro lado, los resultados de la
segunda parte de nuestra investigacion muestran con claridad que en los profesores y
alumnos se reproducen ideas similares a las de dichas concepciones, principalmente a
la de Leibniz, que se manifiestan en la desconfianza, incomprensidon e inconsistencia
de lo que hacen y por qué lo hacen (caps. 5 y 6). En nuestra opinion, esta es la base
que genera ese malestar difuso al que aludiamos al principio de este trabajo (cap. 1,

p. 10).

En el capitulo 2, en cambio, hemos mostrado cémo la diferencial de Fréchet (la
versiéon que hemos desarrollado para funciones de una sola variable) responde a una
estructura légica sin inconsistencias y reune el significado fisico, el geométrico y el
analitico, haciendo que el por qué de las relaciones entre la derivada, diferencial,
integral definida y funcidén primitiva parezcan, practicamente, evidentes. Cabe esperar,
pues, que se produzcan mejoras claras si es posible desarrollar la ensefianza (y esta
es una cuestion de hecho a la que nos vamos a enfrentar) utilizando la nueva

concepcion.

7.2.2. Laversion didactica de la concepcion de Fréchet es coherente con los

resultados de la investigacion en didactica de las ciencias
El trabajo realizado en el capitulo 2 hace prever que sera posible incorporar la

nueva concepcion de la diferencial en la ensefianza de un modo coherente con las
propuestas metodolégicas actuales, basadas en la investigacion sobre la ensefianza de

las ciencias.

En los ultimos afios, el aumento espectacular de los trabajos de investigacion
didactica ha dado como resultado un mayor conocimiento de las dificultades que
tienen los alumnos para aprender ciencia y han puesto en cuestion, de un modo

fundado, el modelo convencional de ensefianza basado fundamentalmente en la
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creencia de que la transmisién de los conocimientos por el profesor en su estado final
(decir lo que es 0 mostrar cdémo se hace, de una manera directa y acabada, junto con
la realizacion de ejercicios) es la Unica o la mejor forma de lograr que los alumnos

aprendan.

Esta investigacion no se ha limitado a identificar las deficiencias del modelo
transmisivo sino que ha generado modelos de ensefianza que pueden competir con él.
Salvando diferencias que podemos considerar menos importantes, dichos modelos
coinciden en considerar que aprender es poder justificar lo que se piensa y que los
procesos de producciéon y aceptacién (de justificaciébn) de conocimientos que se
desarrollan en la vida cotidiana son muy diferentes de los que caracterizan el trabajo
cientifico. Desde esta orientacién, pues, el aprendizaje sdélido de los conceptos
cientificos debe ir acompafado del aprendizaje metodolégico, es decir, de formas de
producir y aceptar conocimientos que caracterizan la metodologia cientifica. Este
desarrollo simultaneo, conceptual y metodolégico, se vera favorecido en la medida en
que el proceso de ensefanza/ aprendizaje se desarrolle en un contexto de
(re)construccion de conocimientos (evitando, pues, su transmisién en estado final), en
el que existan oportunidades reiteradas y sisteméaticas para poner en practica (en la
medida de lo posible en el nivel escolar) procesos de justificaciéon tipicos de la
investigacion, de la resolucion de problemas cientificos, y en el que se favorezca la
implicacién afectiva (actitudinal) necesaria para que esa tarea tan exigente pueda

llevarse a cabo.

En efecto, la idea de que el aprendizaje y la ensefianza de las ciencias se
desarrolle como un proceso de (re)construccién de conocimientos en un contexto que
se inspire (dentro de lo posible en cada nivel) en el de la investigacion, es compartida
por un amplio abanico de investigadores en didactica de las ciencias (Osborne y
Wittrok, 1985; Driver y Oldham, 1986; Gil y Martinez Torregrosa, 1987; Duschl, 1990
y 1995; Burbules y Linn, 1991; Gil, Carrascosa et al., 1991; Wheatley, 1991; Hodson,
1992a; Gil, 1993; Furié, 1994; Furid y Guisasola, 1998; Bencze y Hodson, 1999; Gil,
Carrascosa et al., 1999; Zoller, 1999). También las recientes propuestas curriculares
han hecho suya esta orientacién. Asi, los Principles and Standards for School
Mathematics afirman “que los estudiantes aprenden matematicas construyendo

activamente nuevos conocimientos a partir de la experiencia y el conocimiento
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previo”, y, para facilitar esa construccién, recomiendan la realizacién de actividades
destinadas a que los alumnos tomen conciencia de sus conocimientos y estrategias
informales, concediendo especial importancia a la resolucion de problemas, el
desarrollo del razonamiento y la argumentaciéon entre iguales (NCTM, 2000). Por su
parte, los National Standards for Science Education (NRC, 1995) proclaman que "en
todos los niveles, la educacidon cientifica debe basarse en la metodologia de la
investigacion”, como forma de favorecer, tanto una actividad significativa, en torno a
problemas susceptibles de interesar a los estudiantes, como su progresiva autonomia

de juicio y capacidad de participacién en tareas colectivas.

Ello se fundamenta, entre otras razones, en el hecho de que el contexto
hipotético-deductivo caracteristico de una investigaciéon suministra oportunidades
idbneas para un aprendizaje profundo, al obligar a plantear problemas y discutir su
relevancia, tomar decisiones que permitan avanzar, formular ideas de manera
tentativa, ponerlas a prueba dentro de una estructura légica general, obtener
evidencias para apoyar las conclusiones, utilizar los criterios de coherencia y
universalidad... y todo ello en un ambiente de trabajo colectivo y de implicacion
personal en la tarea. “Investigar” —o, utilizando otras terminologias préximas
“indagar” (Diaz y Jiménez, 1999), o “construir modelos” (Pozo, 1989)- es una forma
de aprendizaje profundo: el enfrentarse a situaciones problematicas y elaborar
posibles soluciones a modo de tentativas, exige el desarrollo de procesos de

justificacion individuales y colectivos, que forman parte de las estrategias cientificas.

Nuestro trabajo se inserta en esta linea y se apoya en esfuerzos de innovacion e
investigacion en el campo de la educacion cientifica, tanto en el nivel secundario como
en el universitario (Gil, Furié et al., 1999). Por supuesto, esto tiene implicaciones
sobre la estructura de los temas y los cursos, la elaboracion de las secuencias de
actividades para los alumnos, y, necesariamente, de la evaluacion. No tendria sentido
que la nueva orientacion que deseamos para el aprendizaje de los conceptos del
Célculo diferencial en la Fisica no pudieran integrarse en el desarrollo de una
ensefianza problematizada de la Fisica. No obstante, como veremos a continuacion,

nuestras expectativas son claramente favorables a esta posibilidad.
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La estructura de los temas y cursos en un contexto de investigacion y la

nueva concepcion de diferencial

Si, como hemos intentado fundamentar muy someramente, el aprendizaje sélido
de los conocimientos cientificos implica el desarrollo simultdneo de procesos de
produccién y aceptacion tipicos del trabajo cientifico, y de la implicacion axioldgica
necesaria para que esa tarea tan exigente pueda llevarse a cabo, la planificacién de un
curso y de los temas en él desarrollados no puede responder simplemente a la légica
que expresa la secuencia: ¢qué objetivos deben lograr los estudiantes?, ;qué
contenidos impartir?, ;como ha de ser el examen para constatar el aprendizaje
logrado?, sino que obliga a formularse las preguntas: ;como problematizar el curso y
cada uno de los temas incluidos para favorecer el aprendizaje con sentido?, ;como

evaluar para impulsar y orientar dicho aprendizaje?

Desde nuestra propuesta, por tanto, para organizar la estructura de los temas y
los cursos, es necesario identificar algunos de los problemas que estan en el origen de
las teorias que queremos que pasen a formar parte de los conocimientos de nuestros
alumnos, discutir la relevancia de los mismos y planificar una estrategia que permita
avanzar en la solucibn a los problemas planteados, en un ambiente hipotético
deductivo que suministre oportunidades para la apropiacibn de la epistemologia
cientifica. Esto requiere un andlisis historico, epistemoldgico y didactico sobre la
materia seleccionada para que su estudio sea Util y factible para los estudiantes

implicados. Este analisis esta guiado por preguntas tales como

- ¢Qué problemas estan en el origen de las teorias que deseamos que pasen

a formar parte del bagaje de nuestros alumnos (objetivos/ clave)?

- ¢Cudles son/fueron los obstaculos mas importantes que hubo que superar
para avanzar en la solucién a los problemas planteados? (Qué ideas, qué
razonamientos pueden tener los alumnos sobre los aspectos anteriores que
puedan suponer obstaculos para el aprendizaje y que, por tanto, deben ser

tomados en consideracién? (lIdentificacion de objetivos/ obstaculo).

- ¢Qué plan concreto de investigacion —secuenciacidon- conviene proponer a

los estudiantes para avanzar en la solucién a los problemas iniciales?
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Este estudio esta dirigido, en definitiva, al disefio de una estructura del curso que
permita a los estudiantes, con el apoyo de profesor, enfrentarse a situaciones
problematicas de interés, poniendo en juego buena parte de los procesos de
produccién y validacién de los conocimientos cientificos. Mas concretamente ello

supone:

1. Plantear, en el inicio del curso (y, en su caso, de los grandes bloques o
temas que lo compongan) situaciones problematicas que —inspirandose en
las que desde el punto de vista histérico y/o epistemolégico, estan en el
origen de los conocimientos implicados- sirvan de punto de partida para el
trabajo de los estudiantes. Por supuesto, debe prestarse atencién explicita a
que los alumnos se apropien del o de los problemas, a que tomen
conciencia de su interés, como condicidn necesaria para su implicaciéon en la

tarea.

2. Disefar la secuenciacion de los temas del curso con una légica
problematizada, es decir, como una posible estrategia para avanzar en la
solucién a las grandes preguntas iniciales. Esto da lugar a un hilo conductor
en el que cada tema se convierte en un problema mas concreto cuya
solucién permite avanzar en el problema inicial, al mismo tiempo que puede
generar nuevos problemas, incrementdndose asi las relaciones entre los

distintos temas.

3. Organizar el indice de cada uno de los temas/problema de forma que
responda gualmente a una posible estrategia para avanzar en su solucion,
es decir, a un plan de investigacién disefiado por el profesor (o, mejor, por
equipos de profesores). En este sentido, la estructura o secuencia de
apartados del tema debe estar ligada intencional y légicamente con la
problematizacion inicial. La estructura de los temas no estd guiada, por
tanto, como es habitual, por los conceptos fundamentales, sino por un
intento de plantear y avanzar en problemas fundamentales. De este modo,
los conceptos son introducidos funcionalmente como parte del proceso de
tratamiento de los problemas planteados y de unificacion de campos

inicialmente inconexos. Si el conocimiento cientifico es fruto de un intento
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de responder preguntas, ¢por qué pretender que los alumnos aprendan

respuestas sin conocer las preguntas a las que responden? (Otero, 1985).

4. En este contexto de resolucidn de problemas, los conceptos y modelos se
introducen, por alumnos y profesor, como tentativas, como hipdtesis
fundadas, que deben ser puestas a prueba, tanto a través de su capacidad
predictiva en situaciones de laboratorio y en el aborde de situaciones
problematicas abiertas concretas -que requieren una modelizacién basada
en los mismos (contexto de resolucién de problemas, incluyendo la toma de
decisiones en situaciones de interés social)-, como a través del
establecimiento de su coherencia con la globalidad de los conocimientos ya
establecidos por investigaciones precedentes. La realizacion de ejercicios,
los trabajos practicos, y la resolucién de problemas se integran con sentido,
junto a la introduccibn de conceptos y sus relaciones, dentro de la

estructura de investigacion (Gil, Furié et al., 1999).

5. Consideramos esencial la realizacion de recapitulaciones periédicas
(recapitulaciones problematizadas) sobre lo que se ha avanzado en la
solucién al problema planteado, los obstaculos superados y lo que queda
por hacer, prestando asi especial atencién a la regulaciéon y orientacion de

los alumnos en el desarrollo de la investigacion.

Todo ello constituye una forma de trabajo en el aula que favorece la explicitacion
de las propias ideas y su confrontacion con las de otros, en un ambiente hipotético-
deductivo rico en episodios de argumentacidén y justificacion, tan importantes para el
aprendizaje de conocimientos cientificos (Driver, Newton y Osborne, 2000),
incluyendo el conocimiento matematico (NCTM, 2000). Se pretende asi, en definitiva,
crear un ambiente que favorezca simultdneamente la implicacién afectiva y la
racionalidad cientifica de todos los implicados (profesor y alumnos) en la resolucién de
los problemas. Por supuesto, ello exige una cuidadosa planificacion de la tarea por el
profesor, mediante programas de investigaciéon (programas-guia o secuencias de
actividades debidamente engarzadas) y dejar tiempo en el aula para que los alumnos

piensen, argumenten y refuten.
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En la figura 7.1 se presenta la estructura basica de un tema y las cuestiones que
centran el interés de los profesores para la elaboracién del plan de investigacion. Estas
estructuras resultan muy Utiles para la elaboracidn de recapitulaciones en distintas
fases del tema por los alumnos y se concretan, como hemos indicado, en un plan de
investigacion o secuencia problematizada de actividades que son planteadas a los
estudiantes quienes, en pequefios grupos, las resuelven y expresan los resultados
obtenidos al resto de los grupos y al profesor, generando de manera sistematica

situaciones de puesta en comun que permiten aprender/ ensefiar y evaluar en un

ambiente hipotético-deductivo.
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Si prestamos atenciébn a las preguntas que guian el analisis histérico vy
epistemoldgico que realizamos para organizar la estructura de los temas y los cursos
(ver p. 234, en este mismo capitulo), son las mismas que nos hemos hecho en los
capitulos 1 y 2, para clarificar el concepto de diferencial y su papel en el avance de la
Fisica. Son las mismas que nos han permitido (re)construir, con una légica hipotético-
deductiva, un proceso (entre varios posibles) en el que se inventa la diferencial, la
integral definida y sus relaciones con la derivada como fruto de una estrategia para

solucionar un problema de claro interés fisico y matematico (cap. 2, pp. 57-75).

Es necesario resaltar que dicha elaboracién no ha sido, en absoluto, facil: los
textos de Analisis Matematico o, incluso, los trabajos de innovacién didactica
relacionados con el tema a los que hemos tenido acceso, seguian la estructura tipica,
aproblematica y lineal, de la mayoria de los manuales universitarios de matematicas;
por su parte, los textos de Fisica analizados utilizan el Calculo diferencial de forma
operativista, sin reconocer el problema al que se pretende dar respuesta ni la
estrategia utilizada para resolverlo (como muestran los resultados del analisis de
textos, recogidos en cap. 5, pp. 162-171). Consideramos, pues, la problematizaciéon
del Calculo en el contexto de la Fisica como uno de los logros relevantes de este
trabajo, que hemos presentado y debatido en congresos (Martinez Torregrosa y
Lopez-Gay, 1992 a y b, 1997; Lépez-Gay y Martinez Torregrosa, 1997 ay b; Lépez-
Gay, Martinez Torregrosa y Gras, 2001) y articulos actualmente en vias de publicacién
(Martinez Torregrosa, Loépez-Gay, et al., en prensa), y que nos permite, de una
manera justificada, tener expectativas positivas sobre la integracién de la diferencial
de Fréchet en una forma de ensefianza, basada en la investigacion didactica actual,

que ha logrado mejoras cualitativas y cuantitativas.

En efecto, en el campo de la Fisica y la Quimica, el modelo de ensefianza por
investigacion o por resolucibn de problemas, ha tenido la virtud fundamental de
desarrollarse de un modo explicito, es decir, ha generado propuestas especificas para
responder a los problemas principales de la ensefianza: ;coémo estructurar los temas?,
¢como introducir los conceptos?, ;como ensefiar a resolver problemas de papel y
lapiz?, ;como plantear los trabajos practicos de laboratorio? ;qué caracteristicas
deberia tener la evaluacion?... Al intentar responder estas preguntas, el modelo de

ensefianza de la Fisica como investigaciéon ha mostrado su fecundidad en casi todos
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los grandes aspectos didacticos, de forma que podemos encontrar propuestas
concretas, contextualizadas en este modelo o muy cercanas a él y contrastadas en el
aula, relativas a la concepcion del curriculum y la forma de estructurar y plantear las
actividades (Furié y Gil, 1978; Driver y Oldham, 1986; Gil y Martinez Torregrosa,
1987; Burbules y Linn, 1991; Gil, Carrascosa et al., 1991; Wheatley, 1991; Martinez
Torregrosa, Doménech, y Verdd, 1993); la forma de introducir los conceptos y
modelos (Hashweh, 1986; Carrascosa, 1987; Calatayud et al., 1988; Hodson, 1988;
Gil y Carrascosa, 1990; Colombo et al., 1995; Guisasola y De la Iglesia, 1997;
Martinez Torregrosa et al., 1998 y 1999; Carrascosa, Martinez y Martinez-Torregrosa,
2000); la manera de realizar los trabajos practicos (Calatayud et al., 1980 ay b; Gily
Paya, 1988; Paya, 1991; Hodson, 1992b y 1994; Gil y Valdés, 1996); la forma de
plantear la resolucién de problemas de papel y lapiz (Gil y Martinez Torregrosa, 1983;
Martinez Torregrosa, 1987; Reyes, 1991; Ramirez et al., 1994); las caracteristicas que
ha de satisfacer la evaluacion (Gil, Carrascosa et al., 1991; Alonso, 1994; Alonso et
al.,, 1992 ay b, y 1996; Martinez-Torregrosa, Gil y Verdd, 1999). Cada una de estas
propuestas no sélo ha puesto en evidencia la potencia de esta forma de ensefianza,
sino que también ha mostrado su caracter dindmico. Los esfuerzos de concrecién
realizados para avanzar en cada apartado han contribuido al enriquecimiento global
del modelo y han aportado nuevos elementos que han obligado a sucesivas
(re)formulaciones y mejoras del mismo. La introduccion de conceptos mateméaticos,
objeto de este trabajo, es uno de los aspectos no tratados especificamente y que,

esperamos, debe contribuir a consolidar mas aun dicho modelo.

La posibilidad de recoger las recomendaciones sobre la ensefianza del Calculo

La clarificacion que hemos llevado a cabo en la primera parte de este trabajo
permite prever que no existiran mayores dificultades para recoger las
recomendaciones recientes que sobre la ensefianza del Calculo han realizado
diferentes instituciones y trabajos de investigacion. Podemos agrupar las conclusiones

ampliamente compartidas en las cuatro siguientes recomendaciones:

* La introduccibn y uso de los nuevos conceptos y técnicas

matematicas deben ir precedidos de la discusion y el analisis fisico.
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Con frecuencia se usan directamente las matematicas para introducir
conceptos, confundiendo el significado fisico con su forma de calculo (por
ejemplo: “la densidad es el cociente entre la masa y el volumen de un

cuerpo”, “el momento angular de una particula respecto de un punto se

define como el producto vectorial...”, “la velocidad instantanea es la
derivada de la posicion...”), o para matematizar situaciones que no han sido
analizadas fisicamente (por ejemplo, se empieza la resolucibn de un
problema afirmando: “la fuerza sobre un elemento de area dA...”). Con este
habito se olvida que el lenguaje simbdlico es atil para la comunicacién entre

expertos, pero no asi para la construccion de significados entre novatos

(Thompson, 1994).

Para evitar esta situacidén, se propone que la formulacién simbdlica sea
siempre posterior a la comprension fisica y la verbalizacion (Stinner, 1990),
haciendo que la justificacion y el significado de las expresiones matematicas
tengan una relaciéon directa con el andlisis cualitativo realizado. Conforme se
adquiera un mayor dominio del significado y uso de los conceptos
matematicos, se ira disminuyendo el grado de verbalizacion, aunque sin
llegar nunca a desaparecer. Se espera favorecer asi no sélo el avance en la
Fisica sino también en las Matematicas, pues se podran plantear contextos
de necesidad que promuevan la creatividad y la invencidon (Glez. Urbaneja,
1991; Monk, 1994; Schneider, 1992; Woolnough, 1994; NCTM, 2000), se
mostrara la aplicabilidad (Jhonson, 1995) y se reforzara la abstraccion

entendida como proceso de generalizacion (White y Mitchelmore, 1996).

El uso del Calculo diferencial debe destacar los aspectos
conceptuales y no quedarse reducido al uso de algoritmos,
comentando el significado de las expresiones que se utilizan, justificando los

pasos que se dan y las relaciones que se establecen.

Se trata de una de las recomendaciones de los Principles and Standards for
School Mathematics: reequilibrar la proporcion entre el dominio de
algoritmos y la comprension de conceptos, en favor del segundo aspecto
(NCTM, 2000). Cabe esperar que una adecuada comprension facilitara el

uso y dominio creciente de los algoritmos, y producira una mayor confianza
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en su uso (Artigue y Viennot, 1987; Cajaraville, 1991; Ferrini-Mundy y
Gaudard, 1992; Kopel y Schramm, 1990; Lopez de los Mozos, 1991; Martin
y Coleman, 1994; Speiser y Walter, 1994; Thompson y Thompson, 1996;

White y Mitchelmore, 1996).

La introduccion de conceptos matematicos debe apoyarse en una
representacion multiple: verbal, grafica, geométrica, analitica,
numeérica... proporcionando asi una imagen mas completa del concepto y
favoreciendo las distintas maneras de procesar que caracterizan a cada

individuo (Aspinwall et al., 1997; Trzcieniecka-Schneider, 1993).

Muchos trabajos recomiendan enfoques no analiticos al introducir el
concepto: ya sea un enfoque grafico, un enfoque numérico o ambos a la vez
(Buzzo, 1992; Ferrini-Mundy y Lauten, 1994; Kaiser, 1991; L6pez de los
Mozos, 1991; Orton, 1983 a y b; Sanchez y Contreras, 1998), sin olvidar
que un mal uso de estos enfoques puede generar también obstaculos para
el aprendizaje (Aspinwall et al., 1997), como comentamos en la siguiente

recomendacion.

El acercamiento inicial al Calculo debe ser mas intuitivo que
riguroso, destacando su aplicabilidad y comprensiéon, sin renunciar a
introducir después de forma paulatina una mayor exigencia de rigor en las
explicaciones y desarrollos (Charalampos, 1993; Lépez de los Mozos, 1991;

Tucker, 1997).

No obstante, es necesario afiadir a esta recomendacién que, precisamente,
una intuicion basada posiblemente en una analogia entre el mundo de los
objetos y percepciones inmediatas y el mundo idealizado de los conceptos y
funciones fisico-matematicos (el creer que se puede obtener la expresion
funcional exacta de un incremento real sumando infinitos trozos con la
Unica condicidn de que sean infinitesimales) es una de las posibles causas,
en nuestra opinién, que puede permitir ese estado de semicomprension
eterna que rodea al Calculo diferencial en el contexto de la Fisica y, por
tanto, uno de los obstaculos que hay que superar para que la comprension

sea posible. De nuevo, ha sido el andlisis histérico y epistemolégico
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desarrollar

desarrollado con una intencién problematizadora en los dos primeros
capitulos de esta Tesis el que nos ha hecho tomar conciencia de esta

situacion.

La ensefianza debe promover que los alumnos adquieran
expectativas positivas sobre su capacidad de comprender y aplicar

los conocimientos matematicos.

Una caracteristica de las escuelas eficaces son las altas expectativas que los
profesores poseen y transmiten a sus alumnos (Rivas, 1986; Marchesi y
Martin, 1998, pp. 103-106; Gil y Vilches, 1999), y es ésta una de las
recomendaciones basicas de los Principles and Standards for School
Mathematics (NCTM, 2000). Resulta necesario, por tanto, provocar un giro
de 180 grados en las expectativas que tienen los profesores, y que
transmiten a sus alumnos, sobre las posibilidades de comprender y aplicar

correctamente el Calculo diferencial en situaciones fisicas.

En todo lo anterior fundamentamos nuestra hipétesis que afirma que sera posible

una enseflanza de la Fisica, con las caracteristicas anteriores,

introduciendo y utilizando la concepcion de la diferencial de Fréchet (adecuadamente

(re)elaborada para funciones de una sola variable) desde el primer momento en que

se requiere el Calculo diferencial y que, de esta forma, se mejoraran la comprension y

las actitudes de alumnos y profesores.

214



Segunda hipétesis: disefio experimental

Capitulo 8

DISENO EXPERIMENTAL PARA LA

CONTRASTACION DE LA SEGUNDA HIPOTESIS

En el capitulo 7 hemos expuesto las razones en las que se apoya nuestra segunda
hipétesis, la cual afirma que es posible desarrollar la ensefianza de la Fisica utilizando
la versiéon didactica de la diferencial de Fréchet que hemos presentado en el capitulo 2,
mejorando con ello el aprendizaje y las actitudes de los alumnos y profesores. En este
capitulo presentaremos la operativizacibn de esa hip6tesis en un conjunto de
consecuencias directamente contrastables, y los instrumentos que utilizaremos para

su contrastacion.

8.1. OPERATIVIZACION DE LA HIPOTESIS

De las numerosas consecuencias contrastables a las que puede dar lugar una
hipétesis tan amplia como la que hemos formulado, en este trabajo nos hemos

centrado en las siguientes:

A. La incorporacion de la nueva propuesta sobre la diferencial, desde las
primeras ocasiones en que se usa el Célculo diferencial en la Fisica, dentro
de una ensefianza coherente con los hallazgos actuales de la investigacion
didactica, mejora la ensefianza y el aprendizaje de estos conceptos. En

concreto:

A.1 Suministra oportunidades adecuadas en el aula para que Ilos

alumnos aprendan con comprension

A.2 Produce una mejora entre los alumnos de todos los indicadores de

una adecuada comprension del Calculo diferencial en la Fisica
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B. Los profesores que participan en seminarios o cursos destinados a favorecer
la reflexion sobre la comprension y utilizacién del Calculo diferencial en la
ensefianza de la Fisica en el Bachillerato y a desarrollar una propuesta
alternativa basada en la concepcién de Fréchet, perciben positivamente la

misma Yy la posibilidad de incorporarla en sus clases. En concreto:

B.1 Mejoran su propia comprension sobre los conceptos del Calculo

diferencial cuando resuelven problemas de Fisica

B.2 Valoran muy positivamente el papel que puede jugar la nueva
concepcion de diferencial en la ensefianza y el aprendizaje de la

Fisica.

Es conveniente puntualizar, en relacibn con la primera serie de consecuencias
contrastables (A), que el uso del Célculo diferencial en los niveles no universitarios
debe ser considerado siempre como una introduccién, fase que sera superada cuando
se use de forma continuada y ante diversidad de situaciones fisicas —lo que ocurre ya
en la Universidad-, lo que permitira mostrar toda su potencia y llegar a apreciar todo
su sentido fisico y claridad conceptual. En contra de la habitual falta de atencién que
se presta a la comprension del Célculo en esta fase de introduccién, pensamos que, si

es posible colocar bien el primer peldafio, el segundo, esperamos, también lo sera.

Es opinable, en el nivel no universitario, si el uso del Calculo diferencial debe
iniciarse en 3° de BUP o COU (actualmente: en 1° o en 2° de Bachillerato).
Seguramente se trata de una cuestion de tiempo disponible y desarrollo de un
curriculum equilibrado mas que de posibilidad o imposibilidad. No obstante, deseamos
mostrar que es posible, incluso en el caso mas desfavorable para nuestra hipotesis,
con los alumnos mas jovenes y en la primera ocasion en que se puede plantear, iniciar
el tratamiento de las situaciones fisicas que lo requieran con la concepcidén propuesta
de diferencial. Légicamente, como contrapartida, con estos alumnos el tratamiento
deberd ser més limitado, aplazando para el curso siguiente la incorporacion plena de
todos los conceptos béasicos y sus relaciones (derivada, diferencial e integral).
Precisamente, una de las recomendaciones de los Principles and Standards for School
Mathematics es articular de forma coherente las ideas que se presentan en cada

curso, evitando duplicacion de esfuerzos o duplicaciones innecesarias (NCTM, 2000).
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Presentamos a continuacion los disefios experimentales que hemos elaborado para

la contrastacion de dichas consecuencias.

8.2. DISENO PARA COMPROBAR QUE LA INCOREORACIC)N DE LA NUEVA
PROPUESTA SOBRE LA DIFERENCIAL EN LA ENSENANZA PRODUCE
MEJORAS

La primera ocasion en que puede plantearse la necesidad de introducir los
conceptos basicos del Célculo diferencial (derivada, diferencial, integral) suele ser en
3° BUP o 1° Bachillerato, en el estudio del movimiento. Ha ddo, y continda siendo,
habitual en los textos de Fisica de nivel preuniversitario y de Fisica General realizar
esta introduccidon en la Cinematica. Como hemos sefialado en el capitulo 1 (pp. 28-
31), el estudio del movimiento se encuentra en la base de los goblemas que dieron
lugar al nacimiento del Calculo diferencial, lo que constituye un indicador de su
idoneidad para su introduccién (Speiser y Walter, 1994). Hemos decidido, pues,
introducir por primera vez los conceptos basicos del Calculo diferencial en el tema de
Cinematica de 3° BUP o de 1° Bachillerato, de una manera integrada en el hilo
conductor del mismo (no como un anexo O requisito previo), puesto que deseamos

resaltar su necesidad y significado fisico-matematico simultaneamente.

Nuestra decision de iniciar el uso del Calculo con los alumnos mas jovenes (3° BUP
0 1° Bachillerato) nos ha llevado a establecer una graduacidon entre los conceptos que
seran ensefiados en ese primer afio y los que seran incorporados en el curso
siguiente. En concreto, en el tema de Cinematica hemos centrado nuestro esfuerzo en
introducir el concepto de diferencial y su relacibn con la derivada, aunque hemos
afladido, con caracter optativo, dos anexos dedicados al concepto de integral y al

Teorema Fundamental.

Para poder apreciar en toda su dimension la estrategia general del Calculo -lo que
implica a los conceptos de diferencial, derivada e integral, y las relaciones entre ellos-,
serd necesario esperar al curso de COU. Mientras el uso del Célculo en 3° BUP lo
hemos restringido a un tema (Cinemaéatica), en COU se hace uso en apartados
especificos de la mayoria de los temas (cap. 2, pp. 79-80). Desde el punto de vista
matematico, la situaciones fisicas que requieren el uso del Calculo diferencial pueden

dividirse en dos tipos:
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a) cuando se trata de encontrar la relacién funcional entre las variaciones de
dos magnitudes, en un caso en que no estan relacionadas linealmente (por
eso se requiere el Célculo diferencial) pero existe, y se ha estudiado
previamente, el caso en que si estan relacionadas linealmente

(comportamiento uniforme);

b) cuando se busca dicha relacién funcional en una situacién no uniforme, pero
no existe o se desconoce la relacibn particular para comportamiento

uniforme.

Aunque nuestro trabajo en el curso de COU se encuentra todavia en fase de
desarrollo, hemos decidido seleccionar dos tépicos de COU como ejemplo de cada uno
de esos dos tipos de situaciones, con la intencién de mostrar que es posible extender
el uso de la nueva propuesta sobre la diferencial, resaltando el significado fisico y la

claridad conceptual y matematica de lo que se hace.

Como se ha justificado en el capitulo 7, el tema de Cinemaética esta elaborado
dentro de una orientacion constructivista de la ensefianza y el aprendizaje y del
modelo de ensefianza por investigacion, lo que se concreta en que su desarrollo se
organiza a partir de una situacién problematica de interés, se sigue una lbgica
problematizada, y las actividades que se proponen a los pequefios grupos de alumnos
en que se organiza el aula, estan secuenciadas y planificadas de forma que —
presumiblemente- al resolverlas deben expresar, argumentar y debatir sus ideas
(entre ellos y con el profesor). Sera en esta secuencia problematizada de actividades
donde incorporaremos nuestra propuesta sobre el Calculo diferencial, previendo qué
ocurrirdA cuando se plantee a los alumnos. Si nuestras expectativas se cumplen,
esperamos producir oportunidades de aprendizaje dentro de su “zona de desarrollo
potencial” en términos vigotskyanos®’ (Howe, 1996), lo que se pondra de manifiesto si
las intervenciones, propuestas y dificultades que planteen los alumnos son las l6gicas
entre personas que estan implicadas, y participan con interés, en avanzar con

comprension en un campo NuUevo Yy Si generan interrogantes y oportunidades para que

27 segun Vigotsky (1984, original de 1934) es aquélla zona que existe entre el nivel de las
tareas que pueden realizarse individualmente y las que pueden realizarse con ayuda de un
adulto y defiende que “la buena ensefianza es la que se adelanta al desarrollo ya consolidado”,
actuando en la zona de desarrollo potencial.
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las necesarias intervenciones del profesor (o la actividad siguiente a la que se esta
realizando) se realicen con una continuidad l6gica, en respuesta a una necesidad
sentida previamente. En esta misma linea, los Principles and Standards for School
Mathematics recomiendan “que las actividades de clase sean interesantes, en un nivel

de desafio que invite a la especulacion y el trabajo duro” (NCTM, 2000, p. 18).

Naturalmente, esperamos que esta mejora en la ensefianza tenga su reflejo en
que los alumnos de los grupos experimentales muestren una mejor comprensién sobre
la justificacion y uso del Calculo diferencial en la Fisica que los alumnos que no han
seguido nuestra propuesta, y en que desarrollen actitudes mas positivas hacia el papel
de los conceptos diferenciales en la ensefianza/ aprendizaje de la Fisica. En suma, que
se produzca entre ellos una mejora de los indicadores de una adecuada comprension

que hemos formulado en el capitulo 2 (p. 81).

Para asegurarnos de que se produce esta mejora debido a nuestra propuesta,
hemos decidido tomar como grupo experimental a los grupos/clase asignados en sus
respectivos centros al autor de esta investigacion (profesor investigador) y a otros
profesores formados, que han participado con nosotros en sesiones de discusion sobre
los conceptos basicos del Calculo diferencial y en la elaboracién del programa-guia de
Cinematica. La comparacion entre estos dos tipos de grupos experimentales con el
grupo de control, favorecerda un analisis comparativo gradual, haciendo mas fiables y

generalizables las conclusiones que podamos obtener.

Los resultados de los grupos experimentales se refieren en su mayoria a alumnos
de 3° BUP. Ocasionalmente, para la comprobacién de la mejora de los indicadores de
la comprension del Calculo relacionados con la integral y el Teorema Fundamental, los
resultados se refieren a alumnos en su segundo curso experimental: se trata de
alumnos de grupos experimentales de COU que ya fueron de grupos experimentales
en 3° BUP. Todos estos alumnos en segundo curso experimental pertenecen a grupos
del profesor investigador, pues los profesores formados no tienen la posibilidad de
continuar con los mismos alumnos; teniendo en cuenta, ademas, que los grupos del
profesor investigador son poco numerosos en COU y que la fase experimental en este
nivel ha comenzado recientemente, debe entenderse el tamafio reducido de esta

muestra especifica.
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La naturaleza de los instrumentos que hemos elaborado para probar las dos
primeras consecuencias contrastables de nuestra segunda hipodtesis se muestran en la

tabla 8.1. de la pagina siguiente.
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TABLA 8.1. Informacion sobre los instrumentos elaborados para probar las dos primeras consecuencias contrastables de la segunda hipotesis

H2.A. la nueva

propuesta sobre la diferencial, desde las

La incorporacion de

primeras ocasiones en que se usa el
Calculo diferencial en la Fisica, dentro de
una ensefianza coherente con los hallazgos
actuales de la investigacion didactica,
mejora la ensefianza y el aprendizaje de

estos conceptos.

INSTRUMENTOS

¢(CUANDO SE UTILIZA?

¢A QUE GRUPOS SE APLICA?

Al Suministra oportunidades
adecuadas en el aula para que los

alumnos aprendan con comprension

Secuencia de actividades del tema de
Cinemética y de los dos topicos

ejemplificadores del curso de COU.

Red de analisis de lo que ocurre en

clase en el desarrollo de las

actividades

Se planifica previamente, y se

desarrolla en el aula.

El profesor la completa durante la

clase o inmediatamente después

Grupo experimental del profesor

investigador (3° BUP y COU) y grupos
experimentales de

formados (3° BUP)

profesores

A.2 Produce una mejora entre los
alumnos de todos los indicadores de
una adecuada comprensién del

Calculo diferencial en la Fisica

Cuestionario con preguntas cerradas y

semiabiertas

Resolucién de un problema que

requiere el uso del Calculo diferencial

Entrevista semiestructurada sobre un

problema resuelto utilizando el

Calculo diferencial

En 3° BUP, poco tiempo después de

haber terminado el tema de

Cinematica (grupos experimentales)

En el mes de mayo, en COU, después
de haber usado en distintas ocasiones
el Calculo diferencial en las clases de

(grupos
grupos de control)

Fisica experimentales y

Grupos experimentales anteriores, y

grupos de control de un curso

superior (COU)

Entrevista semiestrucurada: sélo unos

pocos alumnos, para asegurar y

enriquecer la interpretaciéon de
resultados obtenidos con otros
instrumentos

221




Segunda hipétesis: disefio experimental

A continuacion se presentan con mas detalle los instrumentos elaborados y aquello

que se espera obtener de ellos.

8.2.1 Secuencia de actividades paraincorporar €l concepto de diferencial en
el desarrollo de la Cinematicaen 3° B.U.P. Contextualizacion, planificacion
y expectativas.

Contextualizacion

Antes de empezar el tema de Cinematica se ha planteado a los alumnos: qué
interés puede tener estudiar el movimiento de los cuerpos, a qué puede ser debido
que los primeros datos cientificos de la Humanidad sean sobre el movimiento del Sol,
la Luna y las estrellas, y por qué una caracteristica comudn a las culturas antiguas fue
el levantamiento de edificaciones para seguir el movimiento de los astros (incluso en
la Edad de Piedra, como en Stonehedge). En este contexto, aparece la importancia de
determinar si existen regularidades, ciclos, por ejemplo en el movimiento del Sol, que
de repetirse estrictamente, permitirian contar el tiempo, predecir cuanto falta para
que vuelva a ocurrir la misma posicién, etc. Puesto que el movimiento del Sol esta
asociado a ciclos naturales en animales y plantas, disponer de este conocimiento (de
un calendario) permitiria a las antiguas civilizaciones planificar sus actividades: las
cosechas (adaptando la siembra o la recogida a periodos secos o lluviosos), la caza
(previendo el momento de la trashumancia de las grandes manadas)... En definitiva,
se ve claramente el interés social que tuvo y tiene el estudio del movimiento de los

astros, la invencién del calendario.

El profesor destaca el contraste con el escaso interés que despertdé el movimiento
de cuerpos terrestres, pues no parecian tener regularidades que hicieran interesante
su estudio: cada objeto parecia moverse de una manera distinta segln su composiciéon
y claramente imperfecta comparado con el movimiento de los astros, en apariencia
eternamente igual, ciclico y predecible. Las causas, fueran las que fueran, de los
movimientos de los cuerpos celestes y los terrestres no parecian tener nada en
comun; esta fue una de las primeras y grandes barreras (con indudables
repercusiones intelectuales y sociales) que se establecieron: la de la naturaleza y

comportamiento de los objetos celestes y terrestres.
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Para favorecer mas la implicaciéon en el problema de los alumnos, se les propone
que respondan a la siguiente cuestiéon y que recojan, grabadas o por escrito, las
respuestas de tres personas de su entorno familiar: Si se suelta o se lanza un objeto

como una piedra, cae al suelo, ¢por qué no le ocurre lo mismo a la Luna?

La clasificacion de las respuestas recogidas por los grupos de alumnos, quedara
como una referencia a la que se volvera a lo largo del curso y que permitira tomar
conciencia del avance producido. Ademas permite que entiendan muy bien la siguiente
intervencion del profesor en la que expresa que el avance del conocimiento cientifico
se basa, entre otros aspectos, en la blsqueda de explicaciones cada vez mas
universales, en elaborar visiones unitarias de la Naturaleza, en las que campos antes
separados pueden interpretarse con las mismas ideas basicas. El profesor resalta
también, que ello supone poner en cuestion lo obvio, lo que se da por hecho porque es
evidente: ;de verdad los movimientos de las cosas y sus causas son distintos segun
sea su naturaleza?; ;no podemos conseguir que una piedra se mueva como la Luna?,

¢0 un papel como una bola de plomo?

En definitiva, se plantea el problema de elaborar una explicacién unitaria, comun,
al movimiento de todas las cosas (celestes y terrestres, un globo y una piedra...): ¢es
posible explicar que un objeto se mueva como lo hace, sin tener en cuenta la
naturaleza del objeto? Este es el problema que va a organizar la actividad en torno al
estudio de los movimientos (la Mecéanica); para avanzar en la elaboracién de una
explicacion comun, universal, como la que buscamos, sera necesario concretar un

plan. Una posible estrategia puede ser:

1. Tratar de caracterizar los movimientos de los objetos ignorando la
naturaleza de los mismos. Es decir, procuraremos inventar magnitudes
que sirvan para identificar y diferenciar unos movimientos de otros, pero sin
tener en cuenta de qué esta hecho o como es el objeto que se mueve -

imaginandolo, por ejemplo, como un punto-. (Cinemética)

2. Si logramos describir los distintos movimientos con las mismas magnitudes,
sera el momento de abordar ¢qué es lo que hace que el movimiento de
un objeto sea de un tipo u otro?, es decir, ;cOmoO conseguir que un

objeto se mueva como deseamos? (Dinamica). Dentro del tratamiento
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de este problema, sera de especial interés tratar de superar las barreras a

las que nos hemos referido, planteando expresamente cuestiones como:

- ¢(Qué hace falta para que el movimiento de un objeto no sea

rectilineo, sino circular y uniforme como el de la Luna?

- Si conseguimos explicar qué ha de ocurrir para que el movimiento de
un objeto en la superficie terrestre sea circular y uniforme, ¢qué haria
falta para que el movimiento de la Luna se pudiera explicar del
mismo modo? (esto justificara la hipdtesis de la existencia de la

fuerza gravitatoria)

- ¢Podemos explicar las diferencias entre el movimiento de un globo y

de una piedra cuando ambos se sueltan de la mano?

- ¢Qué haria falta para que un objeto terrestre (un vehiculo, una
persona) se moviera como la Luna?; ¢podriamos conseguir que un

globo cayera como una piedra?

3. Por Ultimo, realizaremos una recapitulaciéon para ver en qué medida

hemos avanzado en la elaboracién de una explicaciobn comun,

universal, al movimiento de todas las cosas.

Es dentro de esta estructura problematizada para la Mecanica, y en concreto
dentro del tema de Cineméatica donde vamos a introducir nuestra propuesta. El
verdadero titulo del tema es: (COmo caracterizar el movimiento de cualquier

cuerpo sin tener en cuenta su naturaleza? ;Cémo distinguirlo de otros?

Es necesario tener en cuenta que los alumnos ya han realizado una aproximacion
mas elemental a la Mecanica en 2° de BUP o 4° ESO, de naturaleza mas cualitativa, y
basada, practicamente, en valores medios de las magnitudes. Por tanto, aunque en 3°
de BUP o 1° Bachillerato es necesario revisar dichos conceptos, nuestro interés puede
centrarse en situaciones y movimientos mas complejos, como los que requieren el
Calculo diferencial y los que no pueden estudiarse sobre la trayectoria (tiro horizontal

y oblicuo) y necesitan hacer uso del principio de superposicién o céalculo vectorial.

Los programas-guia concretos de actividades van experimentando modificaciones

a lo largo de los cursos, de manera que siempre tratamos de incluir posibles mejoras
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surgidas de la reflexion sobre las clases. Distintas versiones del tema de Cinematica
pueden encontrarse en Seminario de Fisica y Quimica (1990), Martinez Torregrosa et
al. (1999), Lépez-Gay et al. (1996), o han sido presentadas como poéster en distintos
congresos (Aguilar, 1993). La versiéon que aqui presentamos fue utilizada en el curso
1999/2000, y recoge las modificaciones tras un primer ensayo realizado en el curso
1998/99 para probar la validez de las actividades propuestas. Solo presentaremos la

planificacién de la secuencia en que se incorporan los conceptos en los que se

centra nuestra investigacion.
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Segunda hipétesis: disefio experimental (secuencia de actividades: Cinematica)

TEMA 1. ¢COMO CARACTERIZAR CON PRECISION EL MOVIMIENTO DE

UN OBJETO INDEPENDIENTEMENTE DE SU NATURALEZA?

(Cinematica, 3° BUP)

Contextualizacion delas actividades dentro del tema:

En la primera parte hemos limitado nuestro estudio a movimientos cuya trayectoria se conoce de
antemano, y planteamos la cuestién de qué necesitariamos saber para caracterizar con precision el
movimiento de un cuerpo (considerado como un punto) y con qué magnitudes podemos expresar
cuantitativamente dicha informacién. Esto permite revisar (clarificando y precisdndolos con
actividades sencillas) conceptos tales como: sistema de referencia, posicion sobre la trayectoria
(e), cambio de posicién o desplazamiento sobre la trayectoria®® (De), rapidez media (Ae/At) y
aceleracion (tangencial) media (Av/At)). Se plantea la necesidad -si queremos conocer cOmo es un
movimiento con total precision- de hallar la posicion, larapidez y la aceleracion en cada instante,
y se organiza €l tema en tres gpartados destinados, respectivamente, a cada uno de los aspectos
citados.

Decidimos concretar €l estudio en el movimiento de una bola que cae por un largo plano inclinado
(2 m) y se comienza por tratar de encontrar la ecuacion de la posicion de la bola en cualquier
instante, a partir de un estudio experimental y gréfico. Tras la planificacién y desarrollo de dicho
estudio, los grupos llegan a que la funcion (ecuacion del movimiento) que mejor se gjusta a los
valores experimentales es e=88t? (t en segundos, e en cm). A partir de agui se plantea cémo hallar
larapidez delabolaen cadainstante(...)

28 En adelante, para evitar ser repetitivos, utilizaremos el término desplazamiento para
referirnos al desplazamiento sobre la trayectoria, pues ya hemos advertido que en este primera
parte nos vamos a dedicar al estudio de movimientos de trayectoria conocida. Si no se produce
cambio de sentido, ese desplazamiento coincide con la distancia entre las dos posiciones.
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1.2. DETERMINACION DE LA RAPIDEZ EN CADA INSTANTE

Comentariosal apartado 1.2:

En este apartado, los alumnos se van a enfrentar a la necesidad de definir qué es la rapidez
instantanea y cdmo calcularla, disponiendo inicialmente sdlo del concepto de rapidez media. Para
realizar esto, hemos previsto | as siguientes fases:

En primer lugar deben tomar conciencia del significado de la rapidez media a
partir de un instante t durante un intervalo At (matematicamente: Ae/At) y de

su limitacion para responder a lo que buscamos cuando la rapidez no es

constante (cuando Ae no varia linealmente con A, es decir, cuandoDe! cte- At)

A continuacion, se inventara una definicibn conceptual para la rapidez
instantanea con sentido fisico propio: lo que cambiaria la posicion del movil
cada unidad de tiempo, a partir del instante considerado: t, si lo hiciera con la

misma rapidez (matematicamente: de/dt)29 (no como el limite de ka rapidez

media), y se definira el concepto de diferencial: de a partir de un t para un
intervalo A (dt): lo que cambiaria la posicion del mévil a partir del instante
considerado, t, en un intervalo de tiempo At, si lo hiciera con la misma rapidez.
Se justificara cuando es necesario recurrir al calculo de la diferencial, su

significado y su caracter funcional.

Una vez que conceptualmente sepan el significado de la rapidez instantanea,
sera cuando plantearemos coémo calcular la rapidez instantanea,

concluyendo en el concepto de derivada.

Por dltimo, en la cuarta parte se aplicaran estas ideas a otros movimientos.

Como se ha hecho desde €l principio, se utilizara el lenguaje verbal, analitico, gréfico y la vision
natural (haciendo marcas sobre latrayectoria).

A4. La posicién de un movil en el instante t=4 s es e=10 m, y 6 s mas tarde esta en

e=58 m ¢;Cual sera la rapidez del moévil en t=4 s? Explica el significado del resultado

obtenido.

Comentario A4:

Una vez que se ha planteado la necesidad de saber lo répido que va el mévil en cada instante,
propondremos esta actividad para que los alumnos tomen conciencia de la limitacion de la rapidez
media. Esperamos que, sin dudar, los alumnos hallen la rapidez media en el intervalo desde t=4
hasta t=6 s. Cuando pongan en comun el significado de valor obtenido (24 m/s) sera cuando el
profesor cuestionard que esa sea la rapidez en t=4, hasta que tomen conciencia de que ese

2% para referirnos a la diferencial de la posicién utilizaremos la notacién: “de”, conforme a
las normas de la IUPAP (1987). Para evitar la confusion con al palabra “de”, hemos utilizado

otro tipo de letra para referirnos a la diferencial de la posicién: de. No obstante, confiamos en

que el lector pueda distinguir un término de otro en funcién del contexto.
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resultado coincide con la rapidez en ese instante solo si se trata de un movimiento uniforme
durante eseintervalo. Seinterpretara graficamente esasuposiciony el calculo reaizado.

La rapidez media se define siempre a partir de un instante (t) y paraun intervalo de tiempo (At); su
significado se gjusta bien ala percepcion de los alumnos, pues proviene de la coordinacion de dos
sensaciones. “imagenes dinamicas’ y "sentimiento de duracion” (Schneider, 1992). Por € mismo
motivo, los estudiantes no tendran dificultad para admitir la rapidez instantanea en movimientos
uniformes pues en realidad la asimilan a una rapidez media. Al finalizar esta actividad, los
estudiantes reconoceran que el significado y calculo de larapidez instanténea es sencillo cuando e
cambia uniformemente; en |os casos restantes, es un problema que alin queda por resolver.

A5. a) Calcula la rapidez media de la bola que cae por el plano inclinado a partir de
t=0.4 s para un At de 1.3 s. Explica sobre la grafica e-t las operaciones realizadas, asi
como el significado fisico del resultado obtenido b) ¢Sabes ya la rapidez de la bola en

t=0.4 s?, ¢(nos hemos aproximado al menos a su valor?

Comentario A5:

Se reflgjarén en la grafica e-t las operaciones realizadas: célculo de la pendiente de |a recta secante
(y no sblo del segmento cuerda) que corta dos puntos de la gréfica. Se reconocera que la rapidez
media calculada, que depende de t y At, es sdlo una aproximacion de la rapidez instantanea,
advirtiendo que se dispone de un método para mejorar esa aproximacion, aunque cualquier rapidez
medida de estaformanuncallegaraaser larapidez en el instantet=0.4s.

En ese momento esperamos que surja la duda sobre la existencia de una rapidez instantanea, pues
el concepto rapidez siempre se asocia a transcurso del tiempo; algunos alumnos incluso

preguntaran por la “duracion de un instante”. Es necesario salir de esta situacion reflexionando de
otra manera sobre la rapidez instanténea: la siguiente actividad pretende centrar la atencién sobre
el significadoy no en el calculo desuvalor.

A6. Por un procedimiento todavia desconocido, hemos averiguado la rapidez de un

coche en el instante t=6 s, y el resultado es: 25 m/s. Discute el significado fisico de

ese valor.

Comentario A6:

Esperamos que los alumnos expliquen ese dato como si fuese una rapidez constante, y sera
necesario advertirles que deben reconocer explicitamente esa suposicion.

El profesor pondra de manifiesto la razén por la que se ha hecho esa suposicion: nuestra
percepcion de la rapidez necesita del transcurso del tiempo, lo que entra en contradiccion con el
concepto de rapidez instantanea. Este concepto es por tanto un objeto mental, que no puede
percibirse directamente por los sentidos, para explicar su significado es necesario recurrir
entonces a un movimiento hipotético que permita interpretarla como una rapidez media, ahora si
perceptible por los sentidos (Schneider, 1992).

La rapidez instanténea se definira de la siguiente forma: 10 que se desplazaria ese coche durante
cada segundo a partir de ese instante si la rapidez se mantuviese constante, si la posicion
cambiase uniformemente.

Se introducira el concepto de diferencial de la posicion de) a partir de un instante t para un
intervalo At: lo que se desplazaria el movil, a partir de ese instante y durante un intervalo de

tiempo, si lo hiciese con rapidez constante. La expresion matemética de este concepto es: de=v- At;
por razones de Simetria, se escribira de=v- dt, advirtiendo que: dt=At.
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Después de introducir ese nuevo concepto, es sencillo advertir que la definicion de rapidez
instantdnea se expresa operativamente como: v=0€/dt. Se introduce asi e concepto de
diferencial antesque € dederivada.

Se calcularén valores de la diferencial de para distintos dt a partir de t=6 s, interpretando fisica'y
gréficamente | os resultados. Se pondra de manifiesto la dependencia de derespecto det y dit.

A7. En un instante determinado, un coche se mueve a 60 km/h. {Cuanto se habra
desplazado durante los siguientes quince minutos?

Comentario A7:

Se aplicara el concepto de diferencial presentado en A6, insistiendo en determinar bajo qué
condiciones sera necesario introducir el concepto de diferencial (si v no se mantiene constante). Se

aprovechara para discutir €l distinto significado de la diferencial d€) y e incremento (Ae), asi
como larelacion de orden entre de'y Ae, segiin larapidez aumente o disminuya.

Ya sabemos el significado de la rapidez en un instante cualquiera, pero sabemos
calcularla s6lo en el caso de movimientos uniformes. Debemos abordar entonces la
siguiente cuestion: ¢;coémo calcular la rapidez instantanea de un cuerpo en un
movimiento no uniforme? Nos ocuparemos, en primer lugar, del calculo de la

rapidez de la bola en un instante concreto, por ejemplo, t=0.8 s.

A8. Mediante la ecuacion del movimiento que hemos deducido experimentalmente
(e=88t?), calcula la posicién de la bola en el instante t=0.8 s, y sefiala en la gréfica e-
t el punto correspondiente. Calcula un valor aproximado de la rapidez en t=0.8 s, y

representa sobre la grafica los calculos realizados. ;(Puedes mejorar esa aproximacion?

Comentario A8:

Se recogeran e interpretaran graficamente | os distintos resultados, trazando siempre rectas secantes
a partir de t=0.8 s en lugar de segmentos cuerda. Se puede construir asi una sucesion de rapideces
medias, cada vez més préximas al valor de la rapidez instantanea, que converge hacia un nimero
conforme At tiende a cero; el Iimite de esa sucesion cuando At tiende a cero, que no es ninguna
rapidez media ni la pendiente de ninguna recta secante, sera identificado como el valor de la
rapidez instantanea o pendiente de larecta tangente.

A modo de conclusién, se presentara el gréfico, recordando el significado de los términosdey dt,
cuyo cocienteindicala pendiente de larecta tangente cuandot=0.8 s
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Una vez introducido el concepto de diferencia @€), y una vez definida la rapidez instantanea
como cociente diferencial, un problema distinto es su cédlculo de forma analitica, en lugar de
hacerlo de forma aproximada trazando la tangente en la grafica. El nivel de conocimientos
matematicos de los alumnos determinard el tiempo y esfuerzo que se invierta ahora en identificar
el cociente diferencial con laderivada, o que permitira utilizar las reglas de cal cul o que conozcan.

Hemos inventado una estrategia para calcular la rapidez en t=0.8 s: se calcula la
rapidez media para un At a partir de 0.8 s, se calcula otra rapidez media para un At
mas pequefio, después otra... y se obtiene asi una sucesion de numeros. El limite de
esa sucesion cuando At tiende a cero es la rapidez en t=0.8 s pero, ¢como calcular el
valor exacto de ese limite? En la gréafica e-t podemos hacerlo trazando la recta
tangente a la curva en t=0.8 s y calculando su pendiente, pero: ;cémo podemos estar

seguros de haber trazado exactamente la tangente?

En lugar de trazar la tangente o de calcular el limite de una sucesidn numérica,
podemos calcular de forma exacta el limite de una funcién: v, (At). Para ello,
obtendremos la expresion general de la rapidez media a partir de t=0.8 s y para un At
genérico, y después calcularemos el limite de esa expresion cuando At tiende a cero.
La actividad siguiente muestra la planificacion que ha realizado un compafiero tuyo
para calcular el valor exacto de la rapidez de la bola cuando t=0.8 s paso a paso.

Revisala y completa los calculos.
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A9. Sabiendo que: e(t)=88t? para hallar la rapidez en el instante t=0.8 s, haré lo

siguiente:

Posicion de la bola cuando t=0.8 s .......cccovviiiiinnnn.... e(0.8) =~

Posicion de la bola un At después ............coeevvenennn... e(0.8+At) = ?
Desplazamiento de la bola durante ese At ................ Ae = e(0.8+At) - €(0.8) = ?
Rapidez media a partir de t=0.8 s, durante ese At .... v(0.8, At) = Ae/At =2
Rapidez en el instante t=0.8 S ......ccciiiiiiiiiiiiiiiinn... v(0.8) = ?

Comentario A9:

Cada célculo seinterpretara graficamente y mediante marcas en la trayectoria.

Ya sabemos resolver el problema de calcular la rapidez instantanea en t=0.8 s.
Podemos utilizar el mismo procedimiento para calcular la ecuacidn de la rapidez

en cualquier instante: t. Para ello, obtendremos la funcion: v, (t,At) y después

calcularemos el limite cuando At tiende a cero.
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Posicion de la bola en el instante t e(t) = 88t?

Posicion de la bola un At después e(t+At) = 88(t+At)? = 88t% + 88At2 + 176t- At
Desplazamiento a partir de t durante ese At  Ae = e(t+At) - e(t) = 88At? + 176t- At
Rapidez media a partir de t, durante ese At v, (t,At) = Ae/At = 88At + 176t

Rapidez en el instante t v(t) = }!ig}) (88At + 176t) = 176t
t

Habras reconocido ya que el proceso que hemos seguido para calcular la rapidez
instantanea es precisamente el calculo de la derivada de la posicidon respecto del
tiempo: e'. Para no tener que hacer el proceso al limite en todas las ocasiones,
puedes utilizar las reglas que ya conoces del calculo de derivadas. En concreto, la que

usaremos con mas frecuencia es: si f(z)=A- z™, entonces f=A- m- z™?' .

El camino seguido para dar significado y calcular la rapidez en un instante ha sido
un poco mas largo de lo esperado; en ese camino hemos inventado el concepto de
diferencial y lo hemos relacionado con el concepto de derivada. Para resumir lo
que hemos hecho, y ademas generalizarlo a cualquier otro movimiento (y no sélo una

bola que cae), te proponemos la siguiente actividad.

A10. Imagina que conocemos ya la posicion de un mdvil en cualquier instante
mediante una grafica e-t y una ecuacion e(t). Expresa con tus propias palabras qué se
entiende por rapidez instantanea y coémo se puede obtener la ecuacién de la rapidez
en cualquier instante.

Comentario A10:

Es una actividad de sintesis y generalizacion. Si se aprecian dificultades para la abstraccion, se
volverd a utilizar una ecuacion concreta e(t). Se reconocera la justificacion y significado de la
diferencial, y la identificacion del cociente diferencial con la derivada. Es importante interpretar
gréficamente | os conceptos e ideas que se expresen verbalmente o mediante ecuaciones.

All. Hemos estudiado el movimiento de tres bolas distintas utilizando un mismo
sistema de referencia, y después de analizar los datos experimentales hemos obtenido

la siguiente ecuacion para el movimiento de cada bola (S.1.):
e=0.2t—1 e=03t"+2 =-9.6t + 0.4¢°

a) Explica las diferencias entre el movimiento de esas tres bolas
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b) Calcula la ecuacién de la rapidez de cada bola

c) Calcula la rapidez de cada bola cuando t=3 s, y explica el significado fisico
del resultado obtenido.

d) Calcula en cada caso el valor de Ae y de para t=3 s y At=5 s, y explica el

significado fisico del resultado obtenido.

Comentario A11:

Es una actividad de refuerzo y aplicacion de lo que se ha recopilado en la actividad anterior. De
nuevo, se insistira en la justificacion y el significado de las expresiones y términos diferenciales;
paraello, se usaran multiples lenguajes: grafico, analitico, verbal, dibujo sobre latrayectoria...

En el ultimo ejemplo cabe esperar que los alumnos tengan mayores dificultades mecénicas -
aunque no de concepto- si no dominan el caculo de derivadas. al calcular € limite paso a paso
tropezarén en el célculo del cubo de un binomio. No obstante, hemos considerado conveniente
introducir en algln momento ecuaciones que no sean cuadréticas, para que aprecien la validez del
aprendizaje construido sea cual seala forma de la funcién e(t), y ademaés servira més adelante para
reconocer movimientos de aceleracién no constante (ver A15). En este Ultimo ejemplo, ademés, se
puede llamar la atencién de los alumnos sobre el cambio de signo de larapidez.

Al12. La ecuacién de la posicion de un cuerpo en cualquier instante es la siguiente:
e=-30+4t?> Calcula la posiciéon y rapidez del cuerpo en el instante t=1.5 s, y la
rapidez cuando se encuentre a 6 m (hacia el lado positivo) del origen. Explica el

significado fisico de los resultados que obtengas.

Comentario A12:

No se pretende deducir una ecuacion general paralarapidez en funcion de la posicion, sino utilizar
las ecuaciones e(t) y v(t) para obtener larapidez en posiciones concretas.

Al final, se recordara el problema general de la bola que cae por €l plano inclinado, se valorara lo
que se ha avanzado y se reconocera lo que falta por hacer: averiguar la aceleracion en cualquier
instante.

1.3. DETERMINACION DE LA ACELERACION3® EN CADA INSTANTE

Comentarial

El punto de partida en este apartado es el concepto de aceleracion media. A partir de ahi, se
aplicarén las ideas estudiadas en el apartado 1.2: valor medio, valor instantaneo, incremento,

diferencial, derivada, etc. No obstante, el uso de esas ideas se hara con cuidado teniendo en cuenta
lafaltade dominio por los alumnos.

%0 como se recordard, la parte del tema de Cinematica que aqui se presenta se refiere al
estudio de movimientos de trayectoria conocida. La aceleraciéon que aqui se define puede
denominarse: aceleracion sobre la trayectoria o, directamente, aceleracidon tangencial; de hecho
asi lo hacemos en nuestras clases, pero lo hemos suprimido aqui para evitar arrastrar este
adjetivo en todos los comentarios.
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La actividad final (A18) introduce una nueva complicacién que consiste en proceder a lainversa:
calcular larapidez y posicion en cada instante cuando conocemos la aceleracion en todo instante
(antiderivar). Larealizacion de esta actividad puede dar lugar a introducir el concepto de integral
(definida) y explicar el Teorema Fundamental, 1o que se hace de forma opcional en los dos Anexos
que laacomparian.

En este apartado queremos averiguar cual es la aceleracion de la bola en cada
instante, y en qué instante tiene la bola una aceleracion determinada. Expresaremos
el resultado mediante una gréafica a-t o mediante una ecuacion a(t), que obtendremos
a partir de la ecuacion: v=176t. Pero antes de aprender a calcular, estudiaremos el
significado de la aceleracién en cada instante, partiendo del concepto de aceleraciéon
media. Por el camino, tendremos que recurrir de nuevo al concepto de diferencial, en

este caso la diferencial de la rapidez: dv

A13. Calcula la aceleracion media de la bola desde t=0 hasta t=2 s e interpreta el
resultado obtenido. ¢(Cual crees que es la aceleracion de la bola en el instante t=0.8 s?

¢Ha sido necesario, en este caso, hacer uso del Calculo diferencial?

Comentario A13:

Se resaltara que cuando el comportamiento de la rapidez es lineal, cuando cambia de manera
uniforme, no es preciso hacer uso del Célculo diferencial, y se puede escribir: a=Av/At. Se
reconocera la existencia de esta situacion con ecuaciones y gréficas de otros movimientos de
aceleracion constante, interpretando el signo de la aceleracion: cuando es el mismo que la rapidez
el mévil se mueve cadavez masrapido, cuando es opuesto el mavil frena.

Al4. Por un procedimiento todavia desconocido, hemos averiguado la aceleraciéon de
un cuerpo en el instante t=2 s, y el resultado es de 6 m/s/s. Discute el significado
fisico de ese valor. {Cuanto habra cambiado la rapidez de ese cuerpo en un intervalo

de 5 s a partir de ese instante?

Comentario A14:

Igual que en la A6, se introducira el concepto de diferencial (dv) para poder definir la aceleracion
instantanea como si fuese una aceleracion media. Se interpretaran entonces las expresiones:
dv=a- dt, a=dv/dt (cociente diferencial).

De nuevo, se realizara cdlculo numérico y se interpretara el resultado verbal y gréficamente. En
concreto, apartir det=2y paraun At de5's, & Avey, esdecir: dv, ser& 6-A t=30 m/s, y representalo
gue cambiaria la rapidez si la aceleracién se mantuviese constante durante ese intervalo;
|6gicamente, si laaceleracion no es constante, AvOdv.

Haciendo célculos en distintos ejemplos, se destacara el caracter funcional de la diferencial:
dv(t,dt), y sediscutiralarelacion entre Av y dv en distintas situaciones: Av>dv, Av<dv, Av=dv
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Una vez definida la aceleracién instantanea, el problema consiste ahora en buscar una forma de
caculo. Si no seresuelve en esta actividad, se haraen lasiguiente.

Al15. En la Al1l se estudié el movimiento de tres bolas distintas. Calcula la aceleracion
de cada una en el instante t=0.9 s.

Comentario Al5:

En los dos primeros gemplos no es necesario usar €l Célculo diferencial. En el tercero, puede
reconocerse directamente que un cociente de diferenciales se calcula mediante la derivada; si no es
asi, se volvera a repetir el proceso: obtener la funcion ay(0.9,At) y calcular €l limite cuando At

tiende a cero.

Al16. La ecuacion e(t) del movimiento de un cuerpo viene dada por la siguiente
expresiéon: e=t>+t+3 (S.1.). Deduce la ecuacién v(t) para ese movimiento. Calcula el
valor de la aceleraciéon instantanea en t=0,6 s y explica el significado fisico de ese
valor.

Comentario A16:

Es una actividad de aplicacion y refuerzo. En la puesta en comun se construirdn de forma
aproximada las gréficas de las tres magnitudes en funcion del tiempo, y se mostrard su utilidad
para describir con precision el movimiento del cuerpo (que era el objetivo final del tema).

Al7 (actividad de revisidén/recapitulacion). Expresa con tus propias palabras qué
se entiende por aceleracion instantanea (para un movimiento cualquiera), y coémo

puede calcularse a partir de la ecuacion v(t) y de la grafica v-t.

Comentario A17:

Esunaactividad de sintesis y de generalizacién. Seinsistira en reconocer las situaciones en las que
es preciso recurrir a uso del Célculo diferencial, y en el significado de la diferencia de larapidez
(dv) parauninstantet y un intervalodt.

A18. El anuncio de un coche afirma: "De 30 a 120 km/h en 9.0 s", con aceleraciéon
constante ;Cual es el valor de esa aceleracién?, ;qué distancia habra recorrido el
coche durante esos 9 segundos?

Comentario A18:

Para este curso es suficiente que los alumnos aprendan a obtener la ecuacion e(t) aplicando reglas
inversas a las del cdlculo de derivadas (antiderivando). Como no hay cambio de sentido durante
esos 9 segundos, €l desplazamiento: €(9)-e(0) coincidira con la distancia recorrida por €l coche
durante esos 9 s.
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No obstante, en la discusién podra aparecer un método de célculo aproximado, en cuyo caso
conviene remitirles al Anexo | de Cinematica. En las paginas 271-274 se presenta ese Anexo, tal
como se lo entregaremos, llegado el caso, alosaumnos.

En dicho Anexo -de caracter opcional para este nivel introductorio- se utiliza el calculo numérico
para obtener aproximaciones cada vez mejores del Ae a través de una suma de diferenciales

(de=v: dt) durante un nimero cada vez mayor de subinterval os de tiempo. Este puede ser el punto
final para este desarrollo optativo.

En e Anexo Il de Cinemética (pp. 275-276) se introduce el concepto de integral como €l limite
de esa serie de sumas, advirtiendo que no coincide con ninguna de esas sumas, y que existe la
posibilidad de que el error acumulado en ese caso sea cero. Se muestra que esta posibilidad se
cumple (el resultado de laintegral es exactamente €l Ae, es decir, el error acumulado se hace cero)

precisamente porque el cociente diferencial (d€/dt) es la derivada. Se puede hacer después una

generalizacion para mostrar el Teorema Fundamental. El contenido de ese Anexo, tal como se lo
entregaremos a los alumnos, se muestra a continuacion del Anexo | de Cinematica.

Para describir con precisiéon el movimiento de un cuerpo, ha sido necesario ampliar
los conceptos de rapidez media durante un intervalo y aceleracién media durante un
intervalo, lo que nos ha llevado a inventar dos conceptos nuevos: rapidez vy
aceleraciéon en un instante. Pero no s6lo hemos inventado esos conceptos, sino que
hemos aprendido a relacionar las ecuaciones de la posicién, rapidez y aceleracién en

cualquier instante. A modo de recapitulacion, realiza la siguiente actividad.

A19. Realiza una recapitulacion parcial de lo que hemos avanzado en la solucién de

nuestro problema general. Te puede servir de ayuda el siguiente esquema.

MOVIMIENTOS DE TRAYECTORIA CONOCIDA

¢Como se obtiene e(t)

Posicion en un instante: ;cudl es su significado?

a partir de v(t)?

Rapidez en un instante: ;cudl es su significado? ¢Como se obtiene v(t)

¢Como se obtiene v(t) a partir de e(t)? a partir de a(t)?

Aceleracion en un instante: ;cual es su significado?

¢,Como se obtiene a(t) a partir de v(t)? bn sin grandes dificultades. El profesor
enguaje exclusivamente analitico, siendo

necesario acompariarlo en todo momento con un lenguaje verbal y, si es necesario, con un lenguaje
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gréfico. Esperamos que |os alumnos distingan, en cada magnitud, el caso en que es constante y el
caso en que cambia con €l tiempo.

Al final, el profesor recordara las reglas generales de calculo de derivadas y antiderivadas para
funciones polinémicas.

ANEXO | de Cinematica (opcional): Método aproximado para calcular el

desplazamiento sobre la trayectoria (Ae) usando la diferencial (de)

Cuando un coche pasa de 8.33 m/s a 33.33 m/s en 9 s con aceleraciéon constante,
el valor de la aceleracion sera: a=Av/At=2.78 m/s/s. Para calcular el desplazamiento
durante esos 9 s, durante la clase se propuso un procedimiento cuya idea fundamental

era: ir realizando estimaciones cada vez méas aproximadas a la realidad.

La primera solucién que se sugiere es multiplicar 8.33 m/s (30 km/h) por los 9 s
que dura el movimiento, obteniendo: 75 m. La critica es inmediata, pues ese
razonamiento sélo vale si la rapidez es constante pero... jal menos era una respuesta,
frente a los que no conseguian contestar nada! S6lo es cuestion de precisar el
significado de esa respuesta: lo que se habria desplazado el coche si la rapidez se

hubiese mantenido constante, es decir, hemos calculado de a partir de t=0 para un

intervalo (dt) de 9 s

Otros compaferos propusieron entonces una solucién mejor: calculan la rapidez
en t=0, t=1, t=2, etc.; después calculan el desplazamiento desde t=0 hasta t=1 si la
rapidez se hubiese mantenido constante (de a partir de t=0 para dt=1), el
desplazamiento desde t=1 hasta t=2 si la rapidez se hubiese mantenido constante (de
a partir de t=1 para dt=1), etc.; al final, suman todas esas distancias. Estas son sus

cuentas:

Desplazamiento que

t(s) v (Mm/s) Intervalo de tiempo S€ produciria

de=v. dt [dt=1 s]

0 8.33 DeOs a 1s 8.33 m
1 11.11 Dels a 2s 11.11m
2 13.89 De2s a 3s 13.89 m
7 27.78 De7s a 8s 27.78 m
8 30.56 De8s a 9s 30.56 m
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¢ Desplazamiento total de O a9s .......... 175.00 m ?

Aunque este resultado es mejor que el primero, sigue sin ser un resultado exacto
pues en lugar de considerar que la rapidez es constante de 0 s a 9 s, hemos
considerado que la rapidez es constante de 0 s a 1 s, de 1 s a 2 s, y asi
sucesivamente. Es decir, no hemos calculado Ae durante cada segundo sino el
correspondiente de. No obstante, es evidente que los 175 m que se obtienen es una
estimacion del desplazamiento total bastante mas realista que la primera que hemos
planteado en clase (75 m). Ademas, sabemos que en los dos casos nos hemos
quedado por debajo de la distancia que realmente ha recorrido el coche, ¢podrias

explicar por qué?
La manera de escribir matematicamente el proceso seguido es asi:
Ae » v, xdt, +v, xdt, + vy xdt, + ... +v, xdt; + v, xdty =
= de +de, +de, +...+de; +deg; =
= 8.33 +11.11 + 13.89 + ... + 27.78 + 30.56 = 175.00 m

Para abreviar sumandos, se usa el simbolo sumatorio de la siguiente forma:

< 3 3
Ae » gv;xdt; = gde; = 175.00 m
i=1

i=1

La ventaja de este procedimiento, sugerido por algunos comparfieros, es que
puede mejorarse siguiendo una técnica parecida. En lugar de dividir todo el
intervalo de tiempo (de 0 s a 9 s) en nueve subintervalos, podemos dividirlo en un
namero mayor, por ejemplo: 18 subintervalos (cada uno de ellos de 0.5 s de
duracion), y suponer entonces que la rapidez se mantiene constante cada medio
segundo. Sigue sin coincidir con el comportamiento real del coche, pues v es distinta
en cada instante, pero es mas realista aun que la anterior estimacion. Ademas,

sabemos que también ahora nos vamos a quedar cortos. Veamos:

Desplazamiento que
t(s) v (Im/s) Intervalo de tiempo
se produciria

239



Segunda hipétesis: disefio experimental (secuencia de actividades: Cinematica)

de=v. dt [dt=1s]

0 8.33 DeOs a 0.5s 4.17 m
0.5 9.72 De0.5s a 1.0s 4.86 m
1.0 11.11 De1l.0s a 1.5s 5.56 m
7.5 29.18 De7.5s a 80s 14.59 m
8.0 30.56 De8.0s a 8.5s 15.28 m
8.5 31.94 De85s a 9.0s 15.97 m

Desplazamiento total que recorreria de O a 9 s
181.25 m

Podemos escribir matematicamente el proceso seguido de la siguiente manera:

< & &8
Ae » Qgv;xdt; = Qgde; = 181.25m
i=1 i=1

En general, podemos realizar este proceso -eso si, bastante pesado- dividiendo el
intervalo que va desde t=0 hasta t=9 s en N subintervalos, cada uno de ellos de un
tamano: dt = 9/N, y escribir asi el procedimiento a seguir:

Ae » g_vithi = g_dei
i=1

i=1

El resultado que obtengamos sera siempre aproximado, pues no tiene ningun
sentido hacer cada dt;=0 ya que en ese caso la distancia recorrida seria cero. Pero
sabemos que la estimacién es cada vez mejor conforme es mayor el nidmero
de subintervalos (N), es decir, cuanto menor sea la duracién de cada

subintervalo (dt;), pues nos acercamos cada vez mas al comportamiento real.

En este momento, propondremos a los alumnos la realizacién de una actividad complementaria
para poner en préactica el método de calculo numérico mostrado hasta aqui. Una vez realizada
dicha actividad, reconoceremos que s6lo hemos llegado a un resultado aproximado.

Actividad complementaria. La ecuacion de la rapidez de un coche es la siguiente:
v=t?+1. Calcula, mediante una técnica similar a la utilizada en este Anexo, el

desplazamiento (o una estimacién) de ese coche desde t=0 hasta t=4 s.
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En lo que resta de este Anexo | recordaremos un método para obtener el valor exacto de Ae:
antiderivando v(t) para obtener la ecuacion eft) (este método se habra discutido durante la
realizecion de la A18). Se conectara asi, a menos intuitivamente, el método de ir mejorando
aproximaciones con el método del célculo de antiderivadas

Otra forma de calcular el desplazamiento del coche de la A18 es intentar
calcular directamente: Ae=e(9)-e(0). El problema que nos encontramos es que no
conocemos la ecuacion e(t) del movimiento del coche, pero podemos averiguarla si

conocemos la ecuacién de la aceleracion o de la rapidez.

En este caso, sabemos que la aceleracién es: 2,78 m/s?, y que la rapidez inicial
(en este caso: tg=0) es v(0)=8.33 m/s. Como la aceleracién es constante: Av=a- At, y

por tanto la ecuacion de la rapidez en cada instante sera: v(t)=2.78 t+8.33

Ahora bien, como la rapidez no es constante, no podemos aplicar el mismo
razonamiento: “Ae=v- At, y por tanto: e=e(0)+v- t”. Sin embargo, sabemos que:
e'=v=2.78t+8.33 Entonces, e(t) sera una funcidén que al derivarla nos dé v(t)

(decimos que e es la antiderivada de v).

Por tanto: e(t)=1.39t?>+8.33t+e(0) siendo e(0) la posicién inicial (en este caso:
to=0) , cuyo valor no es importante para calcular la distancia recorrida. Comprueba

que, efectivamente, se cumple: v=e' (sea cual sea el valor de e€(0)).
Realizando célculos, la distancia recorrida desde t=0 hasta t=9 s resulta ser:
Ae =e(9) —e(0) =187.56m
Este resultado es exacto.

ANEXO 11 de Cinematica (Opcional): Concepto de integral. Teorema

Fundamental del Calculo.

Hemos inventado ya un procedimiento para aproximarnos cada vez mas al valor
buscado: Ae. Dividimos el intervalo de tiempo (At) en N subintervalos, calculamos la

diferencial de la posicién en cada uno de ellos @&=v;- dt;), y sumamos todas esas

diferenciales: Ae » g_ de, = g_ v; xdt;

i=1 i=1

Cada diferencial &) se acerca mas al A e; correspondiente cuanto menor es el

intervalo de tiempo (At;) para el que se calcula, es decir, cuanto mayor es el nimero
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N de subintervalos, pero en ningin caso se cumplira Ae;=de ya que la rapidez no es
constante por muy pequefio que sea At;. Podemos afirmar entonces que el error (&)
asociado a cada estimacion: 4;=Ae;-de nunca es cero si el A; es distinto de cero,

aungue es menor cuanto mas pequefio es ese At;.

El resultado obtenido mediante la suma de diferenciales sera entonces una
aproximacion del Ae buscado, mejor cuanto mayor sea N, pero nunca coincidira con el

valor exacto pues tendra asociado un error total que es la suma de N términos

. &
distintos de cero: error total= g i,
i=1

Aunque el error total no sea nunca cero, es posible que el limite del error total

(que no es ningun error total) cuando N tiende a infinito si sea cero. Sélo en el caso

de que esto se cumpla, podemos afirmar: Ae = H?Jl a v, xdt; (isin ningun error!).
i=1

imNx =0 "& O, lo que es lo mismo, como:

La condicion citada se cumplira si: I®
N® ¥

Ae, - de,

1 . . .
N p ——, para obtener el resultado exacto debe cumplirse: |IIm ————=0 "i
At Atj®0 At,

Esa condicion equivale a exigir que: lim de"-_Ae =0 "t
At®0 At

Teniendo en cuenta que At=dt, y que el cociente de/dt es constante para cada t,

. . . e Ae
entonces el resultado serd exacto si se cumple: — = /{ m —
t t t

Q

Como el cociente de/dt es precisamente la rapidez, esa condicién significa que

v=e’, es decir, que e es la antiderivada de v. Al cumplirse esta definicibn, podemos

. . « & .
afirmar entonces con toda seguridad que: Ae = Hg} a v, xdt; El segundo miembro de
i=1

9
esa ecuacion recibe el nombre de integral, y se simboliza: Qv xdt
En resumen, sabemos calcular ya el valor exacto de Ae:

ng xdt = Ae = e(9) - e(0) siempre que: e’ =v
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La secuencia de actividades de Cinematica para 3° BUP que acabamos de
presentar es uno de los instrumentos elaborados para comprobar la consecuencia Al
de nuestra segunda hipotesis (ver p. 245, en este mismo capitulo). Como se
recordara, el disefio para comprobar esa consecuencia se completaba con otras
secuencias de actividades elaboradas para dos topicos de Fisica de COU,
representativos de las distintas situaciones fisicas que requieren el uso del Calculo
diferencial (ver p. 248). En el siguiente apartado se presenta la secuencia de

actividades sobre el primero de esos topicos.

8.2.2. Secuencia de actividades para utilizar con sentido el concepto de
diferencid y laedtrategiade Caculo en stuacionesfisicas en que

comportamiento lineal existe y ha sdo estudiado previamente
En el cuadro 8.1l presentamos, de una manera genérica, la secuencia

problematizada que hemos seguido para planificar la ensefianza del uso del Caélculo

diferencial en este tipo de situaciones.

CUADRO 8.11. Secuencia didactica, cuando se conoce antes el comportamiento

uniforme, para responder a la pregunta general: ¢cual es el AL producido por Az?

1. Toma de conciencia del problema en el contexto fisico especifico:
1.1. Establecer y discutir el significado de las expresiones: AL=M- Az ; M=AL/Az

1.2. Mostrar la insuficiencia de esas expresiones cuando M no es constante en el

intervalo Az.
2. Posible estrategia para su resolucion, y desarrollo de la misma:

2.1. Plantear la estimacion: “Al¢,=M- Az, que es el AL si M permaneciese
constante en ese Az” o, lo que es igual: dL=M- Az=M- dz Interpretar el
significado de M como dL/dz (“lo que cambiaria L por unidad de Az, a partir de z,
si el cambio fuese uniforme”). Puede ayudar a aclarar el significado de la
diferencial si se realiza céalculo numérico y se interpretan los resultados,

destacando el caracter funcional de dL.

2.2. Reconocer la existencia de un error: AL-dL, sea cual sea Az. Ese error nunca es

cero, pero se acerca mas a cero cuanto menor sea Az

2.3. Plantear la mejora de la estimacién del A L dividiendo el intervalo en N

subintervalos, y sumando las estimaciones lineales. Realizar calculo numérico en
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ejemplos concretos. Destacar la disminucion del error conforme N aumenta.

2.4. Mostrar que, cuando N tiende a infinito (cuando el tamafio de cada subintervalo
tiende a cero), el limite del error sera cero, si, y so6lo si, el cociente diferencial
(dL/dz) coincide con la derivada (L’). Introducir el concepto de integral (definida)

y aclarar el Teorema Fundamental.

En concreto, para desarrollar el tépico que hemos elegido como ejemplo de este
tipo de situaciones, hemos elaborado la secuencia de actividades que se presenta a

continuacion, junto a lo que esperamos obtener en cada actividad.
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¢COMO SE CALCULA LA VARIACION DE ENERGIA POTENCIAL

CUANDO LA FUERZA INTERIOR CONSERVATIVA NO ES CONSTANTE?

cou

Contextualizacién delas actividades dentro del tema:

En el curso anterior se estudio este tema, considerando fuerzas que no dependen de la posicion. Se
comenzg identificado cualitativamente distintos tipos de energia de un sistema. Las interacciones
entre partes del sistema se clasificaron en conservativas, que son la causa de la energia potencial, y
no conservativas. Sellegd, al final, a siguiente esquema (no exhaustivo):

ENERGIA
|
Energia de “tipo macroscopico” Energia de “origen submicroscépico” Energia de
la radiacion

3

!

Ecinética jamog| E Potencial iy 5 195 cambios mecq E "t€™Ma | cambios que afectan a la masa,

varocidad yorstgncra entre partes del sistema, loque oS TT 0 a definir la variacion de energia

megﬂ—‘anlca eun sﬁ—ﬁEﬂema: AEmed=AEC+AEDga fAEDeias ¢
v a

] < k. . h tr - ma de cambiar la
Gravitatoria Elastica Eléctrica Cinética Potencial:

h ma| lo| nuclear, quimica... prativa, cuando se

4 <

conoce la trayectoria de antemano, es: W=F,- Ar, siendoF,la componente de la fuerza
(F) en la direccién del desplazamiento (Ar) es decir, la componente tangencial de la
fuerza, cuyo valor es positivo si va en el mismo sentido que el desplazamiento, y
negativo en caso contrario. Se distinguio entre trabajo realizado por fuerzas exteriores

(Wext) Y por fuerzas interiores (Winy).

La expresion: W.=AE, mas alla de una mera igualdad matematica, se introdujo como
una hipdtesis que relaciona cuantitativamente algo que se le hace al sistema por el
exterior (por otros sistemas), cuyo valor podemos calcular mediante la expresion:
Wext=Fext,r Ar, con la variacion de algo que tiene el sistema (la energia), que sélo

depende de propiedades del sistema (y no del exterior).

Como la delimitacion del sistema puede hacerse de manera arbitraria, esa hipotesis
nos llevé también a la expresion: W;,=-AEp. El signo se interpretd fisicamente:
cuando el W, es positivo, la Ec aumenta y, l6gicamente, disminuye la Ep, y a la

inversa.

Aplicando una u otra expresién en situaciones controladas en las que sélo cambia una

forma de energia, se dedujeron las expresiones correspondientes para: AEc, AEpgay Y
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AEp.ss (en este ultimo caso, aunque la fuerza depende de la posicién, se hizo una

deduccion sobre la grafica F-x).

En particular, se dedujola expresion: AEpgay=m- g- Ah, correspondiente a la variacion
de energia potencial gravitatoria experimentada por el sistema cuerpo-Tierra cuando el
cuerpo pasa de encontrarse a una alturah, a otra alturahg, siendo ambas alturas muy
pequefias en relacion con el radio de la Tierra, considerando asi que Fy . es constante
durante ese desplazamiento. Ademas, se relaciono el valor de la fuerza peso en una
direccion (F) con la disminucién de Epg,, cada metro que se produce un
desplazamiento en esa misma direccion y sentido.

En el curso de COU se hace una recopilacion de las ideas méas importantes del tema de 3° BUP, y

se amplia a caso de fuerzas que varian con la posicién. La secuencia de actividades que aqui
presentamos es un fragmento del programa completo correspondiente a ese curso.

Al comenzar el tema, hemos vuelto a recordar la deduccion de la expresion: A Epgra=m- Q- Ah,
discutiendo el origen de energia potencial, y aplicandola en casos concretos. Posiblemente, durante
en ese recordatorio, haya surgido la pregunta: ¢es realmente constante la fuerza en ese
desplazamiento?, justificando asi la siguiente actividad; en caso contrario, propondremos
directamente la actividad, confiando que en la puesta en com(in surja esa pregunta, desencadenante
de las siguientes actividades. Como en esas actividades el desplazamiento va a coincidir siempre
con ladireccion delafuerza, evitaremos a partir de agui el subindice, haciendo: F,=F.

Al. Calcula la variacién de energia potencial gravitatoria del cuerpo de la actividad

anterior cuando se desplaza 2000 km hacia arriba en la direccion vertical.

Comentario Al:

Laintencion de esta actividad no es llegar a obtener una respuesta acertada, sino tomar conciencia
del problema: si la fuerza interior conservativa Frc) varia en e desplazamiento, ¢como hallar
entonces AEpg.a,?, eintroducir el concepto de diferencial como estimacion lineal del incremento.

Esperamos que la primera respuesta de muchos alumnos suponga implicitamente que la fuerza se
mantiene constante. En la puesta en comuln se aclarard que esa condicién no se cumple, pues
aplicando la ley de gravitacién universal se comprueba que mientras la fuerza peso a5 m de altura
esde-29.4N, 2000 km més arriba es de -17.0N.

Se identificara entonces el calculo realizado (5.88- 10° J) con dEp apartir de h=5m paraAh=2- 10°
m, es decir: la Ep cambiaria 58.8 millones de Julios durante ese desplazamiento si la fuerza se
hubiese mantenido constante, si el cambio se hubiese producido de forma uniforme. Se destacara
asi la causa que obliga a usar el concepto de diferencial, y se aclarara su significado.

El profesor debe insistir en la diferencia entre dEp (que hemos calculado) y AEp (que es lo que
buscamos, y todavia no hemos calculado). En este caso, hemos realizado una estimacion (AEp O
dEp =5.88- 10’ J) por exceso, y por tanto el error cometido: (AEp-dEp) es negativo.

A2. Haz una estimacion del AEp gravitatoria cuando el cuerpo de la actividad anterior

se desplaza “en dos etapas”: 1000 km en la primera y otros 1000 km en la segunda.

Comentario A2:

Los alumnos deben realizar calculo numérico e interpretar el significado de cada resultado.
Utilizando la ley de gravitacion universal para calcular la fuerza peso 1000 km més arriba (22.0
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N) del punto inicial, se obtienen los valores: dEpl (h=0, Ah=1000 km) = 2.94- 107 J, dEpz (h=1000 km, Ah=1000
km) = 2.20- 10’ J. El profesor destacara el carécter funcional deladiferencial.

El nuevo valor estimado ser& A Ep O dEpi+dEp, = 5.14- 10" J. El error cometido: (AEp;-
dEp1)+(AEp,-dEp,) es menor que en la aproximacion anterior. Esperamos que en este punto los
alumnos sugieran aumentar el nimero de “etapas’, el nimero de subintervalos en que se divide €l
desplazamiento original de 2000 km, para acercarse cadavez mas al valor que buscamos.

Los alumnos deben realizar calculo numérico de nuevo, aunque en esta ocasién cada grupo lo
realizard para un nimero (N) distinto de subintervalos. Por comodidad para calcular €l valor de la
fuerza en cada comienzo del intervalo, el profesor debe proponer sustituir la variable h (distanciaa
la superficie de la Tierra) por la variable r (distancia al centro de la Tierra); en este caso, la atura
inicial de 5 m resulta despreciable frente a los 6370 km del radio de la Tierra. Al poner en comun
los resultados, se reconocera que el error total cometido es menor (en valor absoluto) cuanto
mayor sea N, es decir, cuanto menor sea el tamario (Ar;) de cada subintervalo, pero en todos los
casos ese error es distinto de cero.

Aungue esperamos que los alumnos discutan ya sobre la posibilidad de aumentar el nimero de
subintervalos hasta el infinito, el profesor propondra organizar la discusién sobre las siguientes
actividades.

A3. Un alumno afirma que AEp y dEp coincidiran cuando el desplazamiento Ar sea
muy pequefio. Discute con tus compafieros si estds de acuerdo o no con esa

afirmacion.

Comentario A3:

Esperamos que los alumnos reconozcan la falsedad de esa afirmacion, aclarando que dEp y AEp
coincidiran cuando el comportamiento real sea de tipo lineal, sea cual sea €l tamafio del Ar. H
profesor debe intervenir durante la discusion, para explicar que, aungque el error sea siempre
distinto de cero, €l limite de ese error (que no coincide con ninguno de los errores) cuando Ar
tiende a cero, si seri cero.

A4. Un alumno afirma que, dividiendo el desplazamiento de 2000 km en N
subintervalos, nunca podra alcanzarse el valor exacto de AEp, por muy grande que

sea N. Discute con tus compaferos si estas de acuerdo o no con esa afirmacion.

Comentario A4:

Esperamos que los alumnos, después de la aclaracion de la actividad anterior, muestren su acuerdo
con esa afirmacion, pero sugieran que haciendo €l limite cuando N tiende ainfinito, el error total si
sericero.

El profesor debe salir al paso de esta conclusién precipitada, advirtiendo que, efectivamente, cada
error parcial tiende a cero pero el nimero de subintervalos tiende a infinito, 1o que conduce a una
indeterminacion. Se trata, por tanto, de averiguar bajo qué condiciones se anula el limite del error
total cuando N tiende ainfinito (véase pp. 275-276, en este mismo capitul 0).

La cuestion debe quedar planteada entonces en estos términos:

N N
Paraque: AEp = lim & dEp, , debe cumplirse que: lim 2 (AEp, - dEp)=0
i=1 i=1

O, lo que esigual, debe cumplirse que:  lim N-(AEp - dEp)=0, siendo: (AEp-dEp) cualquiera de
los (AEp;-dEp;) (en el peor delos casos, el mayor de ellos).
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Introduciendo el concepto de integral como sumas de Riemann, y teniendo en cuenta que cuandoN
tiende a infinito cada uno de los Ar; tiende acero, el profesor expresarala posible solucién al valor
que buscamos de la siguiente forma:

AEp' dEp -0 (,, r)

8.37:106 o . .
Para que: Q7105 dEp = AEp, debe cumplirse que: ll\:r('yo Ve

Debemos recordar el significado de la expresion diferencial: dEp=-F,- dr Es una

estimacion del AEp, a partir de r y para un Ar (=dr), que consiste en suponer

que la fuerza es constante en ese Ar. Logicamente, la pendiente de esa estimacion

lineal (dEp/dr) es constante y coincide con el valor de F, en cada r.

Debes recordar, ademas, que el limite de una diferencia es igual que la diferencia

de los limites: Iim(F-G) = limF - IimG

A5. De

acuerdo con las ideas que se acaban de recordar, ¢;qué condicion debe

cumplirse para que el valor obtenido mediante la integral definida sea el valor exacto

de AEp?

Comentario A5:

Con la ayuda de las ideas que se han recordado, y la ayuda suplementaria del profesor, esperamos
que los alumnos concluyan que:

8.37:106 . . . AEp _ : i .
Para que: (o S dEp = AEp, debe cumplirse que: /!'rr@?oT = F (" r), esdecir, quela

derivada de la Ep debe ser igual a —F. Puede interpretarse fisicamente ahora esa igualdad: el valor
de F; en cada punto indica lo que disminuiria la Epga Cada metro que se produjese un
desplazamiento en esa mismadireccion y sentido, si lafuerza se mantuviese constante.

En ese momento quizas sea necesario que el profesor recuerde la definicién de la funcion derivada,
para concluir asi en el Teorema Fundamental. A partir de aqui, se trata de aplicar reglas de

G-M;-m,
2

antiderivacion ala expresion: Ep¢= <. (debe recordarse que, cuando el desplazamiento es

hacia arriba, tomamos Fr¢ negativa pues tiene sentido contrario a desplazamiento), obteniendo:

. w +C Bastayacon sustituir losvaloresder y calcular AEp.

Ep=
Durante este célculo, surgira la pregunta sobre el significado de la constante C. El profesor debe
indicar que esta relacionada con €l origen (arbitrario) de la Ep, pero no afecta a los calculos de
AEp.

A6. Deduce una expresion general para calcular el AEpgs, cuando un cuerpo de masa

m., se aleja de un planeta desde un punto A hasta otro B.
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El enunciado es ambiguo para obligar a los alumnos a realizar precisiones. El punto A debe estar
por encima de la superficie del planeta (ral0Rp) para poder aplicar laley de gravitacion universal



Segunda hipétesis: disefio experimental (secuencia de actividades: Ep gravitatoria)

considerando la masa de todo el planeta. Hemos precisado que uno de |os cuerpos es un planeta,
aungue puede comentarse que puede tratarse de cualquier otro cuerpo masivo (estrella, satélite,
galaxia...). Ademas, aunque no se especifica la trayectoria, puede suponerse que se trata de una
trayectoriaradial, pues cualquier otra trayectoria puede descomponerse en unaradial y otra sobre
una circunferencia concéntrica con el planeta, debido al caracter conservativo de la interaccion
gravitatoria.

Esperamos que los alumnos puedan desarrollar todo el proceso con la ayuda puntual del profesor.
En caso de que surjan dificultades, el profesor tendra preparado el siguiente guion:

- ¢Por qué no puede aplicarse la expresion: AEp=-W,=-F- Ar?
- ¢Cudl esdl significado fisico de laexpresién: dEp=-F- dr?
- ¢Como puede mejorarse la estimacion del A Ep?, ¢cudl es la expresion correspondiente al
error cometido?
- ¢Cud es d significado de la expresion: éBdEp ?, ¢cudl eslaexpresion del error cometido
A

en este caso?
- ¢Qué condicion debe cumplirse para que: 63 dEp =EpP,-, - EP=r, ?
A

Una vez establecido e Teorema Fundamental, y deducida la expresion:
0 . . .
Epg - Eps = -G-Mp-mcgaei - ij, puede escribirse la expresion general correspondiente cuando
I Tag
G-Mp-m,

setomael origen de energia potencial en el infinito: Ep = - ;
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La dltima secuencia de actividades que hemos elaborado para comprobar la

consecuencia Al de nuestra segunda hipétesis (ver p. 245, en este mismo capitulo) se

presenta en el siguiente apartado.

8.2.3. Secuencia de actividades para utilizar con sentido el concepto de
diferenciad y la estrategia del Célculo en situaciones fisicas en que la
expresion diferencia debe ser formulada de manera tentativa, porgue no es

En el

posible realmente 0 no se conoce e comportamiento lineal.

cuadro 8.111 presentamos, de una manera genérica, la secuencia

problematizada que hemos seguido para planificar la ensefianza del uso del Calculo

diferencial en este tipo de situaciones.

CUADRO 8.111. Secuencia didactica, cuando no se conoce antes el comportamiento

uniforme, para responder a la pregunta general: ¢cual es el AL producido por Az?

1. Toma de conciencia del problema: Reconocer las dificultades para escribir una

expresion del tipo: AL=M- Az, pues M no es constante en ese Az
2. Posible estrategia para su resolucion, y desarrollo de la misma:

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

3. Analisis del resultado: Resaltar que, dada la naturaleza hipotética de la expresiéon
diferencial de partida, el resultado obtenido debe ser considerado como una consecuencia

contrastable, cuya validez se derivara d e su coherencia con el comportamiento experimental,

Tras un analisis fisico, adelantar una o varias estimaciones lineales: ALy=M;- Az,
AlLest=M,- Az...y discutir el significado de cada una de ellas. Seleccionar una de las
expresiones adelantadas y, a modo de hipdtesis, considerarla como la expresion
diferencial: dL=M. Az=M. dz Realizar calculo numérico para clarificar el significado

de la diferencial, y destacar su caréacter funcional.

Reconocer la existencia de un error: AL-dL, sea cual sea Az. Ese error nunca es

cero, pero se acerca mas a cero cuanto menor sea Az

Plantear la mejora de la estimacion del A L dividiendo el intervalo en N
subintervalos, y sumando las estimaciones lineales. Realizar calculo numeérico en

ejemplos concretos. Destacar la disminuciéon del error conforme N aumenta.

Mostrar que, cuando N tiende a infinito (cuando el tamafo de cada subintervalo
tiende a cero), el limite del error sera cero, si, y solo si, el cociente diferencial
(dL/dz) coincide con la derivada (L"). Introducir el concepto de integral (definida)
y aclarar el Teorema Fundamental. Subrayar que si hubiéramos escogido otra de
las expresiones lineales adelantadas en 2.1, habriamos obtenido un resultado

distinto para AL.
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con el marco tedrico...

En concreto, para desarrollar el tépico que hemos elegido como ejemplo de este
tipo de situaciones, hemos elaborado la secuencia de actividades que se presenta a

continuacion, junto a lo que esperamos obtener en cada actividad.
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ABSORCION DE UNA ONDA

cou

Contextualizacion delas actividades dentro del tema:

Previamente se ha definido la intensidad (I) de unaondaen un punto como la cantidad de energia

que atravesaria cada segundo cada unidad de area de superficie perpendicular ala direccion de

propagacién de la onda en ese punto, si €l paso de energia se produjese de forma uniforme tanto
dE

espacial como temporalmente; | = Tdt

Se ha estudiado también el fenémeno de atenuacion para explicar la disminucién de intensidad de
una onda al alejarse del foco, y se ha advertido que en el caso particular de una onda plana no
existe atenuacién ya que su frente de onda tiene siempre el mismo tamario.

En ocasiones, la disminuciéon de intensidad de una onda no s6lo puede atribuirse al

efecto de atenuacion, es decir, a una mayor distancia al foco emisor. Por ejemplo:

- La intensidad del sonido emitido por un altavoz no es la misma cuando
estamos en la misma habitacién que el altavoz que cuando estamos en otra
habitacion distinta, aunque en ambos casos estemos situados a la misma

distancia del altavoz.

- La intensidad de la luz que nos llega del faro es menor los dias de niebla, a
pesar de que estamos siempre a la misma distancia y la potencia de

emision del faro es siempre la misma.
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Al. Intenta explicar las razones por las cuales disminuye la intensidad de la onda en

los ejemplos que se acaban de citar.

Comentario Al:

Antes de usar el Célculo es preciso haber comprendido el fendmeno fisico a abordar: el medio es
el responsable de la disminucién de intensidad; la causa no es ahora un reparto de la misma
energia entre un nimero mayor de puntos, sino que el medio absorbe energia que no devuelve (se
acumulaen forma de energiainterna).

En general, la disminucion de la intensidad es debida tanto a la atenuacién como a

la absorcion del medio. Para centrar nuestra atencion en el fenébmeno de absorcion,

eliminaremos el efecto de la atenuaciéon suponiendo una onda plana que se propaga

en la direccién del eje X.

A2. ;De qué crees que va a depender la disminucién de intensidad de una onda al

pasar de un punto a otro de un mismo medio? Adelanta una expresidon que relacione el

Al para un Ax dado. Representa la grafica I-x correspondiente.
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Comentario A2:

Esperamos que reconozcan la influencia de las caracteristicas del medio (recogidas en la constante
) y ladistancia entre los puntos (Ax), y lo reflejen en unaexpresion lineal: Al=-& Ax. Se destacara
gue esa expresion constituye una hipotesis, y esla mas sencilla entre muchas coherentes con un
primer andlisis cualitativo.

En el sistema de coordenadas |-x se representara el trozo de grafica (segmento) Al frente a Ax;
como ese Al es e mismo para cualquier Ax, pueden representarse distintos trozos consecutivos y
construir larectaque vadesde Iy (en x=0) hasta =0 para una cierta distancia.

Es necesario poner a prueba esta hip6tesis, segln la cual la variacion de la intensidad por cada
unidad de longitud es siempre la misma, es decir, laintensidad disminuye linealmente con x.
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A3. Imaginad un disefio experimental para probar la hipétesis anterior.

Comentario A3:

Aungue se trate de un experimento mental, es necesario que los aumnos se enfrenten aestatarea
para que después puedan dar sentido a los datos que les vamos a suministrar. Basta con que
propongan medir | para distintos valores de x (preferiblemente, mdltiplos unos de otros: Xg, 2Xo,
3%o...), ¥ adelanten qué resultado confirmaria la hipotesis (que el Al entre cada medida sea siempre
el mismo, si se han tomado valores de x multiplos de un valor: xg). Gréficamente, cabe esperar
entonces:
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A4. Experimentalmente, se han obtenido los valores de | que se representan en la

siguiente gréfica.

A. I’ _____ .
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A la luz de estos resultados, introducid las modificaciones oportunas en la hipotesis

sobre la relacién de Al con Ax

Comentario A4:

Esperamos que |os alumnos reconozcan que no sucede lo que ellos esperaban, pues e Al en un
intervalo Ax depende del valor de | al principio de eseintervalo, y que adel anten entonces la nueva

expresion: Al=-I- & Ax. Es posible que los alumnos escriban directamente Io en lugar de I, pero
debe advertirse que se busca el Al correspondiente acualquier Ax, apartir de cualquier x, y no solo
apartir de x=0.

Durante la puesta en comun, el profesor |es hara tomar conciencia del problema: ¢que valor de |
debe tomarse en esa expresion, si variaalo largo de ese Ax? El comportamiento no lineal obligara
entonces a considerar la expresion adelantada como una estimacion lineal: A lgg=-1- & Ax Se
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Segunda hipétesis: disefio experimental (secuencia de actividades: Absorcidon de una onda)

advertira que existen otras expresiones compatibles con el andlisis cualitativo y el comportamiento
experimental, y deben escribirse algunas de esas otras estimaciones lineales, por gemplo:

Aleg =- é‘/I_AX .Alest:'é' |2' AX, etc.

El paso siguiente es considerar una de las estimaciones lineales como la diferencial, a titulo de
hipétesis. Si elegimos |a primera, entonces nuestrahipétesisesque: di=-a- |- dx

El profesor pedird que expresen por escrito el significado de esa expresion diferencid, y la
comparen con el Al correspondiente. Esperamos que reconozcan que el error cometido: (Al-dl) es
negativo, y que su valor absoluto es menor cuanto menor sea Ax. Si es necesario, €l profesor debe
recordar que ese error nunca se haré cero, aunque puede acercarse a cero todo cuanto se quiera,
tomando Ax suficientemente pequefia (es decir, el limite de ese error, cuando Ax tiende a cero, es
cero), algo que también ocurririaen las otras estimaciones lineales.

A5. A partir de la expresion diferencial que has adelantado en la actividad anterior,

intenta deducir una expresion para la funciéon I1(x).

Comentario A5:

Esperamos que los alumnos reconozcan la estrategia a seguir: mejorar la estimacion dividiendo el
intervalo en un nimero N de subintervalos, y sumando cada una de las estimaciones parciales, y
plantearse la condicion que debe cumplirse para que este procedimiento conduzca al resultado
exacto en el limite cuando N tiende ainfinito.

Seglin e grado de familiaridad de los alumnos con la estrategia del Calculo, sera necesario
detenerse mas o menos en cada uno de los pasos (ver, en este mismo capitulo, pp. 284-285, €
comentario A6). En cualquier caso, sera necesario verbalizar los pasos fundamentales, evitando
reducirlo todo ala aplicacién mecanica de un nuevo lenguaje, algo que tendra sentido sélo cuando
se conviertan en expertos en la aplicacion del Célculo paralaresolucion de problemas fisicos.

Laconclusion final, sera:

PP B . AL A,
Para que: Al _'I“I@JrQ.a;l dli_Q dl, debe cumplirse que: ﬂ@oﬂ'&"a'l (" X), es

decir: I'=-4 |

A partir de aqui, puede buscarse directamente una funcion cuya derivada sea ella misma, o bien
reescribir la expresion diferencial @dI/1=-& dx) y aplicar reglas de integracion que esperamos que
conozcan.

Una vez obtenida la expresion correspondiente (=lo.€® *), debe ser puesta a prueba, ya que la
expresion diferencial de partida era una hipétesis, y si hubiéramos escogido otra habriamos
obtenido otros resultado distinto. Se comprobara que la expresion obtenida para 1(x) es coherente
con el comportamiento experimental que se ha descrito en A4, aungue su validez definitiva se
obtiene por su ajuste con un conjunto mas amplio de datos experimentales y fenémenos conocidos.
Puede deducirse la expresion del espesor de semiabsorcién de cada medio: In2/4
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Segunda hipétesis: resultados (descripcidon de lo que sucede en el aula)

8.2.4. Red de andlisis para &l seguimiento de las clases
Para realizar una valoracion cualitativa de en qué medida las actividades

planificadas proporcionan oportunidades adecuadas para que los alumnos aprendan, el
profesor investigador y los profesores formados, deberan completar un cuestionario
abierto durante o inmediatamente después de las clases. Las cuestiones sobre las que

los profesores deben reflexionar y valorar se presentan en el siguiente cuadro:

CUADRO 8. I. RED DE ANALISIS PARA EL SEGUIMIENTO DE LAS CLASES

Reflexion sobre la actividad A

1. ¢Las respuestas de los alumnos se han ajustado a lo que se esperaba? Describe cuéales
han sido.
2. ¢Qué dificultades o ideas erréneas han surgido? ;Cémo has tenido que intervenir para

ayudar a superarlas?

3. ¢La actividad es adecuada para lo que se desea? ;Comprenden los alumnos su sentido?

¢Genera la necesidad de una intervencién por tu parte que es comprendida por los

alumnos?
4. ¢La cambiarias por otra? ;Cual?, ;por qué?
5. En el caso de actividades de aprendizaje/ evaluacion, indica porcentajes aproximados de

éxito en la tarea antes y tras la puesta en comun.

6. Después de desarrollar el apartado completo, ¢(qué modificaciones introducirias en la

secuencia de actividades?, ¢crees que los alumnos comprenden lo que se esta haciendo?

En el caso del tema de Cinematica, cuya secuencia de actividades ha sido
desarrollada por distintos profesores, las reflexiones se pondran en comun con la
intencién de valorar, entre todos, en qué medida dicha secuencia ofrece oportunidades
para aprender en el aula de 3° BUP e introducir posibles mejoras (de hecho, en la
actualidad el programa-guia que utilizan ha sufrido algunas modificaciones —no
sustanciales- respecto al presentado). En el caso de los topicos de COU, la red de
analisis sera utilizada por el profesor investigador, que es el Unico que utiliza los
materiales experimentales. Esperamos encontrar, en todos los casos, descripciones y
comentarios que muestren que las situaciones generadas en el aula con la secuencia

de actividades que hemos presentado producen intervenciones, dialogos, incluso
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dificultades, que sean indicadoras de que la ensefianza se esta desarrollando dentro
de la “zona de desarrollo potencial” de los alumnos. En definitiva, que sean adecuadas
para aprender, al mismo nivel, al menos, que cualquier otra parte de la Fisica que

ensefan los profesores de los grupos experimentales en sus clases.

8.2.5. Instrumentos para comprobar la meora entre los alumnos de todos |os
indicadores de una adecuada comprensién del Célculo diferencia en la
Fisica

Para comprobar que la introduccibn de nuestra propuesta sobre el Calculo
diferencial en el desarrollo de la Fisica a partir de 3° BUP mejora la comprensiéon y la
actitud de los estudiantes respecto a la situacién habitual, hemos utilizado los mismos
instrumentos que nos han servido para mostrar las deficiencias de los estudiantes de
COU que han recibido una ensefianza convencional sobre los mismos aspectos, que

serdn considerados como grupo de control. Esto nos permitira realizar un anélisis

comparativo de los resultados de las distintas muestras.

Los instrumentos utilizados, lo que se espera medir con cada uno de ellos y los
estadillos correspondientes para su andlisis, han sido ya presentados con detalle en el
capitulo 4. En la tabla 8.11 recordamos cuéales son y el momento en que se aplicaran a
los grupos experimentales (como ya hemos explicado en la p. 250 de este capitulo, los
instrumentos relacionados con la integral y el Teorema Fundamental se emplearan
aplicaran en grupos experimentales de segundo curso del profesor investigador (COU),
pues esos aspectos no se contemplan obligatoriamente en la secuencia de actividades

de Cinematica que desarrollamos en 3° BUP).
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Segunda hipétesis: resultados (descripcidon de lo que sucede en el aula)

TABLA 8.11. Instrumentos para comprobar la mejora de los indicadores de
una adecuada comprension de la diferencial en la Fisica entre los alumnos

de grupos experimentales.

Momento en que se aplicara
Instrumento (ver hojas recordatorio)

a los grupos experimentales

Cle-p (cap. 4, p. 126)
C2e-p (cap. 4, p. 129)

C3e-p (cap. 4, p. 131)
En 3° BUP, varios dias después
C5e (cap. 4, p- 139)
de terminar el tema de
C6e (cap. 4, p. 141)
Cinematica
C7e (cap. 4, p. 143)

C8e (cap. 4, p. 145)

Entrevista semiestructurada (cap. 4, pp. 154-158)

En COU, en el mes de mayo, a
C4e-p (cap. 4, p. 133)

grupos experimentales de
Ple (cap. 4, p. 147)

segundo curso.

Para evitar la posibilidad de que algunos estudiantes del grupo de control no
hubieran recibido —o hubieran recibido menos- ensefianza sobre los conceptos
relacionados con el Calculo diferencial, los grupos de control estardn formados por
estudiantes a punto de terminar el curso de COU, pertenecientes a seis Institutos de

Almeria (ver cap. 5, p. 172), cuando ya han tenido distintas oportunidades de

utilizarlo tanto en Fisica como en Matematicas.

Utilizaremos como grupos experimentales los alumnos de 3° de BUP -y,
ocasionalmente, también de COU- del profesor investigador (todos son alumnos del
Instituto Galileo de Almeria, situado en un barrio de clase cultural y econémica de
nivel bajo), y los alumnos de 3° BUP de profesores formados (todos son alumnos del
Instituto Al-Andalus, situado en la misma ciudad, en un barrio de clase cultural y
econdmica media y baja). Logicamente, esperamos encontrar claras diferencias a
favor de los grupos experimentales, y que éstas sean mas acusadas para los grupos

del profesor investigador.
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8.3. DISENO PARA COMPROBAR QUE LOS PROFESORES PERCIBEN
POSITIVAMENTE LA NUEVA PROPUESTA SOBRE LA DIFERENCIAL Y LA
POSIBILIDAD DE INCORPORARLA EN SUS CLASES

Para que el nuevo enfoque del Calculo diferencial en la ensefianza de la Fisica
llegue a tener una incidencia real, es necesario que los protagonistas encargados de

realizar el cambio, los profesores, puedan cambiar sus propias concepciones.

En distintos trabajos se destaca como el estilo de ensefianza y las dificultades de
los profesores en el aula estan determinados por su dominio del contenido y su
conjunto de creencias sobre qué y cémo ensefiar (Ausubel, 1978; Tobin y Espinet,
1989; Gil, 1991; Woolnough, 1994). Los Principles and Standards for School
Mathematics proclaman la importancia de que los profesores conozcan y comprendan
profundamente las matematicas que estan ensefiando, las diferentes representaciones
de las ideas fundamentales, con sus ventajas e inconvenientes, pues este
conocimiento determinard en gran medida sus decisiones curriculares y su actuaciéon
en el aula (NCTM, 2000). Mas concretamente, Thompson ha insistido en la importancia
de cambiar el pensamiento matematico del profesor para llevar a cabo innovaciones
reales que permitan superar el gap entre los objetivos y la instruccién escolar, aunque
advierte que es dificil realizar este cambio (Thompson, 1994; Thompson y Thompson,

1996).

En efecto, como ya se comentd al justificar la primera hipotesis (cap. 3, pp. 94-
95), los profesores estan condicionados por una “formaciéon docente ambiental”
adquirida inconscientemente en su etapa de estudiantes a través de lo que han visto
hacer a sus profesores (Furié y Gil, 1989). El contenido de esa “formacion ambiental”
se ve reflejado en los resultados ya mostrados del analisis de textos universitarios y
de las respuestas de los profesores: falta de comprensién genuina y actitud
meramente algoritmica (ver cap. 5). Las caracteristicas de esa “formaciéon ambiental”
han sido estudiadas también por Mura (1993 y 1995) al analizar el pensamiento
matematico de profesores universitarios, ya sean especialistas en Matematicas o en
Educacion Matemaética; segun ese autor, es ampliamente compartida una vision
formalista que enfatiza la légica, el rigor y el simbolismo, y dicha visibn es
acompafada -sobre todo en los profesores de Educacion Matematica- por una vision
instrumentalista que considera el estudio de reglas como un elemento central de la

asignatura
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Segunda hipétesis: resultados (descripcidon de lo que sucede en el aula)

Teniendo en cuenta la importancia del pensamiento de los profesores, para que
puedan llegar a cambiar el uso que ellos hacen del Célculo diferencial consideramos
imprescindible que reconozcan el problema, se impliquen en su solucién, (re)elaboren
la nueva propuesta y valoren sus posibilidades. Con este fin, hemos disefiado un curso
para profesores, de 20 h de duracion, titulado: “El uso del concepto de diferencial y
del Calculo diferencial en la ensefianza de la Fisica (un analisis critico y una propuesta
fundamentada)”. Ese curso costa de tres fases: 1) Toma de conciencia de las dudas y
dificultades de los asistentes y sus alumnos cuando usan el Calculo diferencial, 2)
Reflexion descondicionada sobre las causas de tales deficiencias y posibles formas de
superarlas, donde se les presenta la propuesta alternativa, y 3) Puesta a prueba de la
potencialidad de esa propuesta, utilizandola en aquellas situaciones en las que se han

identificado las deficiencias.

El curso ha sido impartido como actividad formativa organizada por Centros de
Profesorado de Andalucia y de la Comunidad Valenciana, por el I|.C.E. de la
Universidad de Alicante, o dentro del Plan de actualizacién cientifico-didactica
organizado por la Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia. La forma de
organizar y desarrollar el curso coincide con la forma habitual en que el autor de esta
investigacion desarrolla su ensefianza: a través de un programa-guia de actividades
estructuradas para resolver situaciones problematicas. El programa-guia completo y
comentado, asi como los objetivos, la estructura, el contenido y la metodologia del

curso se presentan en el Anexo 6.

Presentamos a continuacion los disefios experimentales que utilizaremos para
probar las dos consecuencias contrastables en que hemos concretado ese cambio

entre los profesores (ver p. 246, en este mismo capitulo).

8.3.1. Disefio para comprobar que se produce una mejora de la comprension

del Célculo diferencial cuando los profesores resuelven problemas de Fisica
Como se recordara, para contrastar la primera hipdtesis hemos utilizado, entre

otros instrumentos, el analisis de las respuestas de los profesores cuando resuelven
un problema de Fisica que requiere el uso del Calculo diferencial. En concreto, hemos
preparado dos enunciados distintos (P2e-p, P3p, cap. 4, p. 148), que hemos pasado

indistintamente a los profesores antes de iniciar el curso de formacién.
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Para probar que se ha producido un cambio, pediremos a cada profesor al finalizar
el curso que resuelva uno de esos dos problemas, distinto del que resolvié al
comienzo. Analizaremos sus respuestas con el mismo estadillo que hemos utilizado
para los problemas antes del curso (cap. 4, p. 151). Compararemos los resultados de
ese andlisis antes y después del curso; como los problemas utilizados han sido los

mismos, podremos atribuir las diferencias a un efecto del propio curso.

8.3.2. Disefio para comprobar que los profesores valoran positivamente el
papel de la nueva propuesta sobre laintroduccion y uso de ladiferencia en la
ensefianzay € aprendizge de laFisica

Para estudiar si los profesores ven potencialmente Util la propuesta presentada

durante el curso, hemos elaborado un cuestionario de diez items (Cuadro 8. 1V) sobre
los distintos indicadores de una adecuada comprension de la diferencial en la Fisica

(cap. 2, p. 81).

Cada profesor, al finalizar el curso, valorard entre 0 y 10 en qué medida se ve
favorecido el aspecto sefialado en cada item segun se utilice la diferencial habitual o la
que hemos propuesto como alternativa. Estudiaremos la diferencia de valoracién en

cada item.
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Segunda hipétesis: resultados (descripcidon de lo que sucede en el aula)

CUADRO 8.1V. Valora de 0 a 10 en qué grado se favorece Diferencial | Diferencial
la consecucidon de cada uno de los aspectos citados segun propuesta habitual

la concepcion de la diferencial que se utilice:

1. Que se justifique la necesidad de usar el Calculo diferencial

2. Que se comprenda el significado fisico de las expresiones

AIferenciales ...

3. Que se comprendan mas claramente los conceptos basicos

del Calculo (derivada, diferencial e integral) ....................

4. Que se puedan abordar con mayor seguridad nuevos
problemas de Fisica que requieran el uso del Céalculo

AIferencial .....o.oneiiiiie e

5. Que se supere la vision reduccionista que identifica el

dominio del Calculo diferencial con la aplicacion mecéanica de

6. Que se supere la ambigiedad del todo vale para la expresion

AIferencCial ..o s

7. Que se reconozca a cada expresion diferencial su caracter de

hipotesis y, por tanto, como posible fuente de error .......

8. Que se vincule estrechamente el analisis fisico del problema

al desarrollo diferencial que se lleva a cabo ....................

9. Que, en particular, los alumnos utilicen con comprensién el

Calculo diferencial .......c.vueeieiiiiiie e

10.Que, en particular, los alumnos superen una actitud negativa

hacia el uso del Calculo diferencial en la Fisica ................

264




Capitulo 9

PRESENTACION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS
OBTENIDOS EN LA CONTRASTACION

EXPERIMENTAL DE LA SEGUNDA HIPOTESIS

En los capitulos anteriores hemos fundamentado nuestra segunda hipdtesis y
hemos presentado el disefio experimental para su contrastacion. Las consecuencias
que hemos obtenido se refieren a la posibilidad de incorporar la nueva propuesta de la
diferencial a las clases de Fisica, a las mejoras que esperamos producir con ello entre
los estudiantes, y a la percepcién positiva por parte de los profesores de dicha
propuesta. Para contrastar estas consecuencias, describiremos lo que sucede en el
aula cuando utilizamos en nuestras clases las secuencias de actividades previamente
disefiadas, y analizaremos las respuestas de estudiantes y profesores a distintas

cuestiones y problemas.

En este capitulo se mostrardn los resultados obtenidos con ese disefio
experimental. Cuando sea necesario establecer comparaciones entre los resultados
obtenidos por grupos sometidos a diferente tratamiento (experimentales y de control),
se estimara el nivel de significacion de las diferencias que se observan entre los
distintos grupos mediante el parametro estadistico t de Student. Consideraremos que
existen diferencias significativas cuando el nivel de significacion sea del 5% o menor,
es decir, cuando la probabilidad de que las diferencias sean debidas al azar en vez de

a nuestro tratamiento sea menor del 5%.
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Segunda hipoétesis: resultados (descripcidon de lo que sucede en el aula)

9.1. DESCRIPCION DE LO QUE SUCEDE EN EL AULA
Como se recordara, hemos elaborado una secuencia de actividades basada en el

modelo de enseflanza por investigacion, para introducir los conceptos basicos del
Célculo diferencial, que se inserta en el desarrollo del tema de Cinematica con
alumnos de 3° BUP. Hemos elaborado también secuencias de actividades para
distintos tépicos de Fisica de COU, con la intencién de ensefar la estrategia completa
del Calculo e introducir el concepto de integral y el Teorema Fundamental; en
concreto, hemos presentado esa secuencia para dos topicos ejemplificadores de los
dos tipos de situaciones que, desde el punto de vista matematico, podemos encontrar
en el uso del Calculo diferencial en la Fisica (segun se haya podido estudiar

previamente o no la situacion uniforme).

Hemos presentado ya estas secuencias de actividades con comentarios sobre lo
que se pretende en cada actividad, y las respuestas y dificultades que esperamos que
surjan en la realizacion de cada una de ellas. Para valorar cualitativamente en qué
medida esas actividades proporcionan oportunidades para que los alumnos aprendan,

hemos disefiado una red de analisis para el seguimiento de las clases (cap. 8, p. 295).

A continuacion (pp. 307-337) presentamos cada actividad con comentarios que
describen lo que ha sucedido realmente en el aula. Como se recordara, a pesar de que
las actividades se insertan en un programa mas amplio, s6lo hemos presentado en
este trabajo las actividades directamente relacionadas con nuestro objeto de estudio:

el uso del Calculo diferencial en la Fisica.
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Segunda hipétesis: resultados (descripciéon de lo que sucede en el aula: Cinematica)

TEMA 1. ¢COMO CARACTERIZAR CON PRECISION EL MOVIMIENTO DE

UN OBJETO INDEPENDIENTEMENTE DE SU NATURALEZA?

(Cinematica, 3° BUP)

Recuérdese la contextualizacion delas actividades dentro del tema (cap. 8, p. 257)

A4. La posicién de un movil en el instante t=4 s es e=10 m, y 6 s més tarde est4 en
e=58 m (Cual sera la rapidez del mévil en t=4 s? Explica el significado del resultado

obtenido.

Comentario A4:

Algunos alumnos confunden posicion con desplazamiento sobre la trayectoria e instante con
intervalo de tiempo, lo que les lleva a calcular: v=e/t=2.5 m/s. En la puesta en comun d profesor
va realizando marcas sobre la trayectoria, y 1os alumnos corrigen el error; entonces, todos calculan
larapidez (media): v=Ae/At=8 m/s.

Algunos estudiantes advierten ya en su grupo que 8 m/s es la rapidez media. En la puesta en
comun, al traducir los célculos en el sistema de coordenadase-t, todos reconocen que han supuesto
un movimiento uniforme al calcular la pendiente de la supuesta recta. Con la ayuda del profesor,
e(t +At) - e()
A
advierte que ese resultado serd la rapidez durante el movimiento si, y sdlo si, la rapidez se
mantiene constante.

se resumen los célculos realizados mediante la expresion: v, (t, At) = y se

A5. a) Calcula la rapidez media de la bola que cae por el plano inclinado a partir de
t=0.4 s para un At de 1.3 s. Explica sobre la grafica e-t las operaciones realizadas, asi
como el significado fisico del resultado obtenido b) (Sabes ya la rapidez de la bola en

t=0.4 s?, ¢(nos hemos aproximado al menos a su valor?

Comentario A5:

En un apartado anterior habian obtenido experimentaimente la grafica et y la ecuacion
correspondiente: e=88t> Todos los alumnos realizan el célculo correctamente (184.8 cm/s), v el
profesor les invita en la puesta en comin a expresar 10 que se hecho en distintas formas: verbal,
haciendo marcas sobre |la trayectoria, de forma analiticay mediante el sistema de coordenadas e-t.
En este dltimo caso, los alumnos se limitan a trazar la cuerda, siendo necesario que el profesor
trace larecta secante para calcular su pendiente.

Aungue algunos piensan que 184.8 cm/s es ya la rapidez en t=0.4 s, en la discusién reconocen su
error e incluso advierten que v(0.4) debe ser menor de 184.8 cmi/s. Al ver sdlo € instante t=0.4 s,
algunos alumnos vuelven arepetir el error de partida: v=e/t, provocando una nueva discusion entre
los distintos grupos.
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Segunda hipétesis: resultados (descripciéon de lo que sucede en el aula: Cinematica)

Cuando el profesor pide que busquen un procedimiento para aproximarse mas a v(0.4), los
aumnos se refieren de inmediato al célculo de la rapidez media en un intervalo mas pequefio. El
profesor desecha las propuestas que suponen ir hacia atras —por geemplo, entre 0.3y 0.4 s-, con el
argumento de buscar siempre o que va a cambiar la posicién a partir de ese instante, no lo que ya
ha cambiado antes.

Los alumnos hacen los célculos para At=0.1s, y con la ayuda del profesor lo interpretan sobre la
grafica (pendiente de la recta secante vista con lupa) y haciendo marcas sobre la trayectoria.
Reconocen ahora disponer de un método para aproximarse mucho a la rapidez en t=0.4 s, aunque
advierten al mismo tiempo que siempre existira un error pues ningdn tramo de la curva de la
gréficae-t esrecto, por muy pequefio que sea.

Al hacer la critica de los resultados, el profesor formula la pregunta clave, relacionada no con €l
célculo sino con e significado: “el significado de la rapidez media esté asociado a un At, sin
embargo estamos hablando de la rapidez en un instante, ¢tiene algin sentido hablar de rapidez
en un instante?” Esta pregunta provoca una discusion acalorada entre los alumnos. niegan que
pueda haber rapidez sin transcurso del tiempo, y sin embargo admiten que pueden conocer la
rapidez de un coche en un instante determinado. La discusién sirve para introducir la siguiente
actividad.

AG6. Por un procedimiento todavia desconocido, hemos averiguado la rapidez de un

coche en el instante t=6 s, y el resultado es: 25 m/s. Discute el significado fisico de

ese valor.
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Comentario A6:

La primera lectura de la actividad deja perplejos a algunos alumnos, extrafiados de que realmente
se pueda conocer Vv(6). Ante las dificultades para empezar, € profesor propone un eemplo:

“vamos en un tren, miramos €l reloj y marca las once menos cuarto, y en ese instante miramos el
velocimetro e indica: 110 km/h, ¢qué significa ese dato?” Muchos alumnos todavia se extrafian;
otros contestan de inmediato: “el tren ha recorrido 110 km en 1 h”, y son corregidos por sus
comparieros: “el tren va arecorrer 110 km en 1 h”. Esta respuesta es completada en voz alta: “jeso
Sl se mantiene la rapidez constante!” En este momento, el profesor propone que discutan la
respuesta ala actividad planteada en pequefios grupos.

En la puesta en comln todos estan de acuerdo en el significado de v(6)=25 m/s, y casi todos
destacan que es necesario suponer constante la rapidez. La definicién final es: “a partir det=6s, €
movil recorreria 25 m cada segundo si mantuviese constante esa rapidez”. El profesor insiste:
“despuésde 1 s, ¢habrarecorrido entonces 25 m?’ Aungue al gunos contestan afirmativamente, son
corregidos por sus propios comparieros: “isolo si larapidez se mantiene constante!”.

Los alumnos interpretan el significado de nuevos valores de la rapidez en distintos instantes, e
incluso calculan el desplazamiento sobre la trayectoria durante 2 s, 5 s... criticando siempre su
propiarespuesta: “jesto sdlo en el caso supuesto de que mantuviese larapidez constante!”.

En lugar de tener que escribir: “Ae s la rapidez se mantuviese constante, si e cambiase
uniformemente”, el profesor propone utilizar e término: “de, diferencial de la posicion”. En este
momento algunos alumnos piensan que en unos movimientos existe Aey en otrosde; parasdlir a
paso, €l profesor insiste: en todos los movimientos puede definirse Ae, cuyo significado es el
mismo que hemos utilizado hasta aqui, y de es un nuevo concepto que hemos inventado para

referirnos a lo que sucederia a partir de un instante si el movimiento fuese uniforme. Utilizando
este nuevo concepto, la rapidez en un instante se define operativamente a través de la siguiente

., de
expresion: v°o —
dt
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A7. En un instante determinado, un coche se mueve a 60 km/h. ;Cuanto se habra

desplazado durante los siguientes quince minutos?

Comentario A7:

Todos los alumnos calculan 15 km, y €l 60% ademas precisan: “15 km si se mantuviese constante
larapidez”, o bien: “como no sabemos si el movimiento es uniforme, no sabemos si en realidad se

habréa desplazado 15 km”. El profesor escribe: de=v(t)- At, como expresion de las operaciones
realizadas.

Para distinguir entre Ae'y de, el profesor realiza marcas sobre la trayectoria; e Ae queda como

interrogante: mayor, menor o igual que 15 km. Por ultimo, se reflgjan los cdculos -y el
interrogante sobre Ae- en el sistema de coordenadase-t.

Refiriéndose siempre a ejemplo de la bola que cae por € plano inclinado, €l profesor inventa
datos de rapidez instanténea y pregunta por el desplazamiento en distintos intervalos de tiempo.
Aunque todos hacen el célculo correcto, s6lo unos pocos precisan: “eso si la rapidez hubiese sido
constante”. Se repiten calculos del mismo tipo y se interpretan, hasta que la mayoria comprende el
significado. Al final, se destaca que de depende dety de At.

Mediante una breve cuestién escrita al finalizar la actividad, hemos comprobado que el 65% de los

alumnos saben calcular e interpretar correctamente de conociendo la rapidez en un instante, asi
como interpretar el significado de la rapidez en un instante. Al comenzar la siguiente clase
volvemos a obtener resultados similares, y en mayor porcentaje ain reconocen que si €l

movimiento es uniforme de es igual que Ae, 0 que es innecesario entonces hablar de de

Preguntados por la relacion entre de'y Ae segin la rapidez aumente o disminuya, casi la mitad
responde correctamente, a pesar de que esa relacion aln no se ha discutido en clase. Todo ello
refleja un buen grado de comprensién y seguimiento de la clase.

Ya sabemos el significado de la rapidez en un instante cualquiera, pero sabemos
calcularla s6lo en el caso de movimientos uniformes. Debemos abordar entonces la
siguiente cuestion: ¢;coémo calcular la rapidez instantanea de un cuerpo en un
movimiento no uniforme? Nos ocuparemos, en primer lugar, del céalculo de la

rapidez de la bola en un instante concreto, por ejemplo, t=0.8 s.

A8. Mediante la ecuaciéon del movimiento que hemos deducido experimentalmente
(e=88t?), calcula la posicion de la bola en el instante t=0.8 s, y sefiala en la gréafica e-t
el punto correspondiente. Calcula un valor aproximado de la rapidez en t=0.8 s, y

representa sobre la grafica los calculos realizados. ;(Puedes mejorar esa aproximacion?

Comentario A8:

Cada grupo de alumnos escribe en la pizarra el resultado obtenido, especificando el At considerado
(lo hacen desde At=1 s hasta At=0.0001 s). Con ayuda del profesor, se interpreta cada resultado
haciendo marcas sobre latrayectoriay enlagréficae-t.

Al analizar los resultados, después de realizar la interpretacion gréfica, todos los alumnos
coinciden en que v(0.8) sera la pendiente de la recta tangente a la gréfica que pasa por ese punto;
sdlo algunos de ellos mencionan la posibilidad de calcular € limite de la sucesion numérica. El
profesor aclara entonces que la recta tangente no coincide con ninguna de | as rectas secantes, ni el
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Ilimite de la sucesién coincide con ninguna de las rapideces medias, algo que admiten sin
dificultad.

Los aumnos ponen en préactica €l procedimiento gréafico para calcular v(0.8): trazan la recta
tangente y calculan la pendiente. Un alumno de cada grupo escribe su resultado en la pizarra,
especificando el valor utilizado de A para calcular: de/At. Al discutir sobre las discrepancias,
coinciden fécilmente en que no es debido al valor del At considerado, sino a error cometido al
trazar larectatangente.

Algunos alumnos han adelantado yala posibilidad de calcular el limite de una sucesion discreta de
ntmeros (valores concretos de rapideces medias a partir de t=0.8 s, para distintos At). El profesor
adelanta, como conclusion, que sera posible calcular exactamente € limite de la funcion: vi,(0.8,
At). Seintroduce asi la siguiente actividad.

Hemos inventado una estrategia para calcular la rapidez en t=0.8 s: se calcula la
rapidez media para un At a partir de 0.8 s, se calcula otra rapidez media para un At
mas pequefio, después otra... y se obtiene asi una sucesion de numeros. El limite de
esa sucesion cuando At tiende a cero es la rapidez en t=0.8 s pero, ¢como calcular el
valor exacto de ese limite? En la grafica e-t podemos hacerlo trazando la recta
tangente a la curva en t=0.8 s y calculando su pendiente, pero: ;cémo podemos estar

seguros de haber trazado exactamente la tangente?

En lugar de trazar la tangente o de calcular el limite de una sucesion numeérica,
podemos calcular de forma exacta el limite de una funcion: v.,(At). Para ello,
obtendremos la expresién general de la rapidez media a partir de t=0.8 s y para un At
genérico, y después calcularemos el limite de esa expresion cuando At tiende a cero.
La actividad siguiente muestra la planificacion que ha realizado un compafiero tuyo
para calcular el valor exacto de la rapidez de la bola cuando t=0.8 s paso a paso.

Revisala y completa los calculos.

A9. Sabiendo que: e(t)=88t?, para hallar la rapidez en el instante t=0.8 s, haré lo

siguiente:

Posicion de la bola cuando t=0.8s .........cccevviiiinnnn.. e(0.8) =7

Posicion de la bola un At después .............ccceveuvennnnn. e(0.8+At) = ?
Desplazamiento de la bola durante ese At ................ Ae = e(0.8+At) - €(0.8) = ?
Rapidez media a partir de t=0.8 s, durante ese At .... Vv(0.8, At) = Ae/At =2
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Rapidez en el instante t=0.8 S ......cccciiiiiiiiiiiiiiiiinnn.n, v(0.8) = ?

Comentario A9:

Esta actividad fue encargada para casa, y s6lo unos pocos la realizaron correctamente, salvo
errores operativos (por ejemplo, considerar el cuadrado del binomio como suma de cuadrados).

La mayoria sustituyeron At por un valor concreto, €l més frecuente: 0.1 s. Logicamente, no fueron
capaces de contestar ala Ultima pregunta. En la puesta en comun, y después de haber representado
graficamente los calculos, casi todos reconocen que han calculado la rapidez mediaentre 0.8y 0.9
s. Algunos, en el Gltimo apartado, proponen sustituir At por un valor “muy pequefio”: 0.001 s, lo
que reflgjauna confusion entre el limitey el Ultimo término de laserie (0 uno de los Ultimos).

Después de esa primera puesta en comun, el profesor les propone repetir |os célculos dejando At
como variable. Més del 50% realizan los calculos correctamente, y el resto aprende el
procedimiento correcto durante la nueva puesta en comun. El profesor interpreta en la gréfica cada
paso, eidentificael resultado con el valor exacto de la pendiente de la rectatangente.

Cuando se les propone calcular la rapidez en otro instante siguiendo un procedimiento similar, la
mayoriarealiza correctamente |os célculos sin ayuda.

Sin necesidad de leer la informacion posterior, en la discusion algunos alumnos preguntan cdmo
calcular la rapidez en un instante cualquiera. Aunque algunos tienen dificultades para manejar
funciones de méas de una variable, el profesor va sustituyendo en el Gltimo calculo realizado el
valor numérico concreto de t por la variable t. Al terminar, algunos identifican €l resultado con la
derivada (se empezé la parte de Fisica después de desarrollar la de Quimica, de manera que ya
habian tratado en Mateméticas el calculo de derivadas), aungue no tienen claro si es casualidad,;
posiblemente, esto indica que ni siquiera estos alumnos mas aventajados reconocen la derivada
como €l limite del cociente incremental.

Como aplicacion, el profesor plantea en clase la siguiente actividad de evaluacion individual:

La ecuacioén del movimiento de un mévil es la siguiente: e = 5t + 3, yladeotro: e= 4t-1 (Sl.)

Deduce la ecuacion v(t) de cada mévil. Calcula la rapidez cuando t=2 sy explica el significado
fisico del resultado.

Estos son los resultados de esa eval uacion:
- El 90% obtiene correctamente v(t) en el primer mévil (e=5t?+3) calculando el
limite de la rapidez media “paso a paso”, y el otro 10% calcula directamente la

derivada.

- En el segundo movil (e=4t-1), una tercera parte reconoce que es un movimiento
uniforme e identifica la rapidez como el coeficiente que acomparfia a la variable
t; el resto, vuelve a calcular el limite de las rapideces medias, aunque en la

puesta en comun advierten que no era necesario.

- ElI 50% explica correctamente el significado del resultado obtenido para v,
distinguiendo entre el primer moévil (o que se desplazaria...) y el segundo (lo

que se desplaza...)

Estos resultados ponen de manifiesto que la mayoria de los alumnos han comprendido el proceso
de calculo de larapidez en cualquier instante.

Después de entregarles su actividad corregida, €l profesor realiza los siguientes comentarios que
son seguidos sin dificultad por todos |os alumnos:

- el célculo del limite de velocidades medias equivale a calcular la derivada de la

posicién, y por tanto pueden aplicar las reglas de derivacion “sabiendo lo que
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estan haciendo”. El profesor insiste en distinguir entre el concepto (de/At, o]
mejor: de/dt) y la forma de calculo mediante “reglas de derivacién”.

- cuando el movimiento sea uniforme no es necesario usar el Céalculo diferencial
para calcular la rapidez

- es importante incorporar explicaciones verbalizadas para interpretar el

significado fisico de los resultados

Ya sabemos resolver el problema de calcular la rapidez instantanea en t=0.8 s.
Podemos utilizar el mismo procedimiento para calcular la ecuacién de la rapidez
en cualquier instante: t. Para ello, obtendremos la funcion: v, (t,At) y después

calcularemos el limite cuando At tiende a cero.

Posiciéon de la bola en el instante t e(t) = 88t?

Posicion de la bola un At después e(t+At) = 88(t+At)? = 88t? + 88AL? + 176t- At
Desplazamiento a partir de t durante ese At  Ae = e(t+At) - e(t) = 88At%> + 176t- At
Rapidez media a partir de t, durante ese At Vm(t,At) = Ae/At = 88At + 176t

Rapidez en el instante t v(t) = }!Igrg (88At + 176t) = 176t

Habras reconocido ya que el proceso que hemos seguido para calcular la rapidez
instantanea es precisamente el calculo de la derivada de la posiciéon respecto del
tiempo: e'. Para no tener que hacer el proceso al limite en todas las ocasiones,
puedes utilizar las reglas que ya conoces del calculo de derivadas. En concreto, la que

usaremos con mas frecuencia es: si f(z)=A- z™, entonces f=A- m- z™* .

El camino seguido para dar significado y calcular la rapidez en un instante ha sido
un poco mas largo de lo esperado; en ese camino hemos inventado el concepto de
diferencial y lo hemos relacionado con el concepto de derivada. Para resumir lo
que hemos hecho, y ademas generalizarlo a cualquier otro movimiento (y no sélo una

bola que cae), te proponemos la siguiente actividad.

A10. Imagina que conocemos ya la posicion de un movil en cualquier instante
mediante una grafica e-t y una ecuacioén e(t). Expresa con tus propias palabras qué se
entiende por rapidez instantanea y coémo se puede obtener la ecuacién de la rapidez

en cualquier instante.
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Comentario A10:

Cuando se recoge a los alumnos, antes de la puesta en comin, el 50% explica correctamente €l
concepto y €l resto repite el enunciado: “rapidez instantdnea es la rapidez que tiene en cada
instante”. En cuanto a la forma de célculo, todos explican correctamente el procedimiento como €l
calculo del limite de rapideces medias que sereduce a célculo deladerivada: €'

Al final, el profesor entrega el siguiente guién para que elaboren un pequefio resumen y lo
incluyan en su cuaderno para que sea corregido por el profesor:

1. Movimiento uniforme, es decir, con rapidez constante

- ¢Qué es la rapidez?

- ¢CoOmo se calcula a partir de la ecuacion: e = e(0) + v- t?
2. Movimiento no unifor me, esdecir, acelerado

- ¢Qué es la rapidez?

- ¢Como se calcula a partir de la ecuacion: e(t)?

All. Hemos estudiado el movimiento de tres bolas distintas utilizando un mismo
sistema de referencia, y después de analizar los datos experimentales hemos obtenido

la siguiente ecuaciéon para el movimiento de cada bola (S.1.):

e=0.2t—1 e=0.3t>+2 e =-9.6t + 0.4t°

a) Explica las diferencias entre el movimiento de esas tres bolas

b) Calcula la ecuacion de la rapidez de cada bola

c) Calcula la rapidez de cada bola cuando t=3 s, y explica el significado fisico
del resultado obtenido.

d) Calcula en cada caso el valor de Ae y de para t=3 s y At=5 s, y explica el

significado fisico del resultado obtenido.

Comentario A11:

La mayoria de los alumnos distingue correctamente entre movimientos uniformes y no uniformes,
aungue tienen mas dificultad para explicar €l Ultimo caso, como era de esperar. En la puesta en
comun se mejora la explicacién haciendo marcas sobre la trayectoria en cada segundo, y
construyendo la gréfica aproximada e-t.

Casi todos los alumnos calculan la ecuacion de la rapidez en cada caso, aunque algunos no saben
derivar la tercera ecuacion. Calculan correctamente v(3) y explican su significado; tan solo es
preciso volver a corregir algunas expresiones del tipo: “es la rapidez cuando t=3 s”, pidiendo que
expliguen su significado fisico.

El dltimo apartado (d) es muy fructifero parainsistir en que A e existe en cualquier movimiento, y
para establecer su relacion con de. Se hace necesaria la ayuda del profesor para contestar
correctamente.
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Al2. La ecuaciéon de la posicion de un cuerpo en cualquier instante es la siguiente:
e=-30+4t> Calcula la posicién y rapidez del cuerpo en el instante t=1.5 s, y la
rapidez cuando se encuentre a 6 m (hacia el lado positivo) del origen. Explica el

significado fisico de los resultados que obtengas.

Comentario Al12:

El 90% de los alumnos realiza los célculos correctamente. EI 60% explica correctamente sus
resultados, mientras el 40% restante se resiste a verbalizar explicaciones y se limita a contestar:
“es larapidez cuando han pasado 1.5 ", “es larapidez cuando esta a 6 m del punto de referencia’.
De nuevo, este tipo de respuestas es corregida entre todos.

1.3. DETERMINACION DE LA ACELERACION3! EN CADA INSTANTE

En este apartado queremos averiguar cual es la aceleracion de la bola en cada
instante, y en qué instante tiene la bola una aceleracion determinada. Expresaremos
el resultado mediante una gréafica a-t o mediante una ecuacion a(t), que obtendremos
a partir de la ecuacion: v=176t. Pero antes de aprender a calcular, estudiaremos el
significado de la aceleracién en cada instante, partiendo del concepto de aceleracion
media. Por el camino, tendremos que recurrir de nuevo al concepto de diferencial, en

este caso la diferencial de la rapidez: dv

A13. Calcula la aceleracion media de la bola desde t=0 hasta t=2 s e interpreta el
resultado obtenido. ¢Cual crees que es la aceleracion de la bola en el instante t=0.8 s?

¢Ha sido necesario, en este caso, hacer uso del Calculo diferencial?

Comentario A13:

Después de un breve intercambio de opiniones, todos los alumnos identifican la aceleracion con el
cambio de rapidez por unidad de tiempo. Les cuesta més trabajo traducir esta idea en el cédlculo:
Av/At, pero una vez discutido todos parecen entenderlo. En la puesta en comin se representa cada
paso: v(0), v(2), Av... en la gréfica v-t, y se discute si el resultado es la aceleracion media o la
aceleracion en cada instante. Todos reconocen sin dificultad que no ha sido necesario utilizar el
Calculo diferencia porque la rapidez cambia uniformemente, es decir, la aceleracién es la misma
durante todo el movimiento.

Los cdlculos se repiten de forma inmediata, sin necesidad de trabajo en pequefios grupos, en los
distintos ejemplos de ecuaciones y gréficas que les presenta el profesor. El hecho de haber
introducido ya la relacion: v=e’, lleva a algunos alumnos repetidores a sugerir el calculo de la

31 como se recordard, la parte del tema de Cinematica que aqui se presenta se refiere al
estudio de movimientos de trayectoria conocida. La aceleracion que aqui se define puede
denominarse: aceleracion sobre la trayectoria o, directamente, aceleracidon tangencial; de hecho
asi lo hacemos en nuestras clases, pero lo hemos suprimido aqui para evitar arrastrar este
adjetivo en todos los comentarios.
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aceleracion “derivando la velocidad”, aunque el profesor insiste en que, en los ejemplos citados,
no resulta necesario.

Al4. Por un procedimiento todavia desconocido, hemos averiguado la aceleracion de
un cuerpo en el instante t=2 s, y el resultado es de 6 m/s/s. Discute el significado
fisico de ese valor. {Cuanto habrd cambiado la rapidez de ese cuerpo en un intervalo

de 5 s a partir de ese instante?

Comentario Al4:

Todos los alumnos interpretan el significado y hacen los calculos como si la aceleracion fuese
constante, aunque son pocos los que hacen explicita esa suposicion. Al final de la puesta en
comun, reconocen que al precisar: “ A si la aceleracion se mantuviese constante”, estan
refiriéndose a dv.

A partir de agui, los alumnos aceptan con facilidad la posterior explicacion del profesor. Parala
definicion de acel eraci6n instantanea, se distingue entre el caso en que la aceleracion es constante
(de forma operativa: a=Av/At) y el caso en que no es constante (de forma operativa: a=dv/dt).
Para calcular la aceleracion en este Ultimo caso, el profesor vuelve a recordar la necesidad de
calcular el limite de la aceleracion media... Los alumnos reconocen que el cdlculo de ese limite es
precisamente el cdlculo deladerivada; se concluye entonces; a=v'.

Al proponerles la actividad siguiente, los alumnos preguntan de inmediato si pueden usar yareglas
de derivadas. El profesor les recomienda que usen esas reglas solo si estan seguros de lo que estan
haciendo.

Al5. En la Al1l se estudid el movimiento de tres bolas distintas. Calcula la aceleraciéon

de cada una en el instante t=0.9 s.

Comentario A15:

L os alumnos, después de recordar |as correspondientes ecuaciones: v(t), no tienen dificultades para
calcular la aceleracién en los dos primeros ejemplos: nula en €l primero, constante en el segundo.
Los que aplican ya reglas de derivacién, hacen pronto los célculos, aunque algunos tropiezan con
una dificultad: calculan v(0.9) y después intentan derivar. Los que, a pesar de la explicacion de la
actividad anterior, intentan hacerlo paso a paso (caculo de la aceleracién media, clculo del

Iimite...) son més lentos, aungue al final reconocen todos la equivalencia de los dos métodos.

En la puesta en comin, se escriben en cada caso las ecuaciones eft), v(t) y a(t) y sus
correspondientes gréficas, distinguiendo de nuevo en qué casos ha sido necesario usar el Célculo
diferencial.

Al6. La ecuacion e(t) del movimiento de un cuerpo viene dada por la siguiente
expresion: e=t>+t+3 (S.1.). Deduce la ecuacién v(t) para ese movimiento. Calcula el
valor de la aceleracion instantanea en t=0,6 s y explica el significado fisico de ese
valor.

Comentario Al6:

De los 14 alumnos a los que se ha recogido a azar en la clase del profesor investigador esta
actividad, todos hacen los cal cul os correctamente (cinco siguen cal culando la derivada como limite
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de velocidades medias...), y el 80% interpretan correctamente el significado del resultado obtenido
paraa(0.6).

En la puesta en comln se han representados las tres gréficas. e-t, v-t y a-t. Se han hecho calculos
para otros instantes, se han sefialado esos resultados sobre las gréficas y se ha verbalizado su
significado.

Al7 (actividad de revisién/recapitulacién). Expresa con tus propias palabras qué

se entiende por aceleracion instantanea (para un movimiento cualquiera), y como

puede calcularse a partir de la ecuacion v(t) y de la grafica v-t.

Comentario A17:

Se harecogido esta actividad, antes de la puesta en comun, a 11 alumnos del grupo del profesor
investigador. Estos son los resultados més Ilamativos: 10 explican correctamente e concepto,
todos explican como calcular la aceleracion instanténea a partir de la ecuacion v(t) (9 de dllos,
detallan ademas el procedimiento paso a paso), y tan sélo tres explican €l procedimiento de
cdculo de la aceleracion a partir de la gréfica v-t, sefialando la pendiente (dv/dt) de la recta
tangente.

El profesor recoge y amplia las aportaciones més importantes. Al final, entrega el siguiente guién
para que elaboren un pequefio resumen y lo incluyan en su cuaderno:

1. Movimiento uniformemente aceler ado, es decir, con aceler acién constante:

- ¢Qué es la aceleracion?
- ¢Como se calcula a partir de la ecuacion: v =v(0) + a- t?

2. Movimiento no uniformemente acelerado, es decir, con aceleracion NO constante:

- ¢Qué es la aceleracion?
- ¢Como se calcula a partir de la ecuacion: v(t)?

Al final, el profesor generaliza, através de distintos ejemplos que relacionan magnitudes fisicas, la
idea de cociente diferencial y su equivalencia con la derivada. Asi, en general: df/dx es lo que

cambiaria f, a partir de x, cada vez que x cambia una unidad, si ese cambio se produjese de manera

. . + AX) -
uniforme. Ese cociente se calcula: ar = |im i = |im fx A.).() CY =f
dx At®o AX At®0 Ax

A18. El anuncio de un coche afirma: "De 30 a 120 km/h en 9.0 s", con aceleraciéon

constante (Cual es el valor de esa aceleracién?, ;qué distancia habra recorrido el

coche durante esos 9 segundos?
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Comentario A18:

Existen tres tipos de alumnos segin el céalculo realizado para €l desplazamiento sobre la
trayectoria

1. Los que calculan de. Advierten que el resultado no es Ze, tan sélo una

estimacion.
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2. Los que aplican formulas memorizadas (ecuaciones del movimiento
uniformemente acelerado estudiadas el curso anterior), o el teorema de Merton

(calculan la velocidad promedio y multiplican por el tiempo).
3. Los que utilizan técnicas de antiderivacion, inducidos por alumnos repetidores

En la puesta en comun, no hay dificultad para comprender cualquiera de esas tres respuestas. El
profesor advierte la mayor generalidad de la tercera frente a la segunda, y propone algin gercicio
de aplicacién de aceleraciéon no constante. Al célculo de antiderivadas les [laman calculo de
integrales (mejor, si acaso, cdlculo de primitivas); no obstante, reconocen que tan sélo aplican
reglas inversas a la derivacion, sin inventar ningln concepto. Hasta aqui, era el contenido bésico
relacionado con el Célculo diferencial que pretendiamos alcanzar con el tema de Cinematica.

Comentario delos Anexos:

Los grupos experimentales del profesor investigador fueron un poco més ald, analizando con
detalle la primera respuesta. En ocasiones, 10s propios alumnos sugieren mejorar la aproximacion
suponiendo constante la rapidez durante cada segundo; en otros casos, |0 propone el profesor.
Después de readlizar los primeros célculos, se les entrega el Anexo | de Cinematica (cap. 8, pp.
271-274), y se va leyendo entre todos sin dificultad. Cuando se les entrega para casa el gjercicio
del final de ese Anexo, selesinsiste en lanecesidad de realizar célculo numérico.

Al comenzar la segunda clase, se anotan en una tabla en la pizarra los resultados obtenidos por
distintos alumnos segln el nimero de subinterval os que han elegido (o el tamafio de los mismos).
Algunos comentan en voz alta que se obtiene una serie numérica que se acercara cada vez mas al
resultado.

El profesor resume mediante una expresion sumatoria en funcion de N todos los resultados y deja
abierta la duda: ¢sera exacto € resultado cuando N tiende a infinito?, ¢Jlegar & a ser cero la
suma de un numero cada vez mayor de errores cada vez mas pequefios? El profesor bautiza a
concepto inventado como integral, destacando que no coincide con ninguna de las sumas o
términos de la serie.

En general, no se puede ir mas alla de la introduccion de este concepto, pues un buen nimero de
alumnos empieza a tener dificultad con las expresiones matemédticas utilizadas. Al menos, la
mayoria es capaz de seguir sin dificultad la construccion del concepto y la duda planteada. En este
punto, d profesor asegura que €l error se hace cero, y que laforma de calcularla es precisamente
antiderivando, tal como se habia hecho en €l tercer tipo de respuesta.

Para los alumnos maés interesados, el profesor entrega el Anexo Il de Cinematica (cap. 8, pp. 275
276) donde se relaciona el error nulo con el célculo de antiderivadas (Teorema Fundamental); son
muy pocos los alumnos que, de forma individual, comentan en los dias siguientes ese segundo
Anexo con el profesor. El profesor investigador y los profesores formados, al poner en comun el
diario de sus clases, consideran que, dado €l curriculum de Fisicay Quimica de 3° BUP, es mejor
dejar el tratamiento preciso y completo del problema para el curso siguiente. Por tanto, las ideas
contenidas en este Anexo serén desarrolladas en el curso siguiente.

Incluso, alguno de los profesores formados se muestra partidario de limitarse en el Bachillarato
y/o COU a usar derivadas y antiderivadas, sin necesidad de ensefiar el concepto de integral
(definida) y el Teorema Fundamental. En su opinidn, una vez escrita la expresion diferencial, se
despeja el cociente diferencial y seiguala aladerivada, procediendo a partir de aqui con el célculo
de antiderivadas.

Esa opinién no es compartida por el profesor investigador, puesel tratamiento completo y preciso
del problemay la estrategia del Calculo permitira valorar y comprender mejor todo su sentido. En
particular, sblo de esa manera se podrd justificar y comprender la razon por la cua el cociente
diferencial debe ser igual aladerivada, més alla de unameradefinicion.
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Para describir con precisiéon el movimiento de un cuerpo, ha sido necesario ampliar
los conceptos de rapidez media durante un intervalo y aceleracion media durante un
intervalo, lo que nos ha llevado a inventar dos conceptos nuevos: rapidez vy
aceleracion en un instante. Pero no sé6lo hemos inventado esos conceptos, sino que
hemos aprendido a relacionar las ecuaciones de la posicion, rapidez y aceleracion en

cualquier instante. A modo de recapitulacién, realiza la siguiente actividad.

A19. Realiza una recapitulacion parcial de lo que hemos avanzado en la solucién de

nuestro problema general. Te puede servir de ayuda el siguiente esquema.

MOVIMIENTOS DE TRAYECTORIA CONOCIDA

¢Coémo se obtiene

Posicién en un instante: ;cual es su significado?

e(t) a parK'r de v(t)?

Rapidez en un instante:v(;cuél es su significado? ¢Cémo s!e obtiene

¢Coémo se obtiene \f(t) a partir de e(t)? v(t) a parR'r de a(t)?

v

Aceleracion en un instante: ;cual es su significado?

¢COémo se obtiene a(t) a partir de v(t)?
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Comentario A19:

La realizacion de esta actividad ha permitido aclarar las ideas que se habian trabajado. El profesor
ha aprovechado, ademas, para relacionar en la medida de lo posible con lo que han estudiado en
Mateméti cas, recordando las reglas bésicas de derivacion e integracion (antiderivacion).
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¢COMO SE CALCULA LA VARIACION DE ENERGIA POTENCIAL CUANDO

LA FUERZA INTERIOR CONSERVATIVA NO ES CONSTANTE?

cou

Debe recordarse la contextualizacion de las actividades dentro del tema (cap. 8, pp. 279-280).
En particular, en las actividades previas se ha utilizado |a expresion AEpgra,=m: g+ Ah pararealizar
célculo numérico en distintos gjercicios y problemas.

En el caso de un desplazamiento desde la superficie hasta 200 m de altura, cuando el profesor ha
insistido en el valor mnstante de la fuerza peso, unos pocos alumnos han recordado la ley de
gravitacion universal. No obstante, el resto de la clase los ha convencido como si la constancia del
peso fuese una evidencia en una altura tan pequefia (ponen, como gemplo, lo que sucede en la
cima de una pequefia montafia), no siendo necesario realizar calculo numérico. De todas formas, €l
profesor ha mostrado con un dibujo que esos 200 m resultan despreciables frente al radio de la
Tierra. En esta discusion algiin alumno ha preguntado qué ocurririasi €l desplazamiento hubiese
sido mayor, y la fuerza peso no hubiese sido constante, pero no ha sido asumido como problema
por €l grupo. El profesor da paso entonces alasiguiente actividad.

Al. Calcula la variacibn de energia potencial gravitatoria del cuerpo de la actividad

anterior cuando se desplaza 2000 km hacia arriba en la direccion vertical.

Comentario Al:

Todos los alumnos realizan el célculo suponiendo la fuerza constante de —29.4 N durante €
desplazamiento. Cuando el profesor les pide calcular lafuerza de atraccion gravitatoria a 2000 km
de atura y comprueban que se reduce casi a la mitad (17.0 N), algunos critican de inmediato el
resultado obtenido anteriormente. Para convencer atodos, €l profesor escribe laexpresionF- Ar,y
pregunta: ¢qué valor de F tomamos si va cambiando en ese Ar? Para los més reticentes, les
propone esperar a la siguiente actividad para comprobar que la expresion operativa que ellos
conocen del trabajo no puede utilizarse cuando lafuerza no es constante.

Algunos alumnos han comentado durante la discusion que han calculado la diferencial, pues han
supuesto que laF es constante; estas intervenciones, y las aclaraciones del profesor, |levaatodos a
reconocer que han realizado una estimacion. El profesor recuerda entonces el significado que ya
han estudiado de ladiferencial, y destacala causa que ha obligado a usarla.

La propuesta de algunos alumnos de calcular el trabajo tomando la fuerza a 2000 km de altura,
sirve a profesor para resaltar la existencia de un error cuando se mantiene la fuerza constante
(AEp-dEp), y advertir que en la expresion diferencial se toma el valor de la fuerza a principio del
intervalo (lo que se justificara més tarde al tomar cada vez intervalos méas pequefios). En este caso
concreto: AEp<dEp, y por tanto el error es negativo.

A2. Haz una estimacioén del AEp gravitatoria cuando el cuerpo de la actividad anterior
se desplaza “en dos etapas”: 1000 km en la primera y otros 1000 km en la segunda.

Comentario A2:

La mayoria de los alutmos realiza los célculos sin dificultad. Durante la puesta en comun se
discute el significado fisico de cada uno de €llos en términos de estimacion, y se reconoce que €l
error cometido en cada estimacion es menor. El profesor aprovecha para destacar el caracter
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funcional de la diferencial, y para advertir que también hemos cometido un error, aunque menor, al
calcular cada dEp.

Para los alumnos con mayores dificultades, el profesor insiste en que el resultado a hacer los
calculos “en dos etapas” es distinto del resultado cuando se hace “ en una sola etapa’, 10 que pone
de manifiesto que el trabajo realizado no puede calcularse realmente escribiendo el valor inicial de
la fuerza. Al sumar los dos valores de dEp que han obtenido, todos reconocen que el error
cometido es ahora menor (aungue suman dos términos), que nos hemos acercado més al valor de
AEp que buscamos.

De inmediato, muchos proponen dividir los 2000 km en un nimero mayor de “etapas’ o
subintervalos, aunque son contestados por otros: “siempre cometeras un error”, “asi nunca se
acabaria pues siempre se puede seguir aumentando el nimero de divisiones’.

El profesor propone aplazar la discusion para mas tarde, y realizar célculos concretos ya que,
aunque no podamos llegar al valor exacto de AEp, a menos podemos acercarnos mucho mas. Al
realizar los calculos por grupos, €l resultado més aproximado se ha obtenido dividiendo €l
desplazamiento de 2000 km en diez intervalos de 200 km (se sigue apreciando que la fuerza
gravitatoria disminuye de forma apreciable: de dos en dos newton al principio y de uno en uno al
find).

A3. Un alumno &irma que AEp y dEp coincidiran cuando el desplazamiento Ar sea

muy pequefio. Discute con tus compafieros si estds de acuerdo o no con esa

afirmacion.

Comentario A3:

En la puesta en comin de la actividad anterior ya habian discutido esta cuestion. Todos los
alumnos sefialan que nunca coincidiran AEp y dEp, aungque son muchos |os que comentan que
cada vez se hara mas pequefio; “pero seguiran sin coincidir”, insisten otros. Se establece asi una
conciencia critica en el grupo: todos quieren creer que a final llegaran a coincidir, pero cuando se
expresa en voz alta surge la advertencia en sentido contrario. El profesor aprovecha estos
comentarios para recordar el concepto de limite: aunque siempre se comete un error, podria ser
gue el limite de ese error sea cero cuando el tamafio del desplazamiento tienda a cero.

Durante la discusion, el profesor ha comentado también que AEp y dEp coincidiran cuando
realmente |a fuerza sea constante durante el desplazamiento, pero en este caso seriaindtil recurrir
a concepto de diferencial (refuerzaasi lajustificacion que haobligado a utilizar ladiferencial).

Algunos alumnos han comentado que, entonces, todos los célculos realizados usando la férmula:
m- g- h son también aproximados, “son también diferenciales’ dicen ellos. El profesor reconoce que
realmente es asi, que en lugar de calcular AEp habiamos cal culado también en esos casos dEp. Por
tanto, el resultado que obtengamos a nuestro problema también debe aplicarse a los casos en que
antes usdbamos esa formula “ equivocada’. El profesor propone aplazar esta cuestion para discutir
en alguna actividad posterior.

A4. Un alumno afirma que, dividiendo el desplazamiento de 2000 km en N

subintervalos, nunca podra alcanzarse el valor exacto de AEp, por muy grande que

sea N. Discute con tus compafieros si estas de acuerdo o no con esa afirmacion.
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Comentario A4:

Estaidea ya habia sido adelantada en clase, y habia sido criticada. Los alumnos coinciden en que
no se puede obtener asi el AEp buscado.

El profesor trata de introducir una duda. Recuerda que en la actividad anterior se habia establecido
gue (AEp-dEp) nunca era cero, pero si 1o era su limite cuando el desplazamiento tiende a cero.
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“¢No puede ocurrir aqui lo mismo, haciendo que N tienda ainfinito?’ Esta posibilidad es admitida
por la mayoria de los alumnos, pero tienen grandes dificultades para expresar con lengugje
matemético estaidea.

El profesor escribe verbalmente en la pizarra las expectativas de llegar a obtener €l resultado
exacto de AEp, y después asume el papel protagonista para tratar de expresarlo mateméticamente,
tal como se ha explicado en el comentario de esta actividad en el capitulo 8 (p. 283). La mayor
dificultad de los alumnos consiste en comprender el simbolo “sumatorio”; dado que crea méas
obstaculo que ayuda, el profesor opta por evitarlo, escribiendo siempre los sumandos iniciales
seguidos de puntos suspensivos hasta el término enésimo.

Al introducir e concepto de integral, muchos alumnos lo relacionan con el célculo de primitivas.
No obstante, al no aparecer en €l integrando ninguna funcién para hallar la antiderivada, no se
deciden por aplicar reglas. La conclusién final de esta actividad queda planteada de la siguiente
forma:

\

- 83710° . . . AEp- dEp _ . .
paraque: (... dEp = AEp, debe cumplirse que: /_!L%noé =0 ("r)

Ar

Debemos recordar el significado de la expresion diferencial: dEp=-F,- dr Es una

estimacion del AEp, a partir de r y para un Ar (=dr), que consiste en suponer

que la fuerza es constante en ese Ar. Légicamente, la pendiente de esa estimacion

lineal (dEp/dr) es constante y coincide con el valor de F, en cada r.

Debes recordar, ademas, que el limite de una diferencia es igual que la diferencia

de los limites: lim(F—-G) = limF - IimG

AS5. De

acuerdo con las ideas que se acaban de recordar, ;qué condicion debe

cumplirse para que el valor obtenido mediante la integral definida sea el valor exacto

de AEp?

Comentario A5:

Aunque escriben (correctamente) la condicion que debe cumplirse de la siguiente forma:
. AEp _ . dEp : ) :

lim —— = Iim ———, es necesaria la ayuda del profesor: en primer lugar, para reconocer que el

Ar®o  Ar Ar@o Ar

primer miembro es la definicion de la derivada, que ellos simbolizan: Ep’ (es necesario recordar

las distintasexpresiones que han utilizado en Matematicas), y en segundo lugar parareconocer que

el segundo miembro es la pendiente de la estimacion diferencial, que es la misma sea cual sea el

Arodr.

Se llega a la conclusion de que la condicién que debe cumplirse es que dEp/dr seaigual aEp’. En
ese momento, €l profesor tiene que volver arecordar la expresion diferencial de partida, y laley de
gravitacion universal (F=-G- Mt my/r?).

Esimprescindible la intervencion casi continuada del profesor, aunque es cierto que se ha creado
un ambiente de interés y expectativa. Al final, cuando reconocen que tienen que aplicar el cdlculo
de antiderivadas o primitivas se sienten un poco defraudados, pues recuerdan que durante la
discusion yalo habia dicho méas de uno.

Es necesario entonces que el profesor recapitule, advirtiendo que, efectivamente, podiamos haber
acabado mucho antes, pero no habriamos sabido por qué la integral Gumas de Riemann) se
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calculaba mediante la antiderivada. La fijacion de los alumnos en los aspectos mecanicos del
Cdlculolesllevaano valorar suficientemente | os aspectos de comprension.

El calculo de la antiderivada no presenta dificultades, tan s6lo en relacién con el significado de la
constante de integracion. Teniendo en cuenta el cansancio mental delosaumnos, el profesor no se
detiene mucho en esta cuestion, tan solo sefiala que su valor no afecta al célculo de AEp en e
desplazamiento de 2000 km.

Al final, el profesor introduce la siguiente actividad, para reaizar en la siguiente clase: “ya
sabemos calcular el AEp para un caso concreto, pero buscamos ahora una expresion general para
cualquier Ar”.

A6. Deduce una expresién general para calcular el AEpg,, cuando un cuerpo de masa

m¢, se aleja de un planeta desde un punto A hasta otro B.
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Comentario A6:

Todos los alumnos llega a escribir la expresién diferencial, que el profesor completa utilizando la
GM, -m
ley de gravitacion universal: dEp=-F-dr =—L2—-dr A partir de aqui, ya algunos quieren
r

calcular antiderivadas, aunque todavia no tienen muy claro de qué funcién. El profesor les entrega
el guién que se habia previsto paralarealizacién de esta actividad (cap. 8, p. 285).

De nuevo, las mayores dificultades se encuentran en el uso del lenguaje matematico. Con laayuda
del profesor, esta vez con mayor fluidez que en la actividad anterior, se llega a la siguiente
conclusién:

para que: 6_=rBdEp =AEp =Ep,_,, - Ep,.,, , debecumplirse que: Ep¢= dEp _ lel+mc
=ra dr r

A partir de aqui, vuelven a utilizar sus conocimientos sobre calculo de primitivas parallegar ala
expresion buscada més la constante de integracion, que el profesor hace cero paraque laEp enel

G-Mp-m,
r

infinito sea cero: Ep = - El resto de la discusion se centra en el andlisis fisico, en

especial en el signo negativo.

Al final, el profesor propone valores numéricos concretos para comprobar que, en el caso del
sistema formado por e cuerpo y € planeta Tierra, la expresion A Ep=m- g- Ah conduce
précticamente a los mismo resultados cuando h es pequefia y Ah también, dando asi respuesta a
una cuestion que habia quedado aplazada en la discusién de una actividad anterior.
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ABSORCION DE UNA ONDA

cou

Debe recordarse |a contextualizacién de las actividades dentro del tema (cap. 8, p. 289).

En ocasiones, la disminucion de intensidad de una onda no sélo puede atribuirse al

efecto de atenuacién, es decir, a una mayor distancia al foco emisor. Por ejemplo:

- La intensidad del sonido emitido por un altavoz no es la misma cuando
estamos en la misma habitaciéon que el altavoz que cuando estamos en otra
habitacién distinta, aunque en ambos casos estemos situados a la misma

distancia del altavoz.

- La intensidad de la luz que nos llega del faro es menor los dias de niebla, a
pesar de que estamos siempre a la misma distancia y la potencia de

emisioén del faro es siempre la misma.

Al. Intenta explicar las razones por las cuales disminuye la intensidad de la onda en

los ejemplos que se acaban de citar.

Comentario Al:

Los argumentos de los alumn os son muy ricos conceptualmente, y se refieren a distintas causas
mas alla de la atenuacién: se produce un reparto de energia entre la onda reflegjada y la transmitida
al pasar del aire al muro y después del muro al aire; se produce un efecto de dispersion delaluz
por las moléculas de aire, disminuyendo la energia transmitida en una determinada direccion. El
profesor anotalas posibles causas y va estableciendo condiciones para que no aparezcan cada una
de dllas; a final, reconocen que €l medio puede absorber energia que no transmite, aunque los
alumnos intentan encontrar el mecanismo por el que sucede ese hecho, y por eso buscan
explicaciones microscopicas

Una vez reconocida la existencia de distintas causas, el profesor advierte que nos vamos a ocupar
en las siguientes actividades exclusivamente del efecto de absorcién, eliminando las restantes. El
parrafo explicativo que habiamos incluido a continuacion en el programa de actividades queda
justificado, pero resulta insuficiente pues durante la discusion los alumnos han sefialado mas
causas, ademés de la atenuacién y la absorcién. El profesor se encarga entonces de afiadir
condiciones suplementarias: es un medio homogéneo (no hay cambio de velocidad de
propagacion) en el que no se produce dispersion.
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En general, la disminucidon de la intensidad es debida tanto a la atenuacién como a

la absorcion del medio. Para centrar nuestra atencion en el fenébmeno de absorcion,

eliminaremos el efecto de la atenuacién suponiendo una onda plana que se propaga

en la direccidén del eje X.

A2. ;De qué crees que va a depender la disminucién de intensidad de una onda al

pasar de un punto a otro de un mismo medio? Adelanta una expresion que relacione el

Al para un Ax dado. Representa la gréafica I-x correspondiente.
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Comentario A2:

Al leer el enunciado de la actividad, el profesor sefiala un punto del gje X, le asignaun valor | ala
intensidad, y sefiala un Ax poniendo entre interrogantes: ¢Al? Ante las preguntas de los alumnos,
establece que la onda se propaga en el sentido positivo del gje X.

(AI?
/\‘
1 I >
Ax
<4+“—r

X

Todos los alumnos citan la influencia de Ax y las caracteristicas del medio (que el profesor incluye
en el coeficiente: & sin precisar su significado ni unidades), en ambos casos creciente. Escriben la
expresion: Al=a- Ax, y €l profesor llamalaatencién sobre el signo de Al.

Algunos alumnos buscan en la puesta en comun la influencia de otras variables; velocidad de
propagacion, tiempo que tarda en recorrer ese A x... variables que, a depender del medio, el
profesor supone contenidas en 4, sin entrar en la discusion. Algunos alumnos se refieren a otras
dos variables: la potencia de emision de la onda, y la distancia a foco (implicitamente se estan
refiriendo al valor de | a comienzo del intervalo); ante las dificultades de estos alumnos para
justificar laimportancia de estas dos variables, y laresistencia del resto de comparieros, el profesor
dejaestainfluenciaentre interrogantes, para ser analizada después.
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Cuando el profesor les muestra otras posibles expresiones compatibles con €l andlisis cualitativo,
ellos enuncian otras alternativas. Algunas las rechazan (por gjemplo: Al=4&") porque no se ajustan
alas condiciones limite (si Ax=0, debe ser Al=0). Al final, reconocen que se quedan con la primera
expresion que han escrito porgue es la més sencilla de todas. En ese momento, se representa
gréaficamente en el sistema de coordenadas 1-x, identificando: Al, Ax, & (pendiente), y repitiendo
para Ax consecutivos hasta obtener unarecta:

El profesor reconoce la importancia del criterio de sencillez, pero advierte que la expresién debe
ser considerada como hipoétesis, que debe ser contrastada experimentalmente. Justifica asi la
realizacion dela siguiente actividad.

A3. Imaginad un disefio experimental para probar la hipétesis anterior.

Comentario A3:

L os alumnos proponen medir laintensidad en distintos puntos, y centran su discusion en latécnica
de medida. El profesor propone utilizar medidas indirectas, como por gjemplo € ennegrecimiento
de placas fotogréficas (directamente proporcional a valor de la intensidad), y recuerda la
existencia de un fotébmetro en cualquier cAmara fotografica. El profesor sugiere tomar medidas a
intervalos regulares, y les pide que adelanten una gréfica con los resultados esperados. Al final, se
representaen lapizarra:
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A4. Experimentalmente, se han obtenido los valores de | que se representan en la

siguiente gréafica.

A
-
Al I
1
_____E_ _____ .I.
] ! n
Al &[T yTTT )
""" T A
1 ! ) |
1 ! ] I
1 ! ] 1
1 ! ] 1
1 ! ] 1
1 ! ] 1
1 : ] 1
S SR >
— o
AX Ax

A la luz de estos resultados, introducid las modificaciones oportunas en la hipotesis

sobre la relacién de Al con Ax
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Comentario A4:

L os alumnos reconocen de inmediato que estos resultados no se gjustan a lo que ellos esperaban.
Sus preguntas reflejan que han comprendido el significado de |os resultados experimental es que se
han obtenido. Por gemplo: “¢no habiamos dicho que & s6lo depende del medio, y no de x?’ (han
identificado & con la pendiente del trozo de recta: -Al/AX), “ ¢entonces laintensidad nunca se haria
cero?’.

En la respuesta a esa segunda pregunta se discute el concepto de limite: en la situacion ideal que
estamos estudiando | nunca se haria cero, pero el limite de | cuando x tiende ainfinito si seria cero
(I se acerca a cero més que cualquier nimero pequefio que tomemos, con tal de hacer x
suficientemente grande).

Algun alumno pretende adelantar directamente I(x) de acuerdo con la curva que se deduce de esos
puntos experimental es, pues dice que “le recuerda a una ‘ parabola o una ‘hipérbola”. El profesor
le hace ver que es un camino con muchas posibilidades de aror: es preferible centrarse 1o que
ocurre en un Ax cualquiera, y eso nos permitira encontrar lafuncion que él busca.

El profesor resume el andlisis cualitativo realizado en A2: JAl| es creciente con Ax y con 4,
haciendo ver gque sigue siendo valido pero es necesario completarlo e introducir cambios en la
expresion. Pensando quizés en lainfluencia (que ya habian sugerido anteriormente) de la distancia
al foco, algunos sugieren: Al=-a- Ax/x. Es bien aceptada, pero el profesor propone estudiar casos
limite (falla en x=0). Otros alumnos, en mayor nimero, sugieren introducir € valor de | en €l
numerador: Al=-a- |- Ax, siendo compatible con el andlisis cualitativo y con los casos limite.
Ademas, les parece la mas sencilla, a pesar de que admiten que hay otras andidatas (que les
muestra el profesor); se trata entonces de una nueva hipétesis.

Algunos alumnos comentan que la nueva expresion es también lineal respecto al Ax, igual que la
primera, y es posible que tampoco sirva. El profesor explica sobre la gréfica que la pendiente es
cada vez més pequefia conforme | disminuye. Otro alumno advierte: ¢y si el resultado de |Al| es
mayor que |? El profesor aprovecha pararesaltar que es una estimacion, aungue los alumnos no lo
reconocen.

El profesor propone célculo numérico con datos concretos, para Ax=40 cm, y después les pide
hacer lo mismo por etapas de 10 en 10 cm. Al terminar esos calculos, admiten la dificultad: ¢qué
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valor de | debe tomarse si es variable alo largo de ese Ax? Laestimacion consiste en tomar lal del
principio, reconociendo entonces que setratade ladiferencial: di=-& |- dx.

El profesor propone datos concretos para calcular las correspondientes dl, interpretar el significado
fisico del resultado y comparar |Al] con [dl]. Se aprecia la existencia de un error (Al-dl) que es mas
pequefio cuanto menor sea AX.

A partir de aqui, todos se plantean ya subdividir el intervalo sabiendo que les va a conducir hasta
la integral correspondiente. Algin alumno sugiere que se puede pasar dk a otro miembro, y
obtener asi la derivada. El profesor propone redlizar la siguiente actividad para justificar esa
relacion.

A5. A partir de la expresion diferencial que has adelantado en la actividad anterior,

intenta deducir una expresién para la funcién 1(x).

Comentario A5:

B profesor recapitula después de leer el enunciado, destacando la expresién diferencial adelantada
como hipotesis. Los alumnos se proponen realizar cdlculo numérico, pero el profesor les sugiere
gue intenten escribir en lenguaje matematico lo que harian para obtener un resultado mas
aproximado a Al buscado.

A los alumnos con més dificultades, el profesor les ayuda para el caso més sencillo: dividir el Ax
en dos trozos, escribiendo el Al aproximado como suma de dos dl;, y junto a esa expresion la del
error cometido: 2- (Al-dl). Les pide a esos alumnos que repitan |a expresion para el caso en que Ax
se divida en cinco intervalos, y al final el profesor generaliza para N divisiones del Ax utilizando
simbolo sumatorio. A esta conclusion (sin utilizar sumatorios) habian |legado ya otros alumnos por
si solos.

Como habia ocurrido otras veces, la mayoria de los alumnos tienen dificultades para utilizar con
autonomia ese nuevo lengugje. Los pasos restantes de la estrategia del Célculo los tiene que
realizar €l profesor, esperando en cada paso la aprobacion de los alumnos: plantea la posibilidad de
que el error se haga cero en el limite cuando N tiende a infinito (cuando cada Ax tiende a cero),
deduce lanecesidad de que €l cociente diferencial coincida con la derivada, y resume la conclusion
utilizando el concepto deintegral y el Teorema Fundamental.

En lugar de aplicar reglas de calculo de primitivas (antiderivadas), el profesor sugiere buscar “por
tanteo” (ya han estudiado en Mateméticas la funcién exponencial) una expresion que cumpla: I'=-
& | Tras algunas pruebas fallidas, algunos alumnos proponen la funcién exponencial, y con la
ayudadel profesor concluyen: 1=lg- €% *

El profesor recuerda que la expresion diferencial de partida (dl=-& |- dx) eraunahipétesis, lamés
sencilla entre otras expresiones posibles. Los alumnos se encargan de comprobar que la expresion
obtenida es coherente con el andlisis cualitativo y €l comportamiento experimental, y el profesor
advierte que su validacién definitiva se obtendr& por su coherencia con nuevas experiencias, por su
acierto para predecir nuevas situaciones, y por su guste con otras ideas (como por gemplo, la
explicacion del mecanismo microscopico por el que se produce la absorcion).
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Hemos recogido hasta aqui, a grandes rasgos, las intervenciones, argumentos y
dificultades de los alumnos cuando se enfrentan con las actividades que hemos
preparado. Las dificultades que aparecen son las naturales y habituales cuando se
estan formando nuevos conceptos con la participacion de los alumnos, segln nuestra
experiencia como profesores, y son indicadoras de que se esta actuando dentro de la

“zona de desarrollo potencial” de los alumnos.

Las intervenciones descritas muestran con claridad que se estan proporcionando
oportunidades adecuadas para que los alumnos aprendan, pues se produce un alto
nivel de implicacién e interés, y su participacion hace que las aportaciones del profesor

constituyan una respuesta a una necesidad sentida.

Pasamos a mostrar ahora que estos alumnos han comprendido mejor el uso del
Calculo diferencial en la Fisica que los alumnos que no han seguido nuestra propuesta,
y que desarrollan actitudes mas positivas hacia el papel de los conceptos diferenciales

en la ensefianza/aprendizaje de la Fisica.

9.2. LOSPROGRAMASDE ACTIVIDADES CONSIGUEN QUE LOSALUMNOS
MEJOREN SU COMPRENSION Y ACTITUD HACIA EL USO DEL CALCULO
DIFERENCIAL EN LA FISICA

Para comprobar que se ha producido una mejora significativa de todos los
indicadores de una adecuada comprensiéon de la diferencial en la Fisica (cap. 2, p. 81),
hemos empleado los instrumentos indicados en la tabla 8.11, en el momento que alli se
indica (cap. 8, p. 297). En concreto, hemos pasado la cuestiéon C4e-p (Teorema
Fundamental) y el problema Ple a los estudiantes de segundo curso experimental
(COU), todos alumnos del profesor investigador, y las restantes cuestiones han sido
pasadas a distintos estudiantes de los grupos experimentales de 3° BUP (del profesor
investigador y de profesores formados). Unos pocos alumnos de 3° BUP del profesor
investigador han sido, ademas, entrevistados siguiendo un guién previamente

establecido (cap. 4, p. 158).

En total, han participado en la contrastacién experimental de este consecuencia,
contestando a una o varias cuestiones, un total de 211 alumnos de grupos
experimentales, distribuidos de la siguiente forma: 112 alumnos pertenecientes a tres

grupos de 3° BUP del profesor investigador, 81 alumnos pertenecientes a tres grupos
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de 3° BUP de profesores formados y 18 alumnos de un mismo grupo de segundo curso
experimental (COU) del profesor investigador. Conviene advertir que estas cifras se
refieren al nimero total de alumnos implicados, pero no coinciden con el tamafio de la
muestra que ha contestado a cada pregunta, pues no se han pasado todas las

cuestiones a todos los alumnos.

Se presentaran por separado los resultados de los alumnos de grupos
experimentales del profesor investigador y los de profesores formados, y seran
comparados con los resultados de los alumnos de nueve grupos de control de COU (un
total de 270 alumnos). Para decidir si existen o no diferencias significativas entre cada
grupo experimental y el grupo de control, utilizaremos el parametro estadistico t de

2 cuando se trata de una

Student cuando se trata de porcentajes y el estadistico +
pregunta con varias respuestas posibles, en los dos casos para el nivel de confianza

habitual del 5% o menor

En lugar de presentar los resultados obtenidos con cada instrumento de manera
separada, los agruparemos en torno a cada uno de los indicadores de una adecuada
comprension de la diferencial en la Fisica, independientemente de cémo hayan sido
obtenidos, tal como hicimos al presentar los resultados de nuestra primera hipoétesis
(cap. 5, pp. 174 y ss.). Los resultados de la entrevista se utilizaran para ilustrar

nuestra interpretacion de las respuestas obtenidas por escrito.

Para valorar e interpretar en su justa medida los resultados, debe tenerse en
cuenta que tanto los grupos experimentales como los de control pertenecen a cursos
en los que se produce la iniciacion al Calculo; no obstante, en el caso de los
experimentales casi todos los resultados han sido obtenidos en 3° BUP, a mitad de
curso (la parte de Fisica se empezé en el segundo cuatrimestre), mientras los de
grupos de control son del nivel de COU y contestan a final de curso. Esta diferencia es
claramente desfavorable para nuestra hipoétesis, pues los alumnos de grupos de
control han tratado durante mas tiempo los conceptos matematicos y fisicos de las

situaciones que se les plantean.

No debe extrafar que las respuestas de los alumnos de grupos experimentales de
3° BUP se encuentren todavia lejos de lo que cabria esperar después de un uso

reiterado de la nueva propuesta; no obstante, las diferencias con respecto a los
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grupos de control deben mostrar una determinada orientacién: si ya en estos cursos
se aprecian diferencias significativas, cabe esperar que una ensefianza basada en la
nueva propuesta acabe produciendo unos resultados cada vez mejores en términos
absolutos, y con diferencias cada vez mayores con los alumnos de grupos de control.
Un indicador de estas expectativas positivas lo constituiran los resultados de los

alumnos de segundo curso experimental, a pesar de tratarse de una muestra

reducida.

9.2.1. Andlisis comparativo de resultados sobre la justificacion de la

necesidad de usar la diferencial
En la tabla 9.1 se presentan los resultados del problema y las cuestiones que

guardan relacion con la justificacion del uso de la diferencial en situaciones fisicas

concretas.
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TABLA 9.1. Respuestas relacionadas con la | Gr. Control | Gr. Exptal. | Gr. Exptal.
justificacion de la necesidad de wusar la P.investig. | P. formado
o) o, o)
diferencial 7o (sd) 7o (sd) 7o (sd)
Cle-p: La causa que justifica con mayor precision el cou 3° BUP 3° BUP
paso de Av=a- At a la expresiéon: dv=a- dt es: (N=149) (N=103) (N=68)
Porque la aceleraciéon depende del tiempo ............... 10.7 (2.5)|33.0 (4.7) [25.0 (5.3)
¢Diferencia significativa? Si Ssi
C5e: Ante distintas ecuaciones del movimiento, CcoOu 3° BUP 3° BUP
consideran imprescindible usar el Calculo diferencial (N=117) (N=112) (N=81)
para calcular la rapidez instantanea:
Distinguen correctamente entre ecuaciones lineales y
no lineales en casos sencillos ......cccoviiiiiiiiiiiiinenns 16.2 (3.4) | 63.4 (4.6) [23.5 (4.7)
¢Diferencia significativa? Si NO
Ple: Cuando resuelven problemas... cou coOu
(N=57) (N=18)
Utilizan el Célculo diferencial ..........ccoooiiiiiiiiiiinann. 19.3 (5.3) | 88.9 (7.6)
¢ Diferencia significativa? S]]
Intentan justificar la necesidad de usarlo ................ 1.8 (1.8) | 83.3 (9.0
¢ Diferencia significativa? Si
Lo justifican correctamente ........c.ccoevviiiiiiiiiiiennenen. 1.8 (1.8) [ 83.3 (9.0)
¢Diferencia significativa? Si

En todas las respuestas, menos una, existen diferencias significativas favorables a

los grupos experimentales; como era de esperar, las diferencias son mas acusadas

para los grupos experimentales del profesor investigador, a pesar del contexto
socioeconémico al que pertenece el alumnado, y mayores aun para los estudiantes de
segundo curso experimental. Interpretamos estas diferencias como una muestra de la
mejora que el uso de la nueva propuesta produce en la comprensién de las causas que

obligan a recurrir a la diferencial en situaciones fisicas concretas.

Los siguientes extractos de entrevistas a alumnos experimentales de 3° BUP, que
tan so6lo han tenido un primer acercamiento al Calculo diferencial en las clases de
la alta calidad de sus

Fisica en el tema de Cinematica, ponen de manifiesto
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respuestas. En concreto, cuando estan analizando un problema ya resuelto y se les
pregunta la razén por la cual una expresion escrita en términos de incrementos

(Am=ni- AV) pasa a escribirse en términos diferenciales (dm=fi- dV), contestan:

EXTRACTO 25: Ejemplo de respuesta para justificar el paso de incrementos a

diferenciales (Francis, alumno de alto rendimiento, 3° BUP)

Francis: Porque como la densidad va variando segun la altura, no es la misma a 0 m que a
2000 m, por eso no podemos seguir una misma densidad sino que va cambiando
segun la altura a la que se encuentra (...) Al no ser la misma densidad, entonces no

podemos considerar un valor...

EXTRACTO 26: Ejemplo de respuesta para justificar el paso de incrementos a

diferenciales (Antonio, alumno de rendimiento medio, 3° BUP)

Antonio: Porque, al ir subiendo, la densidad va disminuyendo, y cuanto menos densidad...
E: Pero, ¢por qué no usamos entonces la primera expresion: Am=f- AV?
Antonio: Porque en Am es regular, y en dm la masa cambia irregularmente, no varia

regularmente.

EXTRACTO 27: Ejemplo de respuesta para justificar el paso de incrementos a

diferenciales (Palen, alumno de rendimiento medio, 3° BUP)
Palen: Aqui (Am=fi- AV) el cambio seria de forma constante en cada intervalo de altura, y aqui

(dm=A- dV) sin embargo cambiaria (...) Yo creo que (el que resuelve el problema) se

ha dado cuenta que la densidad no es constante, y por eso hace ese paso.

9.2.2. Andlisis comparativo de resultados sobre € significado de la diferencid
En la tabla 9.1l se presentan los resultados del problema y las cuestiones que

guardan relacion con el significado de las expresiones diferenciales en situaciones

fisicas concretas.

TABLA 9.11. Respuestas relacionadas con el | Gr. Control | Gr. Exptal. | Gr. Exptal.
P. investig. |P. formado

% (sd) | % (sd) | %  (sd)

significado de la diferencial
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C7e: ¢(Cual es el significado fisico de la expresion Ccou 3° BUP 3° BUP
diferencial: dN=-& N- dt? (N=52) (N=95) (N=78)
Estimacion lineal del AN ..............ccovimiiiiiiiiieeee. o () 38.9 (5.0) |20.5 (4.6)
¢Diferencia significativa? Si Si
C3e-p: ¢(Cual es el significado fisico de un valor CcoOuU 3° BUP
numérico de la diferencial: dT (At=0.05 s)? (N=56) (N=97)
Estimacion lineal del AT ......ccocoviiiiieiieeeeeeeeeeeeeen 0 ()| 433 (5.1
¢ Diferencia significativa? 5]
Ple: Cuando resuelven problemas... Ccou Ccou
(N=57) (N=18)
Escriben expresiones diferenciales .......................... 17.5 (5.1) |83.3 (9.0)
¢Diferencia significativa? Si
Explican algun significado ........cc.ooiiiiiiiiiiiiin, o () 66.7 (11.4)
¢Diferencia significativa? si
Significado correcto: Estimacién lineal del Am .......... o () [66.7 (11.4)
¢ Diferencia significativa? S1]

De nuevo, todos los resultados son favorables a nuestra hipdtesis: existen claras
diferencias entre los porcentajes de alumnos de grupos experimentales que explican
correctamente el significado fisico de expresiones diferenciales y valores numeéricos
concretos, y esas diferencias son mayores aun cuando se consideran grupos

experimentales de segundo curso del profesor investigador.

Para valorar en su justa medida esas diferencias, debe advertirse que casi todos
los grupos de control, al ser de COU, habian estudiado, o estaban estudiando en ese
momento, el tema de Fisica nuclear, mientras que para los grupos experimentales (3°
BUP) el contenido fisico de la expresion: dN=-& N- dt era totalmente desconocido. Pese
a ello, se produjeron respuestas escritas de los alumnos experimentales que
asignaban un claro significado a esa expresibn mateméatica; sirva de ejemplo la
siguiente respuesta literal de un alumno experimental de 3° BUP: “dN significa cuanto
cambiaria el numero de nucleos de esa sustancia en un determinado espacio de
tiempo (dt) si siempre se desintegrasen los mismos nucleos cada segundo”. Tampoco

las resultaba familiar la expresion: dT=T’- dt, y sin embargo son capaces de explicar el
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significado fisico de un valor numérico concreto obtenido a partir de esa expresion,
como se muestra en la siguiente respuesta literal escrita por un alumno experimental
de 3° BUP: “si a partir del momento de introducir el termdmetro la temperatura
asciende lo mismo cada segundo, la temperatura a los treinta minutos habria

aumentado 2160 °C”.

Algunas respuestas escritas de los estudiantes de los grupos experimentales de 3°
BUP se refieren a la idea de estimacién, pero no saben precisar en qué consiste; para
situarnos siempre en la opcibn mas desfavorable para nuestra hipotesis, no hemos
contabilizado estas respuestas como oorrectas en los resultados de la tabla 9.11. El
siguiente extracto de una entrevista con una alumna de grupo experimental reproduce

una respuesta de este tipo:

EXTRACTO 28: Ejemplo de respuesta imprecisa para explicar el significado de la

diferencial, no contabilizada como correcta (Rocio, alumna de alto rendimiento, 3°

BUP)

Rocio: El incremento es el cambio constante y la diferencial no... dm es lo que cambiaria la
masa si... conforme la densidad... por lo que cambiaria el volumen

E: Lo que cambiaria la masa, ¢en qué condiciones?, ¢por qué utilizas el tiempo
condicional?

Rocio: Si la densidad fuese esto... (sefiala la ecuacién del enunciado)

También aparecen durante las entrevistas con alumnos experimentales respuestas
correctas, en su lenguaje todavia poco preciso, sobre el significado de la expresion
diferencial: dm=f- dV
EXTRACTO 29: Ejemplo de respuesta correcta sobre el significado de la expresion
diferencial (Gema, alumna de alto rendimiento, 3° BUP)

Gema: Esa expresion (dm=i- dV) nos dice: lo que cambiaria la masa depende de lo que

cambiaria el volumen, suponiendo la densidad constante.

EXTRACTO 30: Ejemplo de respuesta correcta sobre el significado de la expresion

diferencial (Palen, alumno de rendimiento medio, 3° BUP)

Palen: Esa expresion (dm=f- dV) nos dice lo que cambiaria la masa si cambiara
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constantemente la masa cada intervalo de altura (se refiere a la columna de aire).

Las diferencias encontradas entre grupos experimentales y de control en relacion
con el significado de la diferencial, deben conducir también a claras diferencias en sus
respuestas a las cuestiones relacionadas con el valor numérico de la diferencial y el

reconocimiento del caracter funcional. En la tabla 9.1l se presentan los resultados

mas importantes sobre este aspecto.

Como puede apreciarse, existen diferencias significativas en todas las respuestas
que hemos considerado indicadoras del reconocimiento del caracter funcional de la
diferencial, a favor siempre de los alumnos de grupos experimentales, en mayor

medida en los del profesor investigador.
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TABLA 9.11l. Respuestas relacionadas con el | Gr. Control | Gr. Exptal. | Gr. Exptal.
caréacter funcional de la diferencial P.investig. | P. formado
% (sd) % (sd) % (sd)
C2e-p: Cuando eligen posibles valores numéricos que cou 3° BUP 3° BUP
puede tener la diferencial de una magnitud (N=40) (N=95) (N=78)
Respuestas consistentes con el caréacter funcional,
pues admiten mas de un valor NUMEriCo .................. 15.0 (5.7)|81.8 (4.4) [57.0 (5.6)
¢ Diferencia significativa? S]] ST
Respuestas consistentes con el caracter funcional
cuando justifican su eleccion .......c..cciviiiiiiiiiniienaane. 25.0 (6.9)|76.6 (4.9) |50.6 (5.7)
¢Diferencia significativa? Si Si
C3e-p: Calculo de dT de una pieza que se introduce en Ccou 3° BUP
un horno, para dos intervalos de tiempo, conociendo el (N=56) (N=97)
valor de la derivada en el instante inicial
Obtiene un valor numérico para dT en ambos
intervalos, lo que puede interpretarse como un
reconocimiento (al menos operativo) del caréacter
funcional de la diferencial .......cccccooiiiiiiiiiiiiiiin, 446 (6.7)|74.2 (4.5
¢ Diferencia significativa? Si

Cuando se pregunta a los alumnos experimentales durante la entrevista cual es el

valor numérico que puede tomar dn, por regla general las respuestas son inmediatas,

reconociendo el caracter funcional, tal como muestran los dos siguientes extractos.

EXTRACTO 31: Ejemplo de respuesta que reconoce el caracter funcional de la
diferencial (Mendo, alumno de alto rendimiento, 3° BUP)

Mendo: dm valdra bastante, conforme vamos subiendo se hace menos denso el aire.

E: ¢Cual sera su valor?

Mendo: Depende de la altura hasta la que subamos

EXTRACTO 32: Ejemplo de respuesta que reconoce el caracter funcional de la

diferencial (Gema, alumna de alto rendimiento, 3° BUP)
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Gema:

Me imagino que valdra poco, pues al ser tan estrecho (el cilindro de aire) el volumen

es pequerio... Bueno, depende de la altura, si la altura es grande valdra mucho, y si

la altura es pequefia, valdra poco.

9.2.3. Andlisi's comparativo de resultados sobre la relacion entre diferencia y

derivada

En la tabla 9.1V se presentan los resultados de bhs cuestiones relacionadas con

este aspecto concreto.

TABLA 9.1V. Respuestas sobre la relacion entre

diferencial y derivada

Gr. Control

Gr. Exptal.

P. investig.

Gr. Exptal.

P. formado

% (sd) % (sd) % (sd)
C6e (12): Dada la expresion: dR/dz=L- z, consideran cou 3° BUP 3° BUP
correcta la lectura: (N=40) (N=106) (N=81)
La diferencial de R entre la diferencial dezesigual . | 37.5 (7.7) [96.2 (1.9) (91.4 (3.1)
¢ Diferencia significativa? Si ST
C6e (22): Dado el razonamiento: “dR/dz=L- z CcoOu 3° BUP 3° BUP
Despejando dR se obtiene: dR=L- z- dz”, consideran (N=40) (N=106) (N=81)
que:
Es correcto y se lee en términos de diferenciales ..... 375 (7.7)]190.6 (2.9) |85.2 (4.0
¢Diferencia significativa? Si si
C3e-p: Para calcular directamente d T apartirdel valor cou 3° BUP
de la derivada (T'=1.2 °C/s): (N=56) (N=97)
Usan la formula de Cauchy (dT=T'- dt) para At=0.05
SYAL=30 MIN oo 35.7 (6.5)|57.7 (5.0)
¢Diferencia significativa? Si

Como puede apreciarse, existen diferencias claramente significativas a favor de los

alumnos de grupos experimentales, cuando se trata de reconocer a la expresion dR/dz

como un verdadero cociente y aceptar por tanto como correctos los razonamientos,

frecuentemente realizados en Fisica, basados en esta idea.
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Durante la entrevista se les preguntaba por la lectura de un cociente diferencial

(dm/dv=...), vy se les preguntaba también si es correcto despejar de esa expresion:

dm=...dV. Las respuestas de los alumnos experimentales que reproducimos en los

siguientes extractos sirven para ilustrar los rotundos resultados presentados en la

ultima tabla.

EXTRACTO 33: Ejemplo de lectura correcta del cociente diferencial (Palen, alumno de

rendimiento medio, 3° BUP)

E:

Palen:

Palen:

¢Como lees esta expresion: dm/dVv?
Diferencial de m entre diferencial de V
¢Es correcto despejar: “fi= dm/dV, entonces: dm=fi- dV’?

Yo creo que esta bien despejar

EXTRACTO 34: Ejemplo de lectura correcta del cociente diferencial (Mar, alumna de

rendimiento medio, 3° BUP)

E:

Mar:

Mar:

¢Como lees esta expresion: dm/dvVv?
Es la derivada: el diferencial de la masa entre el diferencial del volumen...
¢Es correcto despejar: “fi= dm/dV, entonces: dm=A- dV”’?

Si, claro que se puede despejar

EXTRACTO 35: Ejemplo de lectura correcta del cociente diferencial (Rocio, alumna de

alto rendimiento, 3° BUP)

E:

Rocio:

Rocio:

Rocio:

¢Como lees esta expresion: dm/dVv?

La diferencial de m partido la diferencial de V

¢Es una derivada?

Si

¢(Es correcto despejar: “fi= dm/dV, entonces: dm=i- dV”’?

Esta bien dado ese paso
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9.2.4. Andlisis comparativo de resultados sobre laintegra y € Teorema

Fundamental
Como ya se ha advertido, en el tema de Cinemética de 3° BUP no se contemplaba

de manera obligatoria la introduccion del concepto de integral y el Teorema

Fundamental; sin embargo, estas ideas son esenciales para adquirir una vision global
de la estrategia del Calculo y comprender las verdaderas razones por las que se
realiza la estimacién diferencial. Actualmente encontramos fase de

nos en

experimentacion sobre la introduccion de estas ideas en el curso de COU o 2°
Bachillerato: hemos presentado ya las secuencias de actividades correspondientes a
dos tépicos especificos de este curso. Por esta razon, los resultados de grupos
experimentales sobre este aspecto concreto han sido obtenidos con alumnos de
segundo curso, alumnos de COU del profesor investigador que lo fueron también el
afio anterior en 3° BUP. Como ya se ha explicado (cap. 8, p. 250), el nimero de

alumnos de este segundo curso experimental es bastante bajo (N=18). Los resultados

se presentan en la siguiente tabla.

TABLA 9.V. Respuestas sobre la integral y el Teorema | Gr. Control | Gr. Exptal.
Fundamental P. investig.
%  (sd) %  (sd)
Ple: Cuando resuelven problemas... Ccou Ccou
(N=57) (N=18)
ESCribe iNtegrales ..o 17.5 (5.1) | 77.8 (10.1)
¢Diferencia significativa? Si
Especifica: como suma de muchos términos .......c.c.ccovviiiieiiiiannen. o (¢ 72.2 (10.9)
¢ Diferencia significativa? ST
Justifica de alguna manera el Teorema Fundamental .................. 0 () 66.7 (11.4)
¢ Diferencia significativa? ST
C4e-p: Dado el enunciado del Teorema Fundamental, cuando se les Ccou Ccou
pide argumentos que lo justifiquen, en especial el hecho de que (N=56) (N=15)
aparezca la funcién primitiva:
Escriben argumentos que pueden justificar el Teor. Fundamental 0 () |80.0 (10.7)
¢Diferencia significativa? Si

A pesar del tamafio reducido de

la muestra de alumnos experimentales de

segundo curso, las grandes diferencias obtenidas, a favor del grupo experimental,
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ponen de manifiesto la potencialidad de la nueva propuesta para adquirir una vision
completa y llena de sentido fisico de la estrategia general del Célculo (cap. 2, p. 59) y
de las relaciones que existen entre sus conceptos basicos: diferencial, derivada e

integral.

Teniendo en cuenta que las entrevistas de alumnos experimentales han sido
realizadas en 3° BUP, no podemos ofrecer extractos que ilustren los resultados que

hemos presentado.

9.2.5. Andlisis comparativo de resultados sobre €l uso mecanico del Célculoy

las expectativas de usarlo con sentido
Los resultados que hemos presentado han puesto de manifiesto claras diferencias

entre grupos experimentales y grupos de control respecto al uso con comprensiéon del
Célculo diferencial. Tales resultados muestran, por si mismos, que los alumnos de
grupos experimentales, al contrario que sus comparieros de grupos de control, no se
limitan a utilizar el Calculo de forma mecénica sino que comprenden por qué hacen lo

que hacen.

No obstante, para mostrar con mayor nitidez aun las diferencias entre este uso
con comprension de los alumnos de grupos experimentales frente al uso mecanico de
los alumnos de grupos de control, en la tabla 9.Vl y el grafico 9.1 presentamos los
resultados mas llamativos del analisis de la resolucién de un problema novedoso, en el
que se pedia expresamente verbalizar lo que se hacia. Las diferencias entre los

resultados de ambos grupos hacen innecesario cualquier comentario.

303



Segunda hipdétesis: resultados (estudiantes)

TABLA 9.VI. Uso del
problemas de Fisica

Céalculo diferencial para resolver

Gr. Control

Gr. Exptal.
P. investig.

% (sd) % (sd)
Ple: Cuando resuelven el problema... Cou Cou
(N=57) (N=18)
1. Usa el Calculo diferencial ........ccoevoiiiiiiiiiiiieeeeee 19.3 (5.3) | 88.9 (7.6)
¢ Diferencia significativa? ST
2. Intenta justificarlo, aunque sea errbneamente ............... 1.8 (1.8) | 83.3 (9.0
¢ Diferencia significativa? Ssi
3. Asigna algun significado a la diferencial, aunque sea
(18 [o{ 0] €T 1o R 0 () 66.7 (11.4)
¢Diferencia significativa? Si
4. Escribe integrales ... 17.5 (5.1) | 77.8 (10.1)
¢ Diferencia significativa? Ssi
5. Considera explicitamente a la integral como suma de
MUCHOS TErMINOS ..eniiieie e eeas o (¢ 72.2 (10.9)
¢Diferencia significativa? SI
6. Justifica de alguna manera el Teorema Fundamental ...... 0 () 66.7 (11.4)
¢Diferencia significativa? Si

OGr. Control B Gr. Experimental
100

80 1----
2,
8 60 1----
c
[a)
S 40 1---
o

20 +-

Gréfico 9.1. Uso del Calculo diferencial para resolver problemas de Fisica (ver tabla 9.VI)

1 2 3 4

Esta diferencia en el uso con comprensién del

5

Calculo diferencial

6

se refleja

también en las distintas opiniones de ambos grupos de alumnos, obtenidas mediante

una escala tipo Likert, sobre el contenido de dos afirmaciones (C8e) relacionadas con
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la reducciéon del Calculo diferencial en las clases de Fisica a la aplicacibn mecanica de

reglas (tabla 9.VII y grafico 9.11; tabla 9.VIII y grafico 9.111).

TABLA 9.VI1 y GRAFICO 9.11

“Cuando se utiliza el Calculo diferencial en las demostraciones y en el planteamiento
de problemas de Fisica, no presto atencién pues sé de antemano que no me voy a

enterar y atiendo solamente a la férmula que se obtiene al final”

De acuerdo | Neutral |[Desacuerdo
(%0) (%0) (%0)
Grupos de control (COU, N=108) 43.5 19.4 37.0
Grupos experimentales del investigador (3° BUP, N=103) 7.8 6.8 85.4
Grupos experimentales de prof. formados (3° BUP, N=79) 24.1 13.9 62.0
OGr. Control (COU) B Gr. Exptal. invest. (3° BUP) O Gr. Exptal. formados (3° BUP)

100

Porcentaje

De acuerdo Neutral En desacuerdo

Existen diferencias significativas (utilizando el estadistico = 2, para 4<0.05), al
expresar su grado de acuerdo o desacuerdo con esta afirmacion, entre cualquiera de
los grupos experimentales y el grupo de control. La observacion de los resultados

muestra que las diferencias son favorables a nuestra hipétesis.

El 63% de los alumnos de grupos de control admite implicitamente o esta
claramente de acuerdo con que no presta atencién cuando se usa el Calculo diferencial
en la Fisica pues sabe que no se va a enterar y atiende solamente a la férmula final, lo
que es un claro reflejo de la preponderancia del mecanicismo. Sin embargo, el 62% de

los alumnos de grupos experimentales de profesores formados, y el 85.4% de los
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alumnos del profesor investigador, rechazan expresamente esta idea, lo que
interpretamos como un reflejo del uso con comprensibn que se promueve en sus

clases de Fisica.

TABLA 9.VII1 y GRAFICO 9.111

“En realidad, lo Unico que es necesario saber en la asignatura de Fisica sobre el

Calculo diferencial es resolver las derivadas e integrales que aparecen en algunas

formulas”
De acuerdo | Neutral | Desacuerdo

(%0) (%0) (%0)
Grupos de control (COU, N=108) 34.3 16.7 49.1
Grupos experimentales delinvestigador (3°BUP, N=103) 19.4 17.5 63.1
Grupos experimentales de prof. formados (3° BUP, N=76) 26.3 28.9 44.7

OGr. Control (COU) B Gr. Exptal. invest. (3° BUP) O Gr. Exptal. formados (3° BUP)
100
80 4-------ianon e e

Porcentaje

De acuerdo Neutral En desacuerdo

Como ya hemos comentado al presentar los resultados de la primera hipotesis
(cap. 5, p. 205), los alumnos de COU de grupos de control todavia no han tenido
tiempo de aprender el estatus que llega a adquirir el Calculo diferencial en las clases
de Fisica, y quizas por este motivo s6lo la mitad de ellos admite o esta de acuerdo con
que lo uUnico importante en esas clases es resolver las derivadas e integrales que
aparecen en algunas férmulas. A pesar de ello, se obtienen diferencias significativas a
favor de los grupos experimentales del profesor investigador: el 63% de ellos rechaza

expresamente ese reduccionismo. Las posibles dudas que puedan surgir en la
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interpretacion de estos resultados se disipan cuando se analizan los resultados que se

muestran a continuacion.

En efecto, estas diferencias (uso mecanico del Célculo entre grupos de control vs
uso con comprensién entre los grupos experimentales), deben afectar también a las
expectativas de los alumnos, y las que perciben en sus profesores, sobre la posibilidad
de entender y usar con seguridad el Calculo en situaciones novedosas. Hemos
recogido las opiniones de ambos grupos de alumnos, mediante una escala tipo Likert,
sobre el contenido de dos afirmaciones (C8e) relacionadas con esas expectativas

(tabla 9.1X y gréafico 9.1V; tabla 9.X y grafico 9.V).
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TABLA 9.1X y GRAFICO 9.1V

“Noto que el profesor utiliza el Calculo diferencial porque lo necesita para el

desarrollo del tema, pero él no espera que nosotros lo entendamos”

De acuerdo Neutral | Desacuerdo
(%0) (%0) (%0)
Grupos de control (COU, N=108) 47.2 17.6 35.2
Grupos experimentales delinvestigador (3° BUP, N=102) 2.0 4.9 93.1
Grupos experimentales de prof. formados (3°BUP, N=78) 5.1 14.1 80.8

OGr. Control (COU) B Gr. Exptal. invest. (3° BUP) B Gr. Exptal. formados (3° BUP)

100

80 -1

60 -

40 1--

Porcentaje

20 1--

De acuerdo Neutral En desacuerdo

Las diferencias son rotundas, favorables siempre a nuestra hipoétesis. Resulta
evidente que mas del 8% de los alumnos de grupos experimentales (mas del 93% si
son del profesor investigador) perciben con claridad el interés y las expectativas
positivas del profesor para que ellos entiendan el uso del Calculo diferencial, frente al
65% los alumnos de grupos de control que admiten o reconocen abiertamente que el

profesor carece de expectativas positivas.
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TABLA 9.X y GRAFICO 9.V

“Yo utilizo con seguridad el Calculo diferencial y me siento capaz de resolver nuevos

problemas con él”

De acuerdo | Neutral |[Desacuerdo
(%0) (%0) (%0)
Grupos de control (COU, N=108) 45.4 33.3 21.3
Grupos experimentales delinvestigador (3° BUP, N=102) 56.9 25.5 17.6
Grupos experimentales de prof. formados (3° BUP, N=79) 35.4 21.5 43.0
OGr. Control (COU) BGr. Exptal. invest. (3° BUP) O Gr. Exptal. formados (3° BUP)
100
8O - R R R R :
S 60f------------- el e i
C 1 n
o .
[&]
1S
O 40 A -4
o
20 1 - 4
(0]

De acuerdo Neutral En desacuerdo

En este caso no existen diferencias significativas entre grupos de control y grupos
experimentales del profesor investigador, y si existen entre grupos de control y grupos
experimentales de profesores formados, favorables, en principio, a los grupos de
control. Pero este resultado no debe contemplarse de forma aislada, sino en conjunto
con los resultados que hemos presentado hasta aqui y que han puesto de manifiesto
la escasa comprension del Calculo diferencial entre los alumnos de los grupos de
control, y su visidon reduccionista y mecanica del Calculo. En nuestra opinion, la
seguridad manifestada por estos alumnos no debe ser interpretada como un resultado
desfavorable para nuestra hipétesis, sino como un reflejo de la tendencia a identificar
el Calculo diferencial con el manejo de reglas de derivacion e integracion, y del hecho
de tratarse de alumnos al final de un curso superior, que han adquirido mayor fluidez

en el desarrollo y aplicacion de reglas y algoritmos.
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Los resultados presentados confirman entonces la existencia de diferencias entre
la vision del Calculo de los alumnos de grupos de control (marcado por el uso
mecanico y sin sentido), y la visibn de los alumnos de grupos experimentales
(marcado por la comprensién, aunque todavia insuficientemente consolidada, por
encontrarse en la fase de iniciacién). Estas diferencias se reflejan en la mejor
comprension por parte de los alumnos experimentales de los conceptos bésicos del
Calculo y las relaciones entre ellos, pero también en su mayor capacidad para
utilizarlo en situaciones novedosas. También se reflejan esas diferencias en la actitud
de los alumnos experimentales indicadora de comprension que se manifiesta en su
negativa explicita a admitir que dejen de prestar atencidon cuando se usa el Calculo, en
su negativa a admitir que el profesor no se interese por que lleguen a comprenderlo, o

en su negativa a admitir que el Calculo se reduce a la aplicacibn mecanica de reglas.

9.2.6. Andlisi's comparativo de resultados sobre la valoracion del papel del

Célculo diferencid en € aprendizaje de la Fisica
Las diferencias entre grupos experimentales y grupos de control sobre el uso con

comprension del Calculo diferencial deben verse reflejadas en una distinta valoraciéon
del papel que juega el Calculo diferencial en el aprendizaje de la Fisica. Hemos
presentado dos afirmaciones (C8e) para que expresen su opinion al respecto,
mediante una escala tipo Likert. Los resultados se presentan en las dos siguientes

tablas y sus respectivos graficos (tabla 9.XI y grafico 9.VI; tabla 9.XIl y grafico 9.VII).
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TABLA 9.X1 y GRAFICO 9.VI

“Una de las causas mas importantes de que a los alumnos no les guste la Fisica es el

uso del Calculo diferencial”

De acuerdo Neutral | Desacuerdo
(%0) (%0) (%0)
Grupos de control (COU, N=108) 38.0 39.8 22.2
Grupos experimentales delinvestigador (3° BUP, N=102) 9.8 35.3 54.9
Grupos experimentales de prof. formados (3°BUP, N=77) 31.2 29.9 39.0
OGr. Control (COU) BGr. Exptal. invest. (3° BUP) O Gr. Exptal. formados (3° BUP)
100
10 ) Y R O EEEEEEE ]
.: . .
8 60 - ]
c
o
8]
S
[e] 40 T g
o
20 1 4
(0]

De acuerdo Neutral En desacuerdo

Existen diferencias significativas (utilizando el estadistico =+ 2

, para a<0.05), al
expresar su grado de acuerdo o desacuerdo con esta afirmacién, entre cualquiera de
los grupos experimentales y el grupo de control. La observacion de los resultados

muestra que las diferencias son favorables a nuestra hipétesis.

El 78% de los alumnos de grupos de control reconocen abiertamente o admiten
que el uso del Célculo diferencial es una fuente de rechazo hacia la Fisica, mientras el
39% de los alumnos de grupos experimentales de profesores formados y el 55% de
los alumnos del profesor investigador manifiestan expresamente su desacuerdo con

esa idea.
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TABLA 9.X11 y GRAFICO 9.VII

“El uso del Calculo diferencial hace que la Fisica sea mas dificil de comprender, de

forma que mas que ayudar, obstaculiza la comprension de los conceptos”

De acuerdo | Neutral |[Desacuerdo
(%0) (%0) (%0)
Grupos de control (COU, N=108) 41.7 24.1 34.3
Grupos experimentales delinvestigador (3° BUP, N=101) 18.8 25.7 55.4
Grupos experimentales de prof. formados (3°BUP, N=77) 36.4 16.9 46.8
OGr. Control (COU) BGr. Exptal. invest. (3° BUP) O Gr. Exptal. formados (3° BUP)
100
80 f---"""-"----- Pttt mortmtmmme b
EEO R R R R e e 4
c . .
o ' .
o 1 n
1S
o 40 1-9{ |-------- CTTrmmmmmeemm Pttt y
D- 1 1
20 1 - --r- - - - -- -
o '. :
De acuerdo Neutral En desacuerdo

En este caso, existen diferencias significativas tan sélo entre los grupos de control
y los grupos experimentales del profesor investigador. La observaciéon de los

resultados muestra que esas diferencias son favorables a nuestra hipétesis.

El 66% de los alumnos de los grupos de control reconocen claramente o admiten
que el uso del Calculo diferencial es un obstaculo para la comprensiéon, mientras el
47% de los alumnos de grupos experimentales de profesores formados y el 55% de
los alumnos del profesor investigador muestran claramente su desacuerdo con esa

idea.

Estos resultados muestran una clara mejoria entre los alumnos de grupos
experimentales (mas acusada si son del profesor investigador) frente a los alumnos de
grupos de control, en la valoracion que hacen del papel que juega el Calculo

diferencial en el aprendizaje de la Fisica.
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Al final de la entrevista se preguntaba a los alumnos por la influencia del uso del
Célculo diferencial en el gusto por la Fisica entre sus compafieros y en ellos mismos.
Las opiniones mas frecuentes negaban que influyese negativamente, como se muestra

en los dos siguientes ejemplos:

EXTRACTO 36: (Francis, alumno de alto rendimiento, 3° BUP)

Francis: Yo creo que no influye. A mi no me ha supuesto ningin obstaculo.

EXTRACTO 37: (Antonio, alumno de rendimiento medio, 3° BUP)

Antonio: No influye nunca, no produce ningun tipo de rechazo, ni a mi ni a mis compafieros.

Si ya es suficiente con reconocer que, al menos, no produce rechazo, en ocasiones
se llega a admitir incluso que el Calculo diferencial influye positivamente en el gusto
hacia la Fisica, como es el caso del siguiente extracto de una entrevista, donde

ademas se resalta el buen papel que puede jugar la realizacién de calculo numérico.

EXTRACTO 38: (Palen, alumno de rendimiento medio, 3° BUP)

Palen: Es un poco mas sencillo al usar el Calculo diferencial, y entonces agrada mas a la
gente. Si se tuviera que hacer de otra forma habria que dividir en muchos intervalos

y seria mucho mas trabajoso.

En resumen, puede afirmarse que los resultados del analisis comparativo sobre los
indicadores de una adecuada comprensidon de la diferencial en la Fisica son altamente
alentadores, sobre todo si consideramos que los grupos experimentales son de un
curso inferior a los grupos de control, y que se trata de conceptos novedosos que,
como todos los conceptos, no se aprenden de una vez para siempre. En el caso de los
alumnos de segundo curso experimental, que han tenido la oportunidad de utilizar

durante dos cursos nuestra propuesta, las diferencias son mucho mas acentuadas.

La propuesta alternativa de introduccion y uso del Calculo diferencial en la
ensefianza de la Fisica, presentado en un tema de iniciacion en 3° BUP, favorece la
comprension y genera actitudes positivas en mayor medida que lo que produce la
enseflanza habitual. Se trata asi de un primer paso en la direccion deseada, por

supuesto mejorable. Cabe esperar que un mayor dominio por parte del profesor
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cuando ensefa y usa el Célculo diferencial, asi como una mayor familiaridad de los
alumnos con el uso del Calculo en distintas situaciones fisicas, revertira en diferencias

mayores aun a favor de la nueva propuesta.

Pero la validez de los materiales empleados y las altas expectativas de mejora
entre los alumnos, siendo un importante paso adelante, no son suficientes para que se
produzca la incorporacion efectiva de la nueva propuesta en la ensefianza de la Fisica.
Es necesario comprobar que es posible también cambiar la practica habitual de los
profesores cuando usan el Calculo diferencial en las clases de Fisica. En el siguiente vy

ultimo apartado se presentan los resultados obtenidos en relacién con la posibilidad de

este cambio.

9.3. LOSPROFESORES PERCIBEN POSITIVAMENTE LA NUEVA PROPUESTA
SOBRE LA DIFERENCIAL Y LA POSIBILIDAD DE INCORPORARLA EN SUS
CLASES

Como se recordara, hemos disefiado un curso de formacion de profesores en el
que se analizan las deficiencias relacionadas con el uso del Calculo diferencial en la
ensefanza de la Fisica, y sus posibles causas. En ese curso se les presenta la
propuesta alternativa y se ofrecen oportunidades de ponerla a prueba, utilizandola en
aquellas situaciones en las que se han identificado las deficiencias. El disefio completo

del curso se muestra en el Anexo 6 de este trabajo.

Hemos elaborado dos disefios experimentales para comprobar que los profesores
asistentes al curso, después de reflexionar sobre las deficiencias del uso del Calculo
diferencial en la ensefianza habitual de la Fisica, y después de conocer la nueva
propuesta, valoran positivamente sus posibilidades para mejorar la situacidon descrita y
mejoran su propia comprension del Calculo. A continuacibn se presentan los

resultados obtenidos en cada uno de esos disefos.

9.3.1. Resultados sobre la mejora producida entre los profesores en su
comprension de los conceptos del Célculo diferencial cuando resuelven

problemas de Fisica.
Para contrastar esta consecuencia, hemos comparado la forma de usar el Calculo

diferencial para resolver problemas de Fisica, los mismos profesores, antes y después

de asistir al curso. Para ello, hemos preparado dos enunciados de forma que cada
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profesor resuelva un problema distinto antes y después; para evitar que la diferencia
de resultados sea achacable a la distinta complejidad de los enunciados, hemos
alternado en cada curso el orden en que se presentan. En la tabla 9.XIll se presentan

los resultados del analisis de los problemas resueltos.

Para valorar correctamente esos resultados, debe advertirse que el Gltimo curso
para profesores fue impartido en el 98, cuando aun no habiamos encontrado la
estructura problematizada que da sentido, integrandolos, a todos los conceptos y a la
estrategia del Calculo, estructura que hemos presentado en el capitulo 2. Esto hizo
que no prestaramos la atencién que merece a la construccién del concepto de integral
como sumas de Riemann y la relacién entre la condicion que debe verificar la
diferencial y el Teorema Fundamental, lo que se ve reflejado en que la mejora en

estos aspectos (n° 8 y 9 de la tabla 9.XI1l) es menor que en los demas.

Actualmente ya disponemos de una nueva version del curso de formacion, pero

aun no disponemos de datos suficientes obtenidos con dicho curso.

Este defecto es, en nuestra opinién, consustancial a toda investigacion: la
estructura légica de la resolucion del problema se alcanza en la etapa final de la
investigacién, mientras al principio se trata de tentativas exploratorias justificadas.
Habitualmente, en las memorias finales no se recoge este aspecto, pero nosotros
deseamos expresar que no ha sido un proceso lineal sino que se han producido

reestructuraciones profundas.

TABLA 9.XI111. Uso del Calculo diferencial por los profesores ANTES DESPUES
para resolver problemas de Fisica antes y después de asistir (N=94) (N=95)
al curso (Se demandaban explicitamente comentarios

relacionados con la diferencial) % (sd) | %0 (sd)
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1. Usa el Calculo diferencial ........cooooiiiiiiiiii e, 80.9 (4.1) [ 88.4 (3.3)

2. Intenta justificarlo, aunque sea erréneamente ..........c.cccceeuenen.. 13.8 (3.6) | 66.3 (4.9)
¢Diferencia significativa? Si

3. Lo justifica correctamente ........ccoviiiiiiiiiie 9.6 (3.1) | 64.2 (4.9
¢Diferencia significativa? Si

4. Escribe expresiones diferenciales necesarias .......cccccccceviiiannn... 66.0 (4.9) | 82.1 (4.0)
¢ Diferencia significativa? Si

5. Asigna algun significado a la diferencial, aunque sea incorrecto 8.5 (2.9) |44.2 (5.1
¢Diferencia significativa? si

6. Explica el significado como estimacion lineal del incremento ...... 1.1 (1.1) |44.2 (5.1)
¢Diferencia significativa? Si

7. Escribe integrales ... e 69.1 (4.8) | 74.7 (4.5)

8. Considera explicitamente a la integral como suma de muchos

L0 1 11 Lo 2 PP 53 (2.3) |17.9 (4.0)
¢Diferencia significativa? Si

9. Justifica de alguna manera el Teorema Fundamental ................ 0o () 25.3 (4.5)
¢Diferencia significativa? Si

Estos resultados muestran con claridad que el curso contribuye a que los
profesores usen mejor y con mayor seguridad el Calculo diferencial para resolver
problemas de Fisica, mostrando una mayor comprension de lo que estan haciendo. En
concreto, existen claras diferencias significativas a favor de nuestra hipdotesis en todos
los aspectos relacionados con el uso del Calculo diferencial: justificacion y explicacion
del significado de la diferencial, uso de expresiones diferenciales necesarias de
acuerdo con el analisis fisico que realizan y justificacién del céalculo de antiderivadas

para obtener el resultado final.

Aungue los resultados obtenidos por los profesores después de asistir al curso son

todavia mejorables, puede considerarse un claro éxito que a través de un curso de
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corta duracidn se consiga producir importantes cambios, dotando de significado a lo
que se ha venido aplicando de forma mecénica y con sentido nebuloso durante
muchos afos, ya sea en su etapa como estudiantes o en su ejercicio profesional. Cabe
esperar que un mayor entrenamiento en el uso del Calculo diferencial desde el

enfoque alternativo que proponemos produzca unos resultados mejores aun.

En apoyo de estas expectativas positivas, podemos comentar el siguiente
resultado. La muestra de 95 profesores que han resuelto el problema al finalizar el
curso (ver tabla 9.XIIl), incluye a los asistentes a cursos de una duraciéon media de 20
h, pero también a los asistentes a un curso excepcional de 26 h en el que hemos
desarrollado un médulo complementario (6 h) dedicado a resolver nuevos problemas.
Si analizamos por separado los resultados obtenidos por los 22 asistentes a este curso
excepcional, el analisis muestra que se producen mejoras en todos los apartados:
todos usaron el Calculo diferencial, el 95% escribieron expresiones diferenciales que
eran necesarias y lo justificaron correctamente, el 73% explicaron el significado de
esas expresiones correctamente, y el 46% justificaron el uso de antiderivadas para

llegar al resultado final.

El grafico 9.VIII muestra los resultados mas destacados que se acaban de

comentar:
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OANTES curso (N=94)
@ DESPUES curso (N=95)
B Por separado, DESPUES curso 26 h (N=22)

100%
80% +-------\ - -]

60% ~----| [ .--.-| [ .--.--.- ... ... ...

_______________________ 1

Grafico 9.VI1I. Resultados comparativos sobre la forma en que los profesores usan el

Porcentaje
N
3
>
1

Célculo diferencial antes y después de asistir al curso (correspondientes a la tabla

9.XIIl). Se muestran también los resultados del analisis por separado de los 22

) le

asistentes a un curso con un médulo complementario (6 h) de resolucion de problemas.

UL T U R A I Y W (QUITUT T ECC U T T 19V ittt

Para contrastar esta consecuencia hemos pedido a los profesores asistentes al
curso, al término del mismo, que cumplimenten un cuestionario de 10 items (ver cap.
8, p. 301). En cada item se les pide que valoren en qué medida la concepcién habitual
de la diferencial por un lado, y la concepcién alternativa por otro, favorecen un
aspecto concreto relacionado con el uso del Calculo diferencial en las clases de Fisica.
La tabla 9.XIV recoge los resultados de esa valoracion. El analisis estadistico de los

datos de esa tabla se ha hecho mediante la t de Student para datos dependientes.

TABLA 9.X1V. Valoraciéon comparativa, realizada por los profesores que participan en

el curso de formacion, sobre la diferencial propuesta y la diferencial habitual (N=120)

Valorar de 0 a 10 en qué grado se favorece la concepcién de los
. ; L . . — ¢Diferencia
aspectos citados segun la concepcion de la diferencial que se d (sd) S

significativa?
utilice
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1. Que se justifique la necesidad de usar el Calculo diferencial 4.36 (3.03) SI

2. Que se comprenda el significado fisico de las expresiones

AIfErenCiales .......eeiee e 4.86 (2.82) Si

3. Que se comprendan mas claramente los conceptos basicos del
Célculo (derivada, diferencial e integral) ........c.ccooieiiiiiiiiiiannn. 3.90 (2.61) Si

4. Que se puedan abordar con mayor seguridad nuevos problemas

de Fisica que requieran el uso del Célculo diferencial ............. 3.75 (2.80) Si

5. Que se supere la visiéon reduccionista que identifica el dominio

del Célculo diferencial con la aplicacion mecénica de reglas .... 4.99 (2.64) Si

6. Que se supere la ambigtedad del todo vale para la expresion

Lo T =1 [ T | T 4.89 (2.90) SI

7. Que se reconozca a cada expresion diferencial su caracter de

hipotesis y, por tanto, como posible fuente de error .............. 6.53 (3.06) Sl

8. Que se vincule estrechamente el analisis fisico del problema al

desarrollo diferencial que se llevaacabo ... 4.42 (2.80) Si

9. Que, en particular, los alumnos utilicen con comprension el
CAlculo difErencial ........ccceeevueieiiiie e 4.40 (2.92) S]]

10.Que, en particular, los alumnos superen una actitud negativa

hacia el uso del Calculo diferencial en la Fisica ........c..c.ccccu..... 3.76 (2.65) Sl

Los resultados obtenidos muestran con rotundidad que los profesores valoran muy
positivamente la potencialidad de la nueva concepcidon de la diferencial para superar
todas las deficiencias por las que se les preguntaba. En concreto, la media de las
diferencias es superior a 3.75, a favor de la diferencial propuesta, sea cual sea el
aspecto por el que se les pregunte. En todos los casos, podemos afirmar que la
probabilidad de que las diferencias en las valoraciones sean debidas al azar y no a

nuestro tratamiento, es mucho menor del uno por mil.

En resumen, hemos comprobado que los profesores, cuando toman conciencia de

las deficiencias en la ensefianza y en su propia comprension del Calculo diferencial, y
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después de conocer la nueva propuesta y discutir su posible aplicacion en la
ensefianza, cambian su préactica habitual: mejoran su comprensién, abandonan su
actitud mecanica y valoran positivamente la potencialidad de la nueva concepcion para
superar las deficiencias habituales en el uso del Calculo diferencial en las clases de

Fisica.
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Aunque los resultados obtenidos en la contrastacién de nuestra segunda hipdtesis
Nno necesitan mayores comentarios, vale la pena resaltar que la puesta en practica de
la nueva propuesta de uso del Calculo diferencial en las clases de Fisica, que hemos
llevado a cabo durante tres afios consecutivos, produce entre los alumnos una notable
mejoria en todos los indicadores de una adecuada comprension, incluyendo los

relacionados con el ambito actitudinal.

Las diferencias entre grupos experimentales y grupos de control son claras, a
pesar de que los primeros eran de un curso (3° BUP) inferior al de los segundos
(COU). Esas diferencias son siempre favorables a los gupos experimentales, ya sean
del profesor investigador o de los profesores formados, aunque, como es légico, son
mas acusadas en los grupos del autor de esta investigacion. Por dltimo, las diferencias
se hacen enormes cuando se trata de alumnos experimentales del profesor
investigador que han utilizado la nueva propuesta durante dos cursos (3° BUP y COU).
El aumento gradual de esas diferencias entre grupos de control y grupos
experimentales de primer curso de profesores formados, de primer curso del profesor
investigador, y de segundo curso del profesor investigador, no hacen sino reforzar la

validez de nuestra segunda hipoétesis.

Por otra parte, los profesores, cuando han participado en una reflexién colectiva y
se les presenta la nueva propuesta, perciben que puede mejorar la situacion actual, y
que sirve para superar el malestar difuso sobre el uso del Calculo diferencial en las

clases de Fisica que nos habiamos planteado al comienzo de nuestro trabajo.

Las mejoras conseguidas por la nueva propuesta dan apoyo también a la validez
de nuestra primera hipétesis, al confirmar que la baja comprension del Calculo

diferencial por estudiantes y profesores puede achacarse en buena medida a la

ensefianza habitual.
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