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CURSO 2013-14

Relacion 3: Mecanica analitica

Trabajos virtuales

1. Dos particulas de masas m; y msg estan colocadas
sobre un plano inclinado doble sin rozamiento y estan
unidas por una cuerda inextensible de masa despre-
ciable que pasa por una polea ideal, como se muestra
en la figura. Mediante el principio de los trabajos vir-
tuales demuestre que en el equilibrio se debe cumplir
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2. Una varilla uniforme de masa m y longitud L tiene
un extremo apoyado sobre una pared lisa y el otro sos-
tenido mediante una cuerda indeformable de longitud
I tal como se muestra en la figura. Considerando que
el plano formado por la varilla y la cuerda es vertical y
perpendicular a la pared, demuestre que en equilibrio
se cumple que:
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3. Una varilla forma un angulo de 30 grados con el
suelo. Una pequena anilla de masa m puede deslizar
sobre la varilla y es atravesada por un hilo que tiene
uno de sus extremos unido al suelo y del otro cuelga
una particula de masa 3m (ver figura). Utilizando el
principio de los trabajos virtuales determine el dngu-
lo 6 que forman los dos segmentos de la cuerda en la
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posicién de equilibrio estatico. Suponga que la cuerda
y la varilla estdn en el mismo plano.

0 " 3m

4. Una varilla uniforme de masa m y de longitud 2r
descansa sobre un cuenco semiesférico liso de radio
r, tal como se muestra en la figura. Asumiendo que
el cuenco se encuentra fijo y su borde es horizontal,
determine la longitud de la porcion de varilla que per-
manece fuera del cuenco en la posiciéon de equilibrio
estatico.
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5. Dos particulas de masas m y 2m estan conectadas
por una varilla de masa despreciable. El sistema puede
deslizar sin friccién por un cuenco semiesférico de ra-
dio 7, como se muestra en la figura. Utilice el método
de los trabajos virtuales para determinar el valor del
adngulo 0 en la posiciéon de equilibrio estético.

6. Una barra de peso de masa M estd obligada a
deslizar sus extremos por dos rectas tal como se in-
dica en la figura. Determine la posicion de equilibrio
mediante el método de los trabajos virtuales sabiendo
que de la polea O cuelga una masa m que arrastra el
extremo inferior de la barra hacia el origen O.



7. Un marco de alambre en forma de tridngulo rec-
tangulo se coloca en un plano vertical como se indica
en la figura. Dos particulas de masas m; = 0,1 kg
y me = 0,3 kg, unidas por un hilo inextensible, se
deslizan sin rozamiento por el alambre. Mediante el
método de los trabajos virtuales, determine el angulo
« en la posicién de equilibrio.
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8. Dos masas m; y mo unidas por un hilo inexten-
sible de masa despreciable y longitud ¢ se encuentran
en equilibrio situadas en lo alto de una esfera de ra-
dio R. En ausencia de rozamiento, si la posicién de la
masa m; forma un angulo 6 con la vertical, determi-
ne el valor de my. Utilice el método de los trabajos
virtuales.
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9. Una varilla de longitud L se dobla por la mitad en
angulo recto y se cuelga de uno de sus extremos, tal
como se muestra en la figura. Mediante el método de
los trabajos virtuales determinar el valor de 8 cuando
la varilla se encuentra en equilibrio.

N

10. En el sistema de la figura, una varilla de masa
despreciable y longitud A lleva adherida una masa m
a una distancia a de su extremo O. La varilla puede
girar alrededor de este punto, mientras que al otro ex-
tremo se le fija un hilo inextensible que se hace pasar
por una pequena polea y de cuyo extremo cuelga una
masa M. La polea se encuentra a una altura h del ori-
gen O. Mediante el principio de los trabajos virtuales,
determine el dngulo de equilibrio « entre la varilla y
la vertical en funcién de los parametros dados.
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11. Dos particulas de masas M; y My estan uni-
das por una cuerda inextensible de masa despreciable.
El sistema reposa sobre una superficie cilindrica lisa
(se desprecia el rozamiento) tal como se muestra en la
figura. Mediante el método de los trabajos virtuales,
determine el angulo 6 para el que el sistema esta en
equilibrio.
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12. Una varilla de longitud L y masa m se encuen-
tra apoyada por uno de sus extremos sobre una pared
vertical sin rozamiento, tal como se muestra en la fi-
gura. La varilla estd apoyada sobre un clavo que esta
situado a una distancia a de la pared. Determine por
el método de los trabajos virtuales el angulo 6 para el
que el sistema se encuentra en equilibrio.

13. Una varilla homogénea de longitud ¢ y masa m
es colocada como se indica en la figura. Si de su ex-
tremo superior se suspende una masa M, determine
la posiciéon de equilibrio de la barra, dada por el an-
gulo a que forma con la horizontal. Se considera que
el rozamiento es nulo en todos los contactos entre la
barra y los puntos de apoyo.

Formulaciéon de Lagrange

14. Una particula se mueve en un plano bajo la
accion de una fuerza f = —Ar®~! dirigida hacia el
origen. A y a son constantes. Elija unas coordenadas
generalizadas adecuadas y suponga que el cero de po-
tencial se toma en el origen. Determine las ecuaciones
de movimiento de Lagrange. Diga si se conserva el mo-
mento angular y la energfa total.

15. En la figura se muestra un péndulo doble. Las
masas de las lentejas son iguales iguales a m y las
longitudes de las cuerdas son iguales a [. Si las osci-
laciones tienen lugar en un plano vertical: (a) Escriba
la lagrangiana del sistema. (b) Obtenga las ecuaciones
de movimiento de Lagrange.

16. En la figura se muestra una maquina de Atwood
doble. Suponiendo que las masas de las poleas son des-
preciables: (a) Elija un sistema de coordenados ade-
cuado y escriba las ecuaciones de Lagrange. (b) De-
termine las aceleraciones de las masas. (c) Plantee el
problema mediante los multiplicadores de Lagrange y
determine las tensiones en las cuerdas.
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17. Una particula de masa m se desliza hacia abajo
por un plano inclinado un éngulo «, sin rozamiento,
de masa M y de longitud L, el cual se encuentra so-
bre una superficie horizontal sin rozamiento como se
indica en la figura. Si la particula parte de lo alto del
plano, demuestre que el tiempo para que alcance el
punto més bajo del plano es:

. 2L (M + msen? )
B (m+ M) gsena
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18. Un péndulo simple de masa m y longitud [ tiene
su punto de suspension sobre un soporte sin masa que
se mueve con aceleracion a. Obtenga las ecuaciones
de movimiento y el periodo de las pequenas oscilacio-
nes alrededor de las posiciones de equilibrio si: (a) el



soporte se mueve horizontalmente, (b) se mueve ver-
ticalmente.

19. Un muelle sin masa de longitud en reposo [y tiene
una masa puntual m conectada a uno de sus extremos
y el otro permanece fijo de manera que el muelle se
encuentra colgando bajo el efecto del campo gravita-
torio, como se indica en la figura. Si el movimiento del
sistema tiene lugar en un plano vertical: (a) Escriba la
lagrangiana del sistema. (b) Encuentre las ecuaciones
de movimiento de Lagrange usando como variables 6
y A= (r—rg)/ro, en donde r es la longitud en reposo
cuando del muelle cuelga la masa m; use w? = k/m
y wg = g/ro. (c) Discuta la aproximacion de primer
orden al movimiento cuando A y ¢ son pequenos con
las condiciones iniciales § =0, A =0, A=A, § = w,B
en t =0, siendo A y B constantes.

20. Dos varillas de masa m y longitud [ estan conec-
tadas mediante una bisagra sin rozamiento y un hilo,
como se muestra en la figura. El sistema permanece en
reposo sobre una superficie sin friccion. En el instante
inicial ¢ = 0 se corta el hilo. Despreciando la masa de
la bisagra y del hilo: (a) Encuentre la velocidad de la
bisagra cuando golpea el suelo. (b) Calcule el tiempo
que tarda la bisagra en llegar al suelo.
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21. Una cuenta de masa m desliza sin rozamiento so-
bre un aro metéalico de radio a que gira con velocidad
angular w alrededor de un diametro vertical, como se
muestra en la figura: (a) Escriba la lagrangiana del
sistema. (b) Escriba la ecuacion de Lagrange. (c) De-
termine las posiciones de equilibrio de la cuenta. (d)
Calcule las frecuencias de las oscilaciones de pequena
amplitud alrededor de las posiciones de equilibrio.
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22. Un cilindro sélido de radio R y masa M descansa
sobre una superficie horizontal. Sobre él se apoya un
cilindro idéntico, como se muestra en la figura. Si se
desplaza ligeramente el sistema de su posicién de equi-
librio, ambos cilindros ruedan sin deslizar. (a) Escriba
la lagrangiana del sistema. (b) Determine las constan-
tes del movimiento. Muestre que hasta que los dos
cilindros se mantienen en contacto:

12¢g (1 — cos 0)
R(17+4cosf — 4cos? 0)

en donde 6 es el angulo que forma el plano que con-
tiene los ejes con la vertical.

i =

Y




23. Un cilindro s6lido homogéneo de radio r y masa
m rueda sin deslizar en el interior de otro cilindro de
radio R que se encuentra en reposo, como se muestra
en la figura. (a) Determine la lagrangiana del sistema.
(b) Encuentre el periodo de las pequenas oscilaciones
alrededor de la posicion de equilibrio estable. (c) Si el
cilindro pequeno se deja suelta desde el reposo desde
una angulo 6 desde la vertical, determine la fuerza to-
tal que ejercera sobre el cilindro grande cuando pasa
por el punto mas bajo de la trayectoria.

24. Un masa pequeiia m se desliza sin rozamiento
por la superficie de una esfera, partiendo del reposo
desde el punto mas alto de la misma. Demuestre que
el objeto se separa de la esfera cuando ha descrito un
angulo cosf = %

25. Un péndulo consiste en una particula de masa m
y una cuerda ideal sin masa de longitud 2R. Confor-
me aumenta el angulo 6, la cuerda se enrolla en uno
de los cilindros de radio R adyacentes al punto O de
suspension, tal como se muestra en la figura:

a) Obtenga la ecuacion diferencial para 6.

b) Suponiendo que las condiciones iniciales son:
6(0) = 0 y 6(0) = (g/2R)"/?, encuentre el valor
méaximo del angulo O ax.

26. Dos discos uniformes de masas M; y My y ra-
dios R; y Ra, respectivamente, estan situados en un
plano vertical unidos por una cuerda alrededor de sus
circunferencias, tal como se indica en la figura.

El primer disco gira sin friccion alrededor un eje de
rotacion horizontal que pasa por su centro. Utilice el
formalismo de Lagrange para establecer las ecuaciones
del movimiento y determine la aceleraciéon del centro
de masa del segundo disco si éste cae libremente.
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2'7. Un bloque de masa M esta rigidamente unido a
un tubo hueco de masa despreciable que tiene forma
circular de radio a, como se muestra en la figura. Una
particula de masa m esta confinada a moverse dentro
del tubo. Determine las ecuaciones del movimiento y
encuentre una solucién para separaciones pequenas de
la particula de su posiciéon més baja.
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28. Encuentre, utilizando el formalismo de Lagrange,
las ecuaciones del movimiento de una varilla situada
en un plano horizontal como se muestra en la figura.
La masa de la varilla es despreciable, su longitud es
[, su punto central no puede abandonar el eje OX y
lleva adosada a sus extremos dos masas iguales m. Los



muelles que mantienen unidas las masas al eje OY se
mantienen en todo momento paralelos al eje OX y su
constante elastica es k.(Suponga que la longitud de los
muelles en reposo es nula.)
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29. Una caja de masa mg soporta un péndulo simple
de masa m y longitud I, como se indica en la figura La
caja puede deslizar sobre una superficie sin rozamiento
y se encuentra sujeta a una pared mediante un mue-
lle de constante elastica k. Determine las ecuaciones
del movimiento del sistema. Encuentre las ecuaciones
linealizadas para el caso de desplazamientos de la ca-
ja y del péndulo pequenios respecto de su posicion de
equilibrio.

Y

30. Una particula de masa m y carga eléctrica ¢ se
encuentra suspendida de un hilo ideal e inextensible de
masa despreciable. El sistema se encuentra entre las
placas de un condensador de placas paralelas cargado
a un potencial V. Determine el periodo de las peque-
nas oscilaciones alrededor de la posicién de equilibrio
en funcion de la distancia d entre las placas del con-
densador.

31. Una particula de masa m puede deslizar sin fric-
cion dentro de un tubo hueco rigido que se encuen-
tra unido con un eje vertical formando un adngulo de
6 = 60°. El sistema se encuentra girando a una ve-
locidad angular constante w = 1/2g/rg. Determine la
ecuacion diferencial del movimiento. Si las condiciones
iniciales son 7(0) = g, 7(0) = —/gro/2, determine la
distancia minima a la que puede encontrarse la parti-
cula, Tmin.

32. Una pequeiia cuenta desliza sin friccién por un
alambre parabolico de forma y = az?. Utilizando el
formalismo de Lagrange determine la ecuacion del mo-
vimiento de la cuenta. Repita el problema utilizando

el método de los multiplicadores de Lagrange y deter-
mine las fuerzas generalizadas de ligadura @, y @,.

33. Una particula de masa m estd obligada a mo-
verse bajo la accion de la gravedad sin rozamiento en
el interior de un paraboloide de revoluciéon cuyo eje es
vertical.

(a) Encuentre las ecuaciones del movimiento.

(b) Determine la condicion para que se tenga una
orbita circular estable.

(c¢) Halle el periodo de las pequeiias oscilaciones res-
pecto a este movimiento circular.

34. Una particula de masa m se mueve sin roza-
miento por la superficie de un tablero cuadrado de
laso a, colocado verticalmente, bajo la accién de cua-
tro muelles de constante elastica k y longitud natural
en reposo despreciable.

(a) Escriba la lagrangiana del sistema.

(b) Determine las constantes de movimiento.

(c) Encuentre las ecuaciones del movimiento.

(d) Resuelva las ecuaciones de movimiento si en el

instante inicial la particula se suelta, sin veloci-
dad inicial, desde el vértice superior derecho.

35. Una caja hueca de masa M y de altura 2L puede

deslizarse sin friccion a lo largo de un plano horizon-

tal. En el punto medio del techo de la caja se cuelga

un péndulo de masa m y longitud L:

(a) Determine el lagrangiano del sistema y discuta las
cantidades que se conservan.

(b) Encuentre las ecuaciones del movimiento.

(c) Resuelva las ecuaciones del movimiento si inicial-
mente la caja lleva inicialmente una velocidad vg
y si el péndulo inicia su movimiento desde una
posicion de amplitud maxima a que supondremos
pequena.



36. Una semiesfera homogénea y maciza de radio

R y masa M es apoyada por su lado curvo sobre un

plano horizontal. La esfera rueda sin deslizar por el

plano.

(a) Obtener el Lagrangiano de este sistema.

(b) Calcular el periodo de las pequefias oscilaciones
alrededor de la posicion de equilibrio.

DATOS: Los momentos de inercia de la semiesfe-

ra respecto de los ejes mostrados en la figura son

Ig =1y, =1..=2MR?/5.

¢ D
' y

37. Una masa m se encuentra unida a un muelle de

constante eléstica k, tal como se muestra en la figura.

La masa puede deslizar por una circunferencia verti-

cal de radio R. Si la longitud natural del muelle es

despreciable y la distancia entre el extremo del muelle

que esté fijo a la pared y el centro de la circunferencia

es 2R:

(a) Obtener el Lagrangiano de este sistema y estudiar
las cantidades que se conservan.

(b) Obtener la ecuacion del movimiento.

(c) Encontrar la solucion a la ecuacion del movimien-
to alrededor del punto 6 = 0°.

(d) Encontrar la solucion a la ecuacion del movimien-
to alrededor del punto § = 180°.

38. Un carrito desciende con una aceleracién cons-
tante a por un plano inclinado un angulo « con res-

pecto a la horizontal. El carrito dispone de un maéstil
al que se sujeta un péndulo formado por un hilo inex-
tensible de longitud ¢ y una masa m, como se muestra
en la figura:

(a) Determinar la lagrangiana del sistema.

(b) Encontrar las ecuaciones de movimiento.

(c) Hallar la posicion de equilibrio del péndulo y el
periodo de las pequenas oscilaciones alrededor de
la posicion de equilibrio.

39. Una varilla de longitud 2¢ se sujeta por uno de
sus extremos a un muelle de constante elastica k que
cuelga verticalmente. Suponiendo que el movimiento
tiene lugar en un plano vertical y que el muelle no se
mueve lateralmente, determine la ecuacion del movi-
miento de la varilla.

40. Un sistema con dos grados de libertad se des-
cribe mediante dos coordenadas generalizadas ¢; y ¢s.
El lagrangiano es:

1

2@% + @203 — qF — 43+ 01q2 + 201 — @2

1,
L=§q%+

(a) Determine el punto de equilibrio del sistema.

(b) En el caso de oscilaciones pequenas alrededor de
la posicién de equilibrio, calcule las frecuencias ca-
racteristicas del sistema.

(c) Encuentre los modos normales de vibracion.

41. Una particula de masa m se mueve sin roza-
miento por la superficie de una cuna circular de masa
M. La cuna se encuentra sobre una mesa horizontal,
siendo nulo el rozamiento entre la cuna y la mesa.

(a) Determine el lagrangiano del sistema.

(b) Estudie las cantidades conservadas.

(c) Encuentre las ecuaciones del movimiento.

(d) Determine la velocidad de la masa m al abandonar
la cufa, si inicialmente las dos masas se encuen-
tran en reposo y la masa m se encuentra en la
parte mas alta de la cuna.



42. Una varilla de longitud ¢ se encuentra apoyada
sobre una pared formando un 4ngulo un angulo 6y con
la horizontal. En un determinado momento se suelta,
de manera que comienza a caer. Si no hay rozamiento
entre la varilla y la pared, ni tampoco entre la varilla
y el plano horizontal:

(a) Determine el tiempo que transcurre hasta que la
la varilla forma un angulo € con la horizontal (de-
jar como una integral). (b) Determine el dngulo
0 para el cual, la varilla pierde contacto con la
pared.

43. Un disco de masa M y radio R se encuentra su-
jeto mediante dos muelles de constantes k1 y ko a dos
paredes, tal como se muestra en la figura. Si el disco
rueda sin deslizar sobre el plano horizontal:

(a) Determine la lagrangiana del sistema.
(b) Encuentre y resuelva la ecuacion del movimiento
del disco.

Y

44. Una masa m esta unida mediante una varilla de
masa despreciable y longitud [ a un bloque de masa
M, tal como se muestra en la figura. El bloque puede
deslizar sin fricciéon por el plano horizontal. Asumien-
do que el movimiento tiene lugar en el plano xy,

(a) Escriba la Lagrangiana del sistema.

(b) Determine las ecuaciones de movimiento.

(c) Escriba las ecuaciones de movimiento en el caso
de pequenas oscilaciones del péndulo alrededor de
la posicion de equilibrio.

(d) Resuelva en este caso las ecuaciones de movimien-
to y determine x(t) y 6(t) si las condiciones inicia-
les son z(0) = g, ©(0) = vo, H(0) = by y 6 = Q.

45. Una varilla lisa de longitud ¢ gira en un plano

horizontal con un velocidad angular w constante al-

rededor de un eje perpendicular a la varilla que pasa

por uno de sus extremos. Una cuenta de masa m se

encuentra situada en el origen y se le imprime una

velocidad inicial wf a lo largo de la varilla.

(a) Determine el tiempo que tarda en alcanzar la
cuenta el extremo de la varilla.

(b) Utilizando el método de los multiplicadores de La-
grange determine la fuerza ejercida por la varilla
sobre la cuenta.

46. Sobre un cilindro de radio R se coloca una plan-

cha homogénea de espesor a.

(a) Demuestre que la condiciéon de equilibrio estable
de la plancha, bajo la hipo6tesis de que no hay ro-
zamiento, es R > a/2.

(b) Determine la pulsacion de las pequenas oscilacio-
nes.

(c) Demuestre que para § = 0 hay un minimo de la
energia potencial si R > a/2 pero no si R < a/2.

4'7. Consideremos un disco delgado formado por dos
mitades homogéneas unidas a lo largo de un didmetro
del disco. Si la densidad de una de las mitades del dis-
co es p y la de la otra 2p, determine la lagrangiana del
sistema cuando el disco rueda sin deslizar a lo largo
de una superficie horizontal.

48. Una varilla uniforme de masa m y longitud ¢
puede deslizar sin friccion sobre un plano horizontal.
Utilizando como coordenadas generalizadas los angu-
los 6 (4ngulo que forma la varilla con la vertical) y ¢



(angulo girado por la varilla alrededor del eje vertical),

determine:

(a) Las ecuaciones diferenciales para 0 y ¢.

(b) La fuerza que el plano ejerce sobre la varilla en
el instante inicial, si las condiciones iniciales son:
0(0) = w/4, 6(0) = 0y ¢(0) = wo, con wy <
4\/§g/6.

Formulaciéon de Hamilton

49. Una particula bajo la accién de la gravedad des-
liza sobre un paraboloide de revolucion liso cuyo eje es
vertical. Utilizando la distancia al eje r y el angulo aci-
mutal ¢ como coordenadas generalizadas: (a) Escriba
la lagrangiana del sistema. (b) Encuentre los momen-
tos generalizados y la correspondiente hamiltoniana.
(¢) La ecuacion del movimiento para la coordenada r
como funcion del tiempo. (d) Si ¢ = 0 muestre que la
particula puede realizar oscilaciones pequenas alrede-
dor del punto méas bajo del paraboloide y encuentre la
frecuencia de esas oscilaciones.

50. Un regulador de bolas es un dispositivo que con-
siste en dos masas m conectadas por brazos de longi-
tud [ y una masa M, tal como se muestra en la figura.
El dispositivo gira alrededor de un eje sobre el que
la masa M puede deslizar sin friccién hacia arriba y
hacia abajo. Despreciando la masa de los brazos, la
resistencia del aire y asumiendo que el didmetro de la
masa M es despreciable: (a) Escriba la lagrangiana y
la hamiltoniana del sistema. (b) Calcule la posicion de
equilibrio de la masa M. (c) Determine la frecuencia
de las pequenas oscilaciones alrededor de la posicién
de equilibrio.

51. Dos particulas de masas m; y my estan unidas
por una cuerda de longitud [. La particula de masa
my estd obligada a moverse sobre la superficie exte-
rior de un cono, siendo « el dngulo que la pared del
cono forma con la vertical. La cuerda pasa a través
de un orificio situado en el pico del cono, de mane-
ra que la masa mo cuelga libremente dentro del cono.
Despreciando el rozamiento:

a) Escriba la lagrangiana del sistema y las ecuaciones

de movimiento para cada una de las coordenadas
generalizadas.
b) Determine el hamiltoniano del sistema.

52. Un péndulo esta formado por una masa m que
cuelga de un hilo elastico de longitud en reposo [ y de
constante elastica k. El punto de sujecion del péndulo
se mueve verticalmente hacia arriba con aceleracion
constante a. Determine:

a) La lagrangiana del sistema.

b) El hamiltoniano.

¢) La ecuaciones de movimiento.

d) El periodo de las pequenas oscilaciones alrededor

del equilibrio.

53. Una corteza cilindrica de radio r y masa M pue-
de rodar sin deslizar sobre una superficie horizontal.
Dentro del cilindro se coloca una pequena masa m que
puede deslizar sin friccién dentro del cilindro.

(a) Escriba la lagrangiana del sistema utilizando las
variables = y 6.

(b) Determine el hamiltoniano del sistema.
(¢) Especifique las constantes de movimiento.

(d) En el instante ¢ = 0 el cilindro se encuentra en
reposo con z = (. La masa m se coloca en 6 = 6
y se suelta. Determine los valores de las constan-
tes de movimiento.

(e) Para las condiciones dadas en el apartado ante-
rior, y suponiendo angulos pequenos, determine
la frecuencia de las pequenas oscilaciones.
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54. Un péndulo consiste en una masa m unida a
un muelle de longitud en reposo ¢y y de constante
elastica k, tal como se muestra en la figura. El punto
de suspensiéon del péndulo asciende verticalmente con
aceleraciéon constante a:

(a) Obtener las ecuacion del movimiento.

(b) Determine el Hamiltoniano y las ecuaciones de Ha-
milton del movimiento. ;Coincide el Hamiltoniano
con la energia total del sistema?

(c) Calcule el periodo de las pequenas oscilaciones.
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55. El punto de suspensién de un péndulo plano gira
con velocidad angular constante w, en sentido horario,
en una circunferencia vertical de radio R.

(a) Obtener el Lagrangiano de este sistema y estudiar
las cantidades conservadas.

(b) A partir del Lagrangiano, calcular la ecuacion o
ecuaciones del movimiento.

(¢c) Resolver esta ecuacion o ecuaciones en el supues-
to de oscilaciones pequenas y una rotaciéon Slen-
taT del punto de suspension del péndulo plano
(Rw? < g).

(d) Obtener el Hamiltoniano de este sistema.

56. El hamiltoniano de un sistema con un grado de
libertad tiene la forma:

¢ P ¢
H(gq,p,t) = 5 + 5 qpe " + 364(1 +e7h)

(a) Determinar las ecuaciones de Hamilton de movi-
miento y encontrar el movimiento del sistema si
las condiciones iniciales son ¢(0) = p(0) = 0.

(b) Encontrar la lagrangiana del sistema.

(c) Resuelva la ecuacion del movimiento si las condi-
ciones iniciales son ¢(0) =1y ¢(0) = 0.

(d) Demostrar que la lagrangiana puede escribirse co-

mo:
dG(q,t)

L(q,4,t) = L(q, ) + —2 7/
(¢,4,t) = L(gq,q) + &

donde la lagrangiana independiente del tiempo es
la de un oscilador armoénico:

-2 2
. q q
L(q,q) = 5 9

Determinar la funcion G(q,t).

57. Un péndulo simple se compone de una masa m

en el extremo de una cuerda de longitud r. Duran-

te el movimiento, la longitud de la cuerda cambia de

manera que 7 = vy es constante.

(a) Determinar el hamiltoniano del sistema.

(b) Diga si la energia mecénica coincide o no con el
hamiltoniano y explique si la energia mecéanica y /o
el hamiltoniano se conservan.

58. Una barra hueca de longitud ¢ y masa M se
encuentra unida a un punto fijo situado en el origen.

Por la barra puede moverse una cuenta de masa m que

se encuentra sujeta al origen mediante un muelle de

constante elastica k, como se muestra en la figura. Se

hace girar el sistema con velocidad angular constante

w alrededor del eje vertical.

(a) Escriba la Lagrangiana del sistema.

(b) Encuentre el Hamiltoniano del sistema.

(c) Encuentre las ecuaciones de Hamilton.

(d) Discuta si el hamiltoniano es igual a la energia y
si es una constante de movimiento.

M
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59. Una masa m se encuentra unida mediante dos
varillas sin masa de longitud ¢ un punto fijo situado
en el origen y a una cuenta de masa m que puede des-
lizar a lo largo del eje vertical, como se muestra en la
figura. Se hace girar el sistema con velocidad angular
constante w alrededor del eje vertical.

(a) Utilice como coordenada generalizada el dngulo 6
que forma la varilla con la vertical y escriba la
Lagrangiana del sistema.

(b) Determine las posiciones de equilibrio para rota-
ciones lentas y rapidas y discuta la naturaleza de
estas posiciones de equilibrio.

(¢) Encuentre el Hamiltoniano del sistema.

(d) Discuta si el hamiltoniano es igual a la energfa y
si es una constante de movimiento.

DS w

60. Una masa m se mueve sobre una superficie ci-
lindrica de radio R. La masa se encuentra sujeta a
un muelle de constante elastica k sujeto por el otro
extremo al centro del cilindro.



(a) Determine la lagrangiana del sistema.

(b) Determine el hamiltoniano del sistema.

(c) A partir del Hamiltoniano, encuentre las ecuacio-
nes de movimiento.

(d) Determine las constantes de movimiento.




