Capitulo V

Tensores sobre un Espacio Vectorial

En todo este capitulo, & denotara un cuerpo y E serd un k-espacio vectorial.

1 Aplicaciones Multilineales: Tensores

Definicion 1.1 Dados k-espacios vectoriales Fy, ..., E, y F, diremos que una aplicacién T :
Fy x --- x E, — F es multilineal si es lineal en cada uno de sus argumentos, es decir, si
cualesquiera que sean A\, u € k, i € {1,...,n} y

etr€br, ..., e 1€FE_1, ei,C;GEZ',..., 61+1€Ei+1,..., en € By

se satisface

/
T(e1,...,€i—1, Nej + UE; , €it1,- .. €n)
/
= )\T(el, ey 61,64, €41, - - .,en) +MT(€1, B S D =2 N =7 S ,en) .

1.2 Dados espacios vectoriales F1,..., E,, F' denotaremos por M (FE1, ..., Ey; F) el conjunto
de todas las aplicaciones multilineales de E; X --- X E, en F. Se tiene la siguiente definicién
de “suma” y “producto por escalares” en M (Fy, ..., Ey; F):

M(Ey,...,Ep;F) x M(Ey,...,En;F) 5 M(Ey,...,En; F)

.
(T.T) v~ T+T ,

kx M(Ey,...,Ey;F) — M(Ey,...,Ey F)
ANT) — AT ,

donde T+ T y A-T son las siguientes aplicaciones

Eyx--xE, =5 F
(e1,...,en) +— (TH+T)(e1,...,en):=T(e1,...,en)+T(e1,...,€pn),

Eyx--xE, 25 F
(e1,...,en) —— (A-T)(e1,...,en) :=AT(e1,...,en),

o7
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que son multilineales (compruébese). Es facil probar que (M (E1,..., Ey; F),+) es un grupo
abeliano y que el producto por escalares definido sobre él lo dota de estructura de k-espacio
vectorial (compruébese).

Definicion 1.3 Sean p y ¢ dos naturales no simultaneamente nulos. Llamaremos tensor p
veces covariante y q veces contravariante (6 tensor de tipo (p,q)) sobre E, a todo vector del
espacio vectorial M(E,...,E,E*,... E*;k) (véase 1.2), es decir, a toda aplicacién

—_— —

p q

T¢:EPx E*  — k
(e1,- s ep, w1, ywy) = Tl(er, ... ep,wi,. .. ,wy)

que sea multilineal. El espacio vectorial de todos los tensores de tipo (p,q) sobre E lo deno-
taremos TJ(E).

Definimos el espacio vectorial de los tensores de tipo (0,0) sobre E como el espacio vectorial
de los escalares: TJ(E) = k.

Ejemplos 1.4 (a) Los tensores de tipo (1,0) son las formas lineales: TY(E) = M(E;k) =
Homy(E, k) = E*.

(b) Si E es de dimensién finita, entonces los tensores de tipo (0,1) son los vectores:
T}(E) = Homy(E* k) = E** = E.

(c) Los tensores de tipo (2,0) se denominan métricas: una métrica sobre E es una apli-
cacién bilineal de E x E en k, es decir, una aplicacién T% : E x E — k que satisface

T3 (e + pe',v) = AT (e, 0) + pI3 (e v) . T3(e, Mo+ po') = AT3 (e,0) + pT3 (e, ')

cualesquiera que sean los escalares A\, u € k y los vectores e, e/, v,v' € E.
(d) Si E es de dimensién finita, entonces los tensores de tipo (1,1) son los endomorfismos
de E. En efecto, tenemos la siguiente aplicacion

donde
o(T): ExE* — k

(e,w) — @(T)(e,w) :=w(T(e)).

Es inmediato comprobar que ¢(7) es bilineal (es decir, ¢(T') € T} (E)), y también es claro que
 es lineal. La inyectividad de ¢ es consecuencia de la siguiente conocida propiedad: dado un
vector no nulo e € E, existe w € E* tal que w(e) # 0.
Veamos que ¢ es epiyectiva, para lo cual fijemos un tensor T} € T (E); dado e € E la
aplicacién
Ti(e,): E* — k
w = Tle,w)

es lineal (es decir, T}l (e, ) € E**) y por lo tanto tenemos definida la aplicacién

f:E — E**
€ = f(e):: 11(67');
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la aplicacién f es lineal (compruébese), y si consideramos el isomorfismo ¢ : E — E** del
teorema de reflexividad (véase IV.1.7), entonces el endomorfismo T = ¢! f : E — E satisface
o(T) =T} (compruébese).

(e) Los tensores de tipo (p,0) se dice que son puramente covariantes, y los de tipo (0, ¢) de
denominan puramente contravariantes. De la definicién se sigue la igualdad T{(E) = TC?(E*),
de modo que el estudio de los tensores puramente contravariantes sobre E queda reducido al
estudio de los tensores puramente covariantes sobre E*.

s o2 q’ q . q’
Definicién 1.5 Sean T} € T(E) y T, € T, (E). Se llama producto tensorial de T}? por T,

al tensor T ® T]g,/ de tipo (p+p', ¢+ ¢') definido del siguiente modo: dados ey,...,ep 1y € E
Y Wiy ..., Werqy € EF,

!
q
(Tg ®Tp,>(el, €y Cptly ey Cppl s W e e Wy Wy« -+ Watg!)

!
. q
=Tg(e1, .. s ep,wi, .- sWgq) T (Ept1s- - oy Epipys Wat1s - - - s Wartq') -

Se deja como ejercicio comprobar que la aplicacion T7®T g,l definida es efectivamente multilineal
; q q+q’

(es decir, T @ T, € T (E)).

Teorema 1.6 (i) EI producto tensorial de tensores es bilineal, es decir, la aplicacion

TY(E) x T4 (E) — T (E)

q’ q’
(T4.T9) — TeoTS
es bilineal.
.. . T q N q q"
(ii) EI producto tensorial de tensores es asociativo: T ® (Tp, QT p,,) = (T} ® Tp,) ® Ty .

(iii) EI producto tensorial de tensores NO es conmutativo.

Demostracion. (i) Veamos, por ejemplo, la linealidad en el primer argumento. Dados
7q q/ q/
T3, T, e TH(E), \,p €k y T €T (F) tenemos

[()\TI? + ,uTi) ® Tlﬂ (€15 vy Cpip/s W1, -+, Wytq')

_ ol q
= ()\Tg + ,qu> (e1,...,€p,w1,...,Wq) - T, (Ept1s -y Epiply Wty - -y Watq')

= [/\Tg(el,...,ep,wl,...,wq) —i—uTZ(el,...,ep,wl,...,wq)}

!

q
. Tp' (€p+17 ceey €p+p/, Wa+1y--- ,wq+q/)
!
_ q
=T J(e1,. .-, ep, Wi, - 7u)q)Tp, (Ept1s-- s Cpipls Watls - - - Watq')
—q q
+pTp(er, ... epwi,. .. ,wq)Tp, (Ept1s- s CpiplyWatls -« -y Watq')

=)\ (T]‘} ®T§,l> (€1, s lpip/s W, v s Watq) + [ (TZ ®T§,l) (€1, s epip/s W,y Watq')
= [)\ (Tg ®Tg,l> + 1 (TZ@T;],/)} (€1, s epip/s W, Watg') s
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y lo anterior cualesquiera que sean e1,...,epy € B y wi,...,wepry € E*, por lo tanto
—4q / / 4q /
(g +uTy) @ T =\ (TE0 T4 ) + 4 (Ty o T ) .
De igual modo se probaria la linealidad en el segundo argumento, es decir:
q/ 7(1/ B q/ 7(1/
T8 (T8 +uTy) = A (T T8) +u (TIT) .
(ii) La demostracién de este apartado se sigue inmediatamente de la definicién.

(iii) Queda como ejercicio poner ejemplos en los que se vea que, efectivamente, el producto
tensorial no es conmutativo. |

Observacion 1.7 En la definicién de producto tensorial de tensores no hemos impuesto condi-
ciones a los naturales p,q,p’ vy ¢’ que indican los tipos, por lo que es preciso que hagamos
algunas aclaraciones.

Si (p,q) = (0,0) entonces TJ(E) =k, y dados A € k y Tgll € Tg,/ definimos A ® Tg,/ como el

tensor AT pq,/, que es de tipo (04 p',0+¢') = (p/,¢'); es decir, en este caso la aplicacién

WE) < THE) — THE)
q d _ 74
()\, Tp/ ) — A & Tp/ = )\Tp/
es el producto por escalares que dota a T’ g(E’) de estructura de k-espacio vectorial. Del mismo
modo, si (p',¢') = (0,0), entonces definimos T)f ® A = AT}].

Es facil comprobar que el teorema 1.6 sigue siendo véalido cuando (p,q) = (0,0) 6 (p',¢') =

(0,0).

Definicién 1.8 Sean e € E y T} € TJ(E) con p > 1. Llamaremos producto interior (6
contraccién interior) de e y T}, al tensor ieT de tipo (p—1,¢) definido de la siguiente forma:
ieTd: EP7' x B*" — &k
(€1, s ep-1,W1,...,wg) = Tle,er, ... ep1,wi,...,wg).

Proposicion 1.9 Para todo p > 1 es bilineal la aplicacién
ExTHE) — T] (E)
(e, 1) +— ieT]
En particular, fijado e € E es lineal la aplicacion T{(E) — T, (E), T v+ ieT].

Demostracion. Se deja como sencillo ejercicio. |

Ejemplo 1.10 Como TY(E) = E*, dados e € E y w € E* podemos hacer el producto interior
de e y w obteniendo como resultado un tensor de tipo (1 — 1,0) = (0,0), es decir, un escalar:
iew = w(e) € k. En este caso la proposicién 1.9 nos dice que la aplicacién

ExE* — k
(e,w) — lew =uw(e)

es bilineal, lo cual ya sabfamos: es lineal en el primer argumento porque, fijado e € FE, la
aplicacién “tomar valor en e” (E* — k, w +— w(e)) es lineal; del mismo modo, es lineal en el
segundo argumento porque, fijado w € E*, la aplicacién E — k, e — w(e) es lineal.
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2 Representacion en Coordenadas

En toda esta seccién supondremos que el espacio vectorial E tiene dimensén finita igual a n,
y que {e1,...,e,} es una base de E y {w1,...,w,} es su base dual.

Lema 2.1 Seanp y q naturales no simultaneamente nulos. Para que dos tensores de tipo (p, q)
sobre E sean iguales es suficiente con que coincidan sobre cualquier familia (e;,, . .., e;,,wj,, ...,

wj,) de vectores y formas de las bases.

Demostracion. Sean T} ,TZ € TJ(E) tensores que satisfacen

9o, . ) N =T p. . . .
TH(€iys e v vy iy Wiy Wig) = Tp(€iys e vy €y Wiy, W)
cualesquiera que sean iy, ..., i, j1,...,Jq € {1,...,n}.

Sean ahora vi,...,v, € E y &,...,& € E* y probemos la igualdad

Tg(vla"'7vp7€17"‘7£q) (Ula"vaaélw'wfq)v

con lo que tendriamos T)7 = Tg. Los vectores {vy,...,v,} admiten una expresién como combi-
nacién lineal de los vectores de la base de E:

Z)\”e“, (I=1,...,p; N, €k);
ll—
analogamente, para las formas lineales {1, ..., ¢,} tenemos:
n
fh:ZMjhwjh7 (h:177Q7 /J']hek)
Jjn=1

De la definicién de tensor (es decir, de aplicacién multilineal) se siguen las siguientes igualdades:

n
q . .
Tp(vla"'avp>§17"'7€q Z)\zlezla" Z)\zpezp>zujlw]17"'a Zﬂjq%q
i1=1 ip=1 J1=1 Jq=1
n n
B SEYEVT 0 SEVRIND SUVPHID SUIN S P
i1=1 io=1 ip=1 ji=1 Jjq=1
n n
) q . . . o
YDISTPYCE] SR SPVINS SPYD SpIRRRNS SYTI
i1,i2=1 i3=1 ip=1 j1i=1 Jq=1
n

- - . s T, . .
= ... = Z )\“...)\zp,ujl...,u]qu(e“,...,elp,wjl,...,qu)
7:17"'7ip7.j17"'7j11:1
n

f— . . . . 7q . . . -
= Z Nig o i gy o g L€y s ey €1y Wy W)

i17~~-aip7j1:--~7jq:1

= ... :TZ(Ulw'-avp7£1a""£Q)' ]
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Teorema 2.2 Los tensores de la forma w;, ® -+ Q@ w;, ® ej; ® -+ ® ej, donde i1, ...,1ip,J1,
.., Jq toman todos los valores entre 1 y n (es decir, siendo (i1,...,ip) ¥ (j1,-..,Jq) varia-
ciones con repeticion de los elementos del conjunto {1,...,n} tomados de p enp y de q en q,

respectivamente), constituyen una base del k-espacio vectorial T)}(E). Como consecuencia se
sigue la igualdad

dim (TJ(E)) = (dim B)P+7 = n¥*1.

Demostracién. Recordemos que cada vector e € E “es una forma lineal sobre E™* ”:

e:B* — k
w — e(w)=wle);
por lo tanto, dados e,v € ' podemos hacer producto tensorial para obtener un tensor de tipo
(0,2) sobre E:
e@v:E*x E* — k
(w,w) = (e®v)(w,u) =e(w)v(w).

En general, dados ¢ vectores vy,...,v, de E y p formas &1,...,§, de E* tenemos que el
tensor {1 ®@ -+ Q& Qv @ --- @ vy es de tipo (p, q):

E? xE* — k
(ulv'”aup7C17"‘7Cq) = (51®"'®§p®vl®"'®Uq)(u17'"7up7C17"'7Cq)
= &uua) -+ &p(up)v1(Cr) - - vg(Cy) -

Es facil ver que para los vectores y formas lineales de las bases fijadas en E y E* se satisface
la siguiente propiedad:
(wiy @« -+ Qw;,®ej & & 6jq)(611, ey Ly Whyy e ,whq)

{1 St (i1, s ipy 1y osdq) = (1o lpy Py ooy hy),
0 si (Z'l,...,ip,jl,...,jq)#(ll,...,lp,hl,...,hq).

Pasemos ya a demostrar el teorema, para lo cual denotemos por VR(n,p) y VR(n,q) los

conjuntos de las variaciones con repeticién de los elementos del conjunto {1,...,n} tomados
de p en p y de ¢ en ¢, respectivamente.
Fijemos un tensor T}/ € T}(E); para cada pareja de variaciones (i1,...,ip) € VR(n,p),

(41, .-+, Jq) € VR(n,q) definimos el escalar

j1~-~jq_ q . . . .
)‘il...ip —Tp(e“,...,ezp,wjl,...,w]q),

y a partir de estos escalares definimos el nuevo tensor

74 _ Ji-da . R .
Tp - Z )\i1...ip Wip @ & Wiy, ® €41 ® ® €jq -
(41, ip) € VR(n, p)
G- Jq) € VR(n, q)
De la definicién de TZ se sigue que cualesquiera que sean las variaciones (i1, ...,4) ¥ (Ji,---,Jq)

se satisface la igualdad

7 ‘ ' N\ J1yedg
Tp(e“,...,ezp,w]l, C W) = )‘z‘l,...,ip ,
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y por lo tanto de 2.1 obtenemos T}7 = Tg, con lo que hemos probado que una familia de
generadore de T)(E) son los tensores

{wi1®---®wip®€j1®--'®€jq : (i1,...,1p) € VR(n,p), (jl,...,jq)EVR(n,q)}. o)
2.1

Supongamos ahora que tenemos una combinacién lineal de los tensores de la familia (2.1)
igualada a cero,

Ji-da , . —0-
Z >‘i1...z’p w11®"'®w1p®eﬁ®”'®e]q_0’
(31, ., ip) € VR(n, p)
(11 dq) € VR(n, q)
entonces se comprueba facilmente que cualesquiera que sean las variaciones (i1,...,ip) y
. . . G1yenda . .
(J1s---,Jq) se satisface Airoin =0, lo que termina la demostracion. |1

Observacion 2.3 En la demostracion del teorema 2.2 hemos obtenido la expresion de los ten-
sores de T(E) como combinacién lineal de los tensores de la base (2.1): dado T} € T{(E),

_ Ji--J
T} = E )‘il...is wi; - Qu;, ®ej Q- R ey
(315, ip) € VR(n, p)
(1. - dq) € VR(n, )
Jireda _ g, ) ) .
donde Xj " = T} (€iyy vy CipyWiyyene s Wiy )

Ejemplos 2.4 (Véanse los ejemplos 1.4.)

(a) Como TY(E) = E*, el teorema 2.2 nos dice que una base de E* es {wi,...,wn}
(obsérvese que VR(n,1) = {1,...,n}); ademds, dada una forma w € E*, su expresién como
combinacién lineal de la base es w = >.1* ; iw; donde \; = w(e;) para cada i € {1,...,n}

(como ya sabfamos).
(b) Por ser E de dimensién finita tenemos T3 (E) = E, y el teorema 2.2 dice que una base
de E es {e1,...,e,}; ademas, dado e € E se satisface

e=ce(wi)er + - +e(wn)en, =wile)er + - +wple)en

(también lo sabifamos ya).
(c) Consideremos ahora el espacio vectorial de las métricas sobre E, T9(E), del cual una
base es (segun 2.2) la familia de tensores

{wi®wj:i,j€{1,...,n}}.

Dada una métrica T9 € T9(E) se satisface Ty = iiz1 Aij(wi @ wy), donde Ajj = T9(e;,€5).
Las coordenadas de una métrica se utilizan de la siguiente manera: Sea A = (X\i;) € My(k)
la matriz de las coordenadas de T20; dados vectores u,v € E, si u = aje; + -+ anen ¥
v = e1+ -+ Bnen, entonces

B
TQO(u,U) = (ag,...,an) A : :
Bn
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para probar la anterior igualdad basta tener en cuenta que 79 es bilineal. La matriz A =
(Nij) = (T9(ei, €)) se denomina matriz de la métrica T§ en la base {e1, ... ey}

(d) Por ser E de dimensién finita tenemos T} (E) = Endg(E), y segiin 2.2 una base del
espacio vectorial Endg(F) es la familia de tensores

{wi®ej:i,j€{1,...,n}}.

Fijemos un endomorfismo 7' : E — E e identifiquémoslo con el tensor T} que le corresponde
segiin la igualdad T} (E) = End(E),

T11 cExE* —k
(e,w) = Ti(e,w)=w(T(e));

veamos cudles son las coordenadas del endomorfismo 7' (es decir, las coordenadas del tensor
T}): T = 37 =1 M (wi®ej) donde N = T (5, w;) = wj(T'(e;)) = coordenada j-ésima de T'(e;)
en la base {e1,...,e,}, es decir, si T(e;) = ajer + -+ + anien, entonces )\g = w;(T(e;)) = ajs;
concluyendo, ()\f ) = (aji) es la matriz del endomorfismo T en la base {e1,...,e,}.1

Obsérvese que el tensor w; ® e; de la base se corresponde con el endomorfismo 7); : £ — E
determinado por las condiciones Tj;(e;) = e; y Tji(en) = 0 para todo h # i (véase la seccién
I1L.2).

2.5 (Convenio de notacién de Einstein) Debido a la aparatosa notacién de la teoria de
tensores suele emplearse el llamado convenio de notacién de FEinstein, segun el cual, siempre
que a un mismo lado de la igualdad de una férmula aparezca un indice repetido, se entiende
que se esta sumando sobre todos los valores que toma dicho indice.

Por ejemplo, la féormula T'(e;) = >_iL; ai;j€;, que define la matriz de una aplicacién lineal
respecto de una pareja de bases, se escribird usando el convenio de Einstein simplemente como
T(ej) = a;j€;, pues como el indice i estd repetido a la derecha de la igualdad se entiende que
se suma sobre los valores ¢ = 1,...,n.

Si TY es una métrica sobre E y A = (a;;) es la mariz de 7% en la base {e1,...,¢,} de E
(es decir, a;; = T9(e;, €;)), entonces TY viene dada por la férmula

n n n
0
T) (Y e, Y Biej | = > ciaiif;
i=1 j=1 ij=1
(véase el ejemplo (c) de 2.4); usando el convenio descrito la anterior férmula se escribird
T3 (aiei, Bie;) = aiaiiB; .

Por dltimo, la expresion

G1.0j
Tig: Z /\il...z‘g Wi @ Qui, ®Wej ®- - ej,
(i1, -5 ip) € VR(n, p)
[CETERE jq) € VR(n, q)

. 1o
se escribird Ti = Xj 751 wiy @ - Quwi, @ ej @ -+ @ e,

! Sale que la matriz de T es (aj;) en vez de (ai;), porque en el ejemplo hemos llamado i al indice que indica
las columnas y j al que indica las filas, al contrario de como hicimos cuando dimos la definicién de matriz de
un endomorfismo.
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2.6 (Cambios de base) Veamos ahora c6mo cambian las coordenadas de un tensor al cam-
biar la base, para lo cual usaremos el convenio de notacién de Einstein.

Sea {éi1,...,én} otra base de E' y {w1,...,wn} su base dual, y sea C = (¢p;) la matriz
de cambio de la base nueva a la base antigua, es decir, para cada i € {1,...,n}, la columna
i-ésima de C' son las coordenadas del vector €; en la base {e1,...,e,} (como siempre, el primer

indice indica la fila y el segundo indice indica la columna):
€ = ChiCh (convenio de notacién) .

Igual que en el ejemplo (d) de 2.4, escribamos cp; = c , de modo que el superindice indique la
fila y el subindice indique la columna.

Si denotamos B = C~!, entonces la matriz de cambio de la base {@1,...,@,} a la base
{wi,...,wp} es Bt = (C™Ht (véanse 111.3.2 y IV.4.3), es decir, para cada j € {1,...,n}, la
“fila” j-ésima de B = (bj;) son las coordenadas del vector w; en la base {wi,...,wy}:

wj = bjiw; = b{ wy (convenio de notacién) .

Sean ahora T} € TJ(E), {/\zllzj;} las coordenadas de T} en la base {w;;, ® - Q@w;, @ej, @

“®ejt, Y {)\211 f"} las coordenadas de T en la base {w;; ® - Q@ @;, ® €j, @ --- @ &, }; la

relacion entre las coordenadas de T} en dichas bases es la siguiente:

e q(c, ny Y
Ai iy =TH(€iys- - Cips Wiy - -+, Wj,)
_ h1 hp j
_T;g(ch €hyy- -5 C ehp7bl wll,...,bl:wlq)
_ hp 11 J
=, "'Cipbl ...bZQTg(ehl,...,ehp,wll,...,wlq)

h l...1
:Cﬁl'“ ijl b]q)\l q

Ejemplo 2.7 Veamos cémo cambia la matriz de una métrica 7% sobre E al cambiar la base.

Siguiendo con la notacién de 2.6, sea C' = (c?) = (cp;) la matriz de cambio de la base {é1, . .., &,}
a la base {e1,...,en}; si A = (a;;) = (T9(ei, e;)) es la matriz de T9 en la base {e1,...,en} y
A = (a;j) = (T9(&;,€;)) es la matriz de TY en la base {é1,...,&,}, entonces de 2.6 se sigue

Qij = C ahl Z ChiGhiClj »
h,l=1

es decir, A = C*AC.

Ejercicio 2.8 Compdrense las formulas dadas para el cambio de base en 2.6 con las ya estu-
diadas en los casos Tg(E) = E, T)(E) = E* y T}H(E) = Endi(E).

3 Operacion del Grupo Simétrico sobre los Tensores

En esta seccion, el k-espacio vectorial £ no necesariamente serd de dimensién finita, p sera un
natural no nulo, 7),(E) denotara el espacio vectorial de los tensores puramente covariantes de
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orden p sobre E, y S, denotard el grupo simétrico de orden p (grupo de las permutaciones
del conjunto {1,...,p}). En lo que sigue supondremos que el lector conoce las propiedades
elementales del grupo S, (véase [8]).

En esta seccién estudiaremos cémo opera S, en los tensores puramente covariantes de orden
p sobre E; dicha operacién hace que en T),(E) haya dos clases distinguidas de tensores: los
simétricos y los hemisimétricos. Aqui definiremos los primeros, dejando el estudio detallado de
los segundos para la proxima seccién.

3.1 Para cada permutaciéon o € S, y cada tensor T, € T,(F) definimos la aplicaciéon 7T},
siguiente:
Ty, EP — k
(e1,--nep) = TTyler,. . ep) = Tplesr)s s o(p));
9T, es una aplicacién multilineal (compruébese) y por lo tanto tenemos
Sp x T(E) — T,(E) (3.1)
(0,1p) +— T} .

Teorema 3.2 (i) La aplicacién (3.1) es lineal en su segundo argumento, es decir, dados
T,, Ty € TH(E), \,p € k y o € S, se satisface

U(ATp + qu) =NT,+p°T).
(ii) La aplicacion (3.1) es una operacién a la izquierda del grupo S, sobre T,(E); es decir,
dados Ty, € T,(E) y p,0 € S se satisface
T, = 0T).
(iii) Cualesquiera que sean las formas lineales wy,...,w, € E* y la permutacién o € S, se

satisface

—1

Wo(1) @+ Q Wo(p) = 7 (w1 ® -~®wp). (3.2)

Demostracion. (i) Es inmediato y se deja como ejercicio.

(ii) Sean T, € T,(E) y o € S,. Si dados vectores ej,...,e, € E denotamos u; =
€p(1)s--+>Up = €p(p), entonces para cada i € {1,...,p} Serd us() = €p(o(i)) = €po(s) ¥ POT
lo tanto

POTp)(ers--ep) = “Tplepys - s epp)) = “Tp(ut, .., up)
= Tp(ua(l)’ B uo(p)) = Tp(epa(l)a s 7€po(p))

= "Ty(er,....ep).

(iii) Dados ey,...,e, € E tenemos

(wa(l) K& wa(p)) (617 ) ep) = Wg(1) (61) T Wo(p) (ep) = (*) ;

ahora, como el producto en k es conmutativo, podemos reordenar los factores de (*) de menor
a mayor en los indices de las formas lineales y obtenemos

(*) = wileg-1(1)) -+ wpleg-1(p)) = 071(w1 ®--Quwp)(er,...,ep). 1
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Definicién 3.3 Dado p > 1, diremos que un tensor 7}, € T,(E) es simétrico si para toda

permutacién o € S, se satisface 7T}, = T}, es decir, si cualquiera que sea la familia eq,..., e,
de vectores se satisface Tjy(e1,...,ep) = Ty(e;y, ..., e;,) para toda reordenacion (permutacion)
€iy5- - -, €, de dicha familia.

El conjunto de los tensores de T},(E) que son simétricos lo denotaremos S,(E), y es facil
comprobar que S,(E) es un subespacio vectorial de T,,(E). Por definicién se toma So(E) =
To(E) = K.

3.4 SeaT,cTy(F). Sioc=rm -7, es una descomposicién de una permutacién o € S, como
producto de trasposiciones, de 3.2 (ii) se sigue la igualdad

O'Tp — 7—1..~7-er —_ 71 ( L Tr—1 (7’er> . ) 7

por tanto: T}, es simétrico si y sélo si 7T}, = T}, para toda trasposicién 7 de 5.
Es decir, para comprobar que 7T}, es simétrico basta ver que, cualesquiera que sean i,j €
{1,...,p} distintos, se satisface

i J i J
! ! ! 1
Tplet, ... €ir.or€jy..rep) =Tpler, ..., €5, ... €5 ...,€p)
para toda familia de vectores ey, ..., e,, ya que el miembro de la derecha de la anterior igualdad
es Ty (e1,...,ep), donde T es la trasposicién que intercambia j e i.

Por ejemplo, una métrica T5 sobre E es simétrica si cualesquiera que sean e,v € FE se
satisface Ta(e,v) = Ta(v,e).

4 Tensores Hemisimétricos

Definicién 4.1 Sea p > 2 y sea T), € T,(E). Diremos que T, es hemisimétrico (6 alternado )
si satisface la siguiente propiedad: si en una familia e1,...,e, de p vectores de E hay dos
iguales, entonces Tj(e1,...,e,) = 0.

Se comprueba facilmente que el conjunto de los tensores hemisimétricos de T),(E) es un
subespacio vectorial de T,(E), el cual denotaremos A,(E). Por definicién se toma A;(E) =
T\(E) = E* y A(E) = To(E) = k.

Lema 4.2 Seanp > 2 y T, € T,(E).
Si T, es hemisimétrico, entonces cualquiera que sea la permutaciéon o € S, se satisface
°T, = sig(o)T), (donde sig(c) denota el signo de o).
El reciproco es cierto cuando la caracteristica del cuerpo k es distinta de 2 (es decir, cuando

2 =1+ 1 es distinto de cero en k ).

Demostracion. Por las propiedades del grupo simétrico bastara probar que 77T, = —T, para
toda trasposicién 7 de S, (véase 3.4). Sean indices 4,5 € {1,...,p} con i < j y consideremos
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la trasposicién 7 que intercambia dichos indices; dados vectores eq,...,e, € I/ tenemos
i J
! 1
0="Ty(e1,...,ei+ej,....,e;+€j,...,ep)
P P
=Tpler,... € .. €. ep) +Tpler, ... €. ,€5,...,€p)
i J i J
! 1 ! I
+Tp(e1,. . s€j, .o s€iyeep) +FTp(er,. .. e5,...€5,...,€p)

i J i J
! 1 ! 1

=0+Tp(et,. . €€, ...,6p) +Tp(er,....€5,...,€,...,6p) +0
=Tpler,...,ep) + "Thler,...,ep),

por lo tanto "Ty(e1,...,ep) = —Tp(e1,...,ep).
Supongamos ahora que la caracteristica de k es distinta de 2, y que para toda trasposicién
7 de S), se satisface "1, = —T},. Seane; ...,e, € E tales que existen 4,5 € {1,...,p} con i # j

y € = ej; si 7 es la trasposiciéon de S, que intercambia j e ¢, entonces
T —
—Tpler,...,ep) = "Thler,...,ep) =Tpler,...,ep),

es decir, 2T} (e1,...,e,) =0y por lo tanto T,(e1,...,e,) =0. |

Definicion 4.3 Sea p > 2. Se define el operador de hemisimetrizacion sobre el espacio de
tensores T),(E) como la siguiente aplicacién

hp : Tp(E) — Tp(E)
T, +— hp(T,) =Y sig(o)T,.
0ES)

Por definicién se toma hy, : T,,(E) — T,(E) como la identidad para p € {0, 1}.

Teorema 4.4 El operador de hemisimetrizacion tiene las siguientes propiedades:
(i) Es lineal y valora en Ap(E).

(ii) SiQ, € Ay(E), entonces hy(§2y,) = p! Yy,

(i) Dados T), € T,(E) y T, € Ty(E) se satisface

hp+q(Tp ® Tq) = (_1)pth+q(Tq ® Tp) .

(iv) SiT, € Ker hy, entonces cualquiera que sea T, € T,(E) se tiene T), ® T, € Ker hy.
(v) Siwi,...,wp, € E*, entonces hy(w ® -+ ® wy) = >oes, SI8(0) Wo(1) @+ @ Wy (p)-

Demostracion. Haremos las demostraciones para p > 2, ya que para p = 0y p = 1 son triviales
(por la propia definicién de hg y hq).

(i) La demostracién de que h), es lineal es sencilla y se deja como ejercicio. Sea T), € T),(E)
y veamos que hy,(T),) € Ap(E). Consideremos vectores ey,...,e, € E tales que existen indices
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distintos i,j € {1,...,p} con e; = e;; si 7 es la trasposicién de S, que intercambia dichos
indices, entonces cualquiera que sea o € S, se satisface
g _ O __ TO
Tylet, - vep) = “Tplera)s-- s erp) = “Tpler, ... ep).
Ahora, teniendo en cuenta que la aplicacién S, — S, 0 +— 70, es una biyecciéon que hace
corresponder las permutaciones pares con las permutaciones impares, obtenemos que .S, es la
unién disjunta de los dos conjuntos
A, = {permutaciones pares de Sy},

{ro : 0 € A,} = {permutaciones impares de Sp} .

De todo lo dicho (y teniendo en cuenta que sig(7o) = sig(7) sig(o) = —sig(o)) se sigue:
hp(Tp)(er, ..., ep) = Z sig(o) “Tp(et, ... ep)
o€Sp
= Z sig(o) “Tp(er, ..., ep) + Z sig(to) " Ty(er, ..., ep)
o€Ap o€Ap
= Z sig(o) “Tp(er, ..., ep) — Z sig(o) " Tp(e1,...,ep) =0.
o€Ap o€Ap

(ii) Ejercicio.
(ili) Sean p,q > 0, T, € T,(E) y T, € T,(E). Consideremos la permutacién ¢ € Spq4

siguiente
_ 1 . q qg+1 ... q+p
Y=l p+1 o ptqg 1 . p )
y para cada permutacién o € Sp4, denotemos 7 = .
Dados vectores e ..., ep4q € E/ tenemos
hp+q(Tp ® Tq)(el, ces ,€p+q) = Z sig(o) (Tp ® Tq)(ea(l), cee, 60(p+q))
0€Sp+q
= Z Sig(()’) Tp(eg(l), ey eg(p))Tq(ea(p+1), ce ,ea(p+q))
0€Sp+q
= Z sig(&cp_l) Tp(eg(q+1), ceey 65(q+p))Tq(e5(1), ey 65(,1))
TE€Sp+q
= sig(¢ 1) Z sig(7) (Ty ® Tp)(es5(1), - - - » €5 (p+q))
T€Sp+q

= (_1)pth+q(Tp ® Tq)(ela ceey ep+q) )

ya que sig(o 1) = sig(¢) = (=1)P? (compruébese).

(iv) Sean T), € T,(E) y Ty € Ty(E) tales que hy(T,) = 0. Consideremos cada permutacién
de S, como una permutacién de Sp44 que deja fijos los ¢ tltimos elementos, de modo que
entonces S, es un subgrupo de S,14. Las clases de equivalencia de la relacién que S, (como
subgrupo) define en S,1, forman una particién de Sj,: si denotamos por C1,...,C, dichas
clases, entonces Sp1q =C1U---UC, y C;NCj =0 sii# j. Tenemos

hprg( Ty, @Ty) = Y sig(o) (T, @Ty) = Y sig(o) (T, @Ty) +---+ Y _ sig(o) (T, @ Ty) .

O'ESp+q UGCl O'ECT
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Veamos que cada uno de los anteriores sumandos se anula. Fijada un indice i € {1,...,7} y un
representante p; € Sp14 de la clase C;, entonces C; = {p;d : ¢ € S,} y por lo tanto tenemos:

Pi
Z sig(0) 7 (1,®Tq) = Z sig(pia) 77 (Tp © Ty) = sig(ps) ( Z sig(a) 7(T, @ Tq))

oeC; 5€S,y 7€,

Pi Pi
= sig(pi) < Z sig(a) (6Tp ® Tq)) = sig(pi) (( Z sig(o) UTp) ® Tq>

5€S, 5€S,

= sig(p:) pz(hp(Tp) ® Tq) =0,

ya que hy(7T,) = 0 por hipdtesis. (En las anteriores igualdades hemos usado la linealidad de la
operacién de las permutaciones sobre los tensores (véase 3.2), y la siguiente propiedad de facil
comprobacién: si € S, entonces 7 (T, ® T,) = °T, ® Ty.)

(v) Sean wi,...,w, € E*. Teniendo en cuenta la igualdad (3.2) y que la aplicacién S, —
Sp, 0 o~ !, es una biyeccién, obtenemos

hp(w1 ® -~ @uwp) = Y sig(0) T(w1 @ -+ @ wp)

oSy
s N1 .
=D siglo)7 (Wi® - @uw) = Y sig(0) wen) @ @ Wp) - N
O'GSp UESp

Observacion 4.5 La aplicacién lineal h, la hemos definido de T,(E) en T,(E) pero hemos
visto que valora en A,(E), es decir, Imh, C A,(E); por este motivo en adelante siempre
consideraremos dicha aplicacién como

hy : Ty(E) — Ap(E) .

Teorema 4.6 Supongamos que E tiene dimension finita igual a n, y sean {ej,...,ey} una
base de E y {w1,...,wn} su base dual.

i) Sil < p<mn, entonces la familia de tensores hemisimétricos
sSps
{hp(wh@---@wip) 1 <4 <---<ip<n}

es una base del espacio vectorial Ap(E); por lo tanto se satisface dim(A,(E)) = (")

Ademaés, la expresion de un tensor , € A,(E) en la anterior base es

Q, = Z iy .ip hp(wiy ® -+ @ wy,),
1<i1<-<ip<n
donde M, ..i, = Qp(eiy, ..., ¢€i,).
(ii) Sin < p, entonces Ap(E) = 0.
(iii) Para todo p, la aplicacion lineal hy : T,(E) — A,(E) es epiyectiva.
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Demostracion. (i) Sip = 1, entonces es claro que {hi(w1),...,hi(wp)} = {w1,...,wn} es
una base de A1(E) = E*. Supongamos que 2 < p < n y sea 2, € A,(E). Segin vimos en 2.3
se satisface

Qp: Z Qp(ehl,...,ehp)whl®-~®th
(h‘177hl))€VR(n7p)
= Z Qp(ehl,...,ehp)whl®~-®th:(*),
(h1,.-., hp) € VR(n, p)
hi # hysii#j
ya que los sumandos correspondientes a variaciones (hy,. .., hy) con indices repetidos se anulan
por ser €, hemisimétrico. Ahora, si (h1,...,hp) no tiene indices repetidos, entonces existen
una permutacién o € S, y una variacién (i1,...,4,) con 1 < i3 < --- < i < n, tales que

(h1,-- - hp) = (ig(1)s - - »ig(p)) ¥ POT lo tanto
Qp(ehl, Ce ehp) Wh @+ ® Wh, = Qp(eia(l), e eia(p))wio(l) X Wiy (p)

: o1
= sig(o) Qp(eiy, ..., €))7 (Wi @ Bwg,).

Ademés, habréd tantas variaciones (hi,...,h,) sin indices repetidos en las que intervengan
i1,...,4p como permutaciones tiene S, (es decir, como reordenaciones hay de (i1,...,%p)); por
tanto

sumandos de (*) en los que
intervienen los indices i1,...,1,

) = Z sig(o)Qp (e, - - -, €i,) U_l(wil ® - Qw;,)
0€ES)
-1

=€, ..., €,) Z sig(0) 7 (wi, ® -+ Qwj,)
o€S)

= Qp(eiys - €0, p(wi; @ -+ Q) .

De todo lo dicho concluimos que

Q= (%) = Z Qp(eiy, - ei)hp(wy ® - @wg,).

1<i1<-<ip<n

Lo anterior prueba que la familia de tensores {hp(w;, ® --- @ w;,) : 1 < iy < --- < iy < n}
genera el espacio vectorial A,(E); para probar que dicha familia es libre basta tener en cuanta
que, por ser {e1,...,e,} y {wi,...,w,} bases duales una de la otra, se satisface la siguiente

propiedad: cualesquiera que sean 1 <j; <---<jp,<n y 1 <14 <--- <1, <n se tiene

1 si (il,...,ip):(jl,...,jp),
0 si (’Lll,...,ip)#(jl,...,jp).

(ii) Sean Q, € Ap(E)y v1,...,v, € E. Como n < p, necesariamente la familia {vy,...,v,}
no es libre y por lo tanto uno de sus vectores es combinacién lineal del resto; supongamos, por
comodidad en la notacién, que es v; combinacién lineal de va, ..., vp, es decir, v1 = Agva+- -+
ApUp; entonces

hp(wil Q- ®wip)(ej1’ e '7ejp) = {

Qp(v1, ..., 0p) = Qp(Aava + - -+ Apvp, v2, ..., Up)
= )\QQP(’UQ, V9, ... ,’Up) + /\39},(?}3,1}2,113, e Up) + -+ )\pr(’l}p, oo ,Q}p) =0.

(iii) La demostracién de este apartado se deja como ejercicio. 1
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5 Producto Exterior

En toda esta seccion supéndremos que el espacio vectorial F tiene dimensén finita igual a
n. Entonces, segtin 4.6 (iii), la aplicacién hy, : T,(E) — A,(E) es epiyectiva y por lo tanto el
espacio vectorial A,(FE) lo identificamos con el espacio vectorial cociente T),(E)/Ker hy; por
este motivo, si Q, € Ay(E) y T, € T,(E) son tales que hy(T)) = €, entonces diremos que T},
es un representante de §),,.

Definicién 5.1 Dados Q, € A,(E) y Q; € Ay(E), se define el producto exterior de €2, por
), como el tensor hemisimétrico ), A Q4 € Apy4(E) definido por la igualdad

Qp A\ Qp = hp+q(Tp & Tq) y

donde T, y T, son representantes de €2, y (), respectivamente. Veamos que la definicién
dada no depende de los representantes, es decir, sean T}, € T,(E) y Ty € T,(E) tales que
Qp, = hy(Tp) vy Qy = hy(Ty), y probemos que hyiq(T), ® Ty) = hypiq(Tp @ Ty;): por hipétesis
tenemos T}, — T), € Ker h,, y T, — T, € Ker h,, por lo que, segtin (iii) y (iv) de 4.4, se satisfacen
(T,—Tp)®T, € Kerhprq y Tp®(Ty—T,) € Ker hyiy, es decir, hyt (T, @T,) = hpro(T,@Ty) =
hptq(Tp @ Tq).

Observaciones 5.2 (a) Si A € Ag(E) = k, entonces, dado un representante Tj, € T;(E) de un
tensor hemisimétrico Q, € A,(E), tenemos

AN Qg = horq(A® Ty) = he(ATy) = Ahg(Ty) = Mg

(b) Con la identificcacién A,(E) = T,(E)/ Ker hy, el producto exterior definido en Ay (E)
no es mas que trasladar el producto tensorial de T),(E) al cociente T,(E)/ Ker hy,, es decir, “el
producto (exterior) de dos clases de equivalencia es igual a la clase del producto (tensorial) de
los representantes”. Veremos que las propiedades que tiene el producto tensorial las hereda el
producto exterior.

(c) Sila caracteristica del cuerpo k es cero, entonces, dado Q, € Ay(E), en la igualdad
hy(€2p) = p! 2, podemos dividir por p! y obtenemos que un representante de €, es ,%Qzﬁ en
particular tenemos

1 1 1
Qp /\ Qp - hp—l—q (p' Qp ® a Qq) == ]Tq' I'Lp_l,_q(Qp ® Qq) .
Proposicién 5.3 (i) EI producto exterior es bilineal, es decir, la aplicacién

Ap(E) x Ag(E) — Apyq(E)
(Qp, Q) — QAQy

es bilineal.
(ii) EI producto exterior es asociativo: Qp A (Qy A Q) = (2 A Q) A Qprr.
(iii) El producto exterior es anti-conmutativo: Q, A Qq = (—1)P7 (4 A ).

Demostracion. Las demostraciones se siguen de la definiciéon del producto exterior y de las
propiedades del producto tensorial (véanse 1.6 y 4.4 (iii)). |
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5.4 Por ser asociativo el producto exterior, dadas formas lineales wy,...,w, € E* tenemos el
tensor (véase 4.4 (v))

WA Awp =hp(w1 @ Quwp) = Z sig(a)wa(l) ® - QWop)
o€Sy
y cualquiera que sea o € .S}, se satisface
Wo(1) A+ AWg(p) = sig(o)wi A Awp.
Efectivamente, fijada una permutacién o € S, la aplicacién S, — S,, p — po~l, es una
biyeccién, por lo tanto tenemos

Wo(1) A+ AWap) = hp(We(1) ® -+ @ Wo(p) = Y 8ig(p) P(Wa(1) ® -+ @ Wy(p))

PESp
= Y sig(n)™ (@1 ®-@wy)
pPESH
= sig(o) Z sig(po™1) po (W1 ® - ®wp)
PESp

= sig(o) hp(w1 ® -+ - Qwp) =sig(a)wr A+ Awp.

Ademas, si {e1,...,e,} es una base de E y {w1,...,w,} es su base dual, el teorema 4.6
dice que la familia de tensores hemisimétricos {w;; A---Aw;, : 1 <idp < -+ <ip < n} es una
base del espacio vectorial Ay(E).

Ejercicios 5.5 (a) Dados vectores vi,...,v, € E pruébese la siguiente equivalencia: la
familia {v1,...,vp} es libre si y sélo si existe Q, € A,(E) tal que Qp(vy,...,vp) # 0.

(b) Para las formas lineales tenemos una propiedad similar a la (a): dadas formas lineales
Wi, ... ,wp € E* la familia {wy,...,w,} es libre si y s6lo si wy A -+ Aw, # 0.

5.6 En el proximo teorema probaremos una propiedad muy importante del producto exterior,
y para ello introduciremos una nueva notacion que nos simplifique dicha demostracién. Dado
un vector e € E y un tensor Tj, € T,(E) (con p > 0), definimos el tensor ieT), € T),—1(E) por
la siguiente férmula: si e, ..., e, € F, entonces

TeTp(ea, ... ep) =Tple,ea, ... ep) — Tplea, e,e3, .. ep) + -+ (—1)P ' Tp(ea, ... ep€)
P
= Z(—l)’_lTp(eg, €0, €, €541, Ep).
i=1

Denotemos e; = e y, para cada i € {1,...,p}, consideremos la permutacién
I R e N A R N
i=\l2 3 ... i 1i+1 ..p
(donde para i = 1 es o7 = identidad); entonces sig(o;) = (—1)""! (compruébese) y el sumando
i-ésimo de zeTy (€2, ..., €p) €s

(—1)i71Tp(62, €y €1,€41,. .., ep) =sig(0;) T Tp(er,e2,. .., €p)

= sig(o;) (iel UiTp> (€2,...,€p);
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por lo tanto, teniendo en cuenta la linealidad de la contraccién interior por un vector (véase

1.9), obtenemos te; Tp(e2, ..., ep) = ey ( >P_ sig(o;) ‘”Tp) (e2,...,€p), es decir,

P
TeT, = ie <Z sig(ai)f’iTp> .

i=1

La anterior igualdad prueba ademés que, efectivamente, zeT}, es un tensor de tipo (p — 1,0)
(porque es una combinacion lineal de tensores de tipo (p — 1,0)).

Lema 5.7 Cualesquiera que sean T), € T,(E) y e € E se satisface

hy1 (T Ty ) = iehy(Ty).

Es decir, dados un tensor hemisimétrico €}, y un representante suyo 1T}, para cada vector e € I,
el tensor ief), también es hemisimétrico y un representante suyo es tel),.

Demostracion. Fijemos e € E' y T), € T,,(E). Consideremos el grupo S,—1 como un subgrupo
de S, identificando S,—1 con las permutaciones de S, que dejan fijo a 1, Sp—1 = {0 € S :
o(1) = 1}, y para cada @ = 1,...,p definamos O; = {0 € S, : 0(i) = 1}; es claro que
Sp=01U---UO, y que O;N0; =0 sii#j,y porlotanto hy(Tp) = Y seg, siglo) 7T, =
Yoeo, 8ig(0) 7Ty + - + 3 5e0, sig(0) 7T}, . Ahora, si 6 € Sp_1, entonces oo; € O; (véase 5.6
para la definicién de o; ), de modo que la biyeccién S, — S, o — o0, identifica O; con Sp_q
y obtenemos

Z sig(o) 7T, = Z sig(G0;) 77T, = Z sig(a) sig(o;) U( ‘”Tp) ;

oe0; 6’65}71 E'ESpfl
por lo tanto

zehp(Tp):Le[ 7 3 sig(a)sig(ai)‘_’(oiTp)].

t=1,..., D

Por otra parte,

hp—1(teTp) = hp-1 (56 [Z sig(0i) UiTp]) = Z sig(7) (56 [Zsig(ai) UiTp])

i=1 F€Sp—1 i=1

=3 sig(&)ée< [gsigwwp]): > sig(&)zelgsigm“’(”@p)]

GESp—1 GeSp-1
. c oy s (.
=ie [ Z sig(a) sig(o) (UlTpﬂ ,
5 € Sp_1
t=1,..., P
lo que termina la demostracién. (En las anteriores igualdades hemos usado que 7 (ie[...]) =
ie(]...]) porque la permutacién & deja fijo a 1; también hemos usado que “elevar a una

permutacion es lineal” y que “el producto interior por un vector es lineal”.) 1



5. Producto Exterior 75

Lema 5.8 Cualesquiera que sean T), € T,(E), T, € T,(E) y e € E se satisface

te(Ty @ Ty) = (teTp) @ Ty + (=11, @ (2eTy) -

Demostracion. Dados e, ..., ep1q € E, tenemos
le(Ty @Ty)(ea, ... eprq) = (Tp @Ty)(€,€2, ... €ps€pti, - -3 Eptq)
+ ...+ (_l)p_l(TP ® T‘I)(er ey epv €, ep+17 e 7€P+¢I)
+ (TP & Tq)(_l)p(627 ceey €p+17 €, €p+27 ceey ep—i—q)

+ ...+ (_1)p+q—1(Tp ® TQ)(627 R 7ep+lI7€)

[Tp e, e,....ep)+ ... + (l)p_lTp(ez,...,ep,e)}Tq(epH,...,ep+q)

Ty(esepia, - sepiq) + oo + (=) Tyepra, .. eptgs€)

( 1)pT (62,.. ,ep+1)

N
[ ] €2,...,€eprq) + (—1)F {Tp ® (ZeTq)] (€2,...,€ptq)
[ ) & T, + (-1)°T, (zeTq)}(eg,...,eW). .

Teorema 5.9 La contraccion interior por un vector es para el producto exterior una anti-
derivacion, es decir, dado e € E, cualesquiera que sean ), € Ap(E) y Q4 € Ay(E) se satisface

Le(Qp N Q) = (Leflp) AN Qg + (=1)P A (iefly) -

Demostracion. Dados representantes 1), y T, de 2, y €, respectivamente, aplicando 5.7 y 5.8

obtenemos

Corolario 5.10 Cualesquiera que seane € E y wy,...,wp € E* se satisface

P
le(wi A+ Awp) :Z(—l)z_lwi(e)-wl/\---/\@/\---/\wm
i=1

donde wi A=+ AN Wi A Awp =wi A Awi—1 Awip1 A= Awp.
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Demostracion. Probémoslo por induccién sobre p, siendo inmediato para p = 1. Sip > 1,
entonces de 5.9 obtenemos

le(wWi A ANwp) =le(wi A+ Awp—1) ANwp + (—1)p_1w1 A Nwp_1-wp(e),

y para concluir basta tener en cuenta que por hipdtesis de induccién se satisface

p—1
le(Wi A+ ANwp_1) = Z(—l)’_lwi(e)- WA AWA - Awp—r. |
i=1

6 Morfismos Inducidos en los Espacios de Tensores

Fijemos en esta secciéon una aplicacion lineal ¢ : E — F entre dos k-espacios vectoriales (no
necesariamente de dimensién finita).

Definicién 6.1 Para cada tensor T), € T,(F) definimos la aplicacién ¢ (T',) como

Cf);(Tp):Ep — k
(e1,...,ep) ¢;(Tp)(el,...,ep) =Tp(p(er),. .., P(ep)) .

Es facil demostrar que qb;f (Tp) es un tensor de tipo (p,0), de modo que la aplicacién lineal
¢ : F — F induce una aplicacién entre los espacios de tensores,

¢;; 1 THp(F) — TH(E)

Tp = Qb:; (Tp) )
que es lineal (compruébese) 2.

Teorema 6.2 (i) La aplicacion qﬁ;" es compatible con el producto tensorial en el siguiente
sentido: dados T}, € Ty(F) y T, € T,(F) se satisface

Oprq(Tp @ Tq) = ¢ (Tp) ® b (T) -

(ii) Si¢:G — E es otra aplicacion lineal, entonces (¢ o)y = @rogr.

(iii) La aplicacion gb;f conmuta con el operador de hemisimetrizacion, es decir, dado T, € T,(F)
se satisface

hyp (¢, (T)) = by (hp(T))
donde hy, y h,, son los operadores actuando sobre T,(E) y T,(F), respectivamente.

(iv) La aplicacién ¢ transforma tensores hemisimétricos en tensores hemisimétricos (y ten-
sores simétricos en tensores simétricos).

2Obsérvese que para p = 1 se tiene ¢7 = ¢* (= aplicacién traspuesta de ¢); por este motivo, algunos autores
llaman a qu: “aplicacion traspuesta generalizada”.
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Demostracion. (i) Es sencillo y se deja como ejercicio.
(ii) Dadas las aplicaciones lineales ¢ y ¢, cualesquiera que sean vq,...,v, € G y Tp e T,(F)
tenemos

(6°0)5 (Tp)(vr, - vp) = Tp(dop(v1), -, o)) = Tp(dp(1)); -, Sli2(vy)) )

=T,
= & (Tp) (1), - (vp) = |5 (85 (Tp)| (w1, )

(iii) Sea T}, € T,(F). Veamos en primer lugar que para toda permutacién o € S, se

satisface gb;f (°T,) = U[gb;‘; (Tp)}: dados vectores eq,...,e, € E tenemos

d)::(UTp)(el, coep) = Ty(pler),...,0(ep)) = Tp(d)(eg(l)), s Bleap)))
= ¢;(7}J(€U(Dv"'7eagﬂ):: o{¢;(71»}(617'--7ep)'

Ahora tenemos:

S (Fo(T,) = ¢;§< S sig(o) UTp) ~ Y sig(o) ¢3(°T)

o€Sp o€Sp

= 3 sig(0) [0} (Ty)] = hy(65(T,))

oES)

(iv) El que la aplicacién gb;f transforma tensores hemisimétricos en tensores hemisimétricos
(v tensores simétricos en tensores simétricos) se sigue inmediatamente de las definiciones. 1

Corolario 6.3 La aplicacion lineal ¢ : E — F induce aplicaciones lineales entre los espacios
de tensores hemisimétricos,

¢$ : AP(E) - Ap(g) .~
B = 9 (D) = ().
Ademds, si ¢ : G — E es otra aplicacién lineal, entonces (¢°p);, = @),

Demostracion. La aplicacion gbl/)\ no es otra que la aplicacién (15;; restringida a los tensores
hemisimétricos (véase (iv) de 6.2). La ultima parte es consecuencia de 6.2 (ii). 1

Teorema 6.4 Supongamos que F y F son de dimension finita, en cuyo caso tenemos definido
el producto exterior sobre los espacios vectoriales A,(E) y A,(F). Entonces la aplicacion
lineal gf)]/:,\ es compatible con el producto exterior en el siguiente sentido: dados Q, € A,(F) y
Qg € Ay(F) se satisface

¢1/D\+q(ﬁp A ﬁq) = QZSQ (ﬁp) A ¢9 (ﬁq) .

En particular (como ¢) = ¢F = ¢*), dadas formas lineales @y, . .. ,wp € F* tenemos

(@1 A A@p) =GP (@1) A+ AdL(@p) = ™ (@1) A A @™ (@) -
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Demostracion. Dados representantes T), € T,(F) y Ty € Ty(F) de Q, y €, respectivamente,
del apartado (iii) de 6.2 se sigue que <Z>*( p) ¥ @5 (Ty) son representantes de ¢ (Qp) y ép (),
respectivamente. Por lo tanto tenemos

¢1/D\+q(ﬁp NG ) ¢p+q( p+q(Tp ®Tq)> - hp+q <¢p+q( ®T ))
= piq (85 (Tp) @ 65(Ty)) = (@) A 6 ().

7 Problemas

En los siguientes ejercicios £ denotara siempre un espacio vectorial de dimension finita sobre
un cuerpo k, {e1,...,e,} denotard una base de E'y {w1,...,w,} denotard la correspondiente
base dual en E*.

7.1 Sean wi,ws,ws las formas lineales sobre R? definidas por las igualdades
Wl(xay>z):x+2y_za W2(%Z/,Z):—$_21/+327 W3($>y>z):23«"+y_z-

Siu=(2,3,0), v=1(0,1,2), e=(1,2,—1), calcilense:
(a) (w1 ®@wa)(u,v), (w1 ®ws @ws)(e,u,v);
(b) (w2 Aws)(u,v), (w2 Aws Awr)(u,u,v), (w3 Aws Awr)(e,u,v).

7.2 Sea {e1,e2} la base usual de R? y sea {w;,ws} su base dual. Considérese la aplicacién
Ty : R? x R? x R? — R definida por la igualdad

T5((z1,y1), (22, 42), (23,¥3)) = T1yew3 — 2y122y3 + 4210223 .

(a) Pruébese que T3 € T3(R?) y calciilense sus coordenadas en la base de T3(R?) definida
por la base {ej, ez} de R2

(b) Definase un tensor cualquiera Ty € T(R?) y héllense los tensores Th @ T3 v T3 @ Tb.

(c) ¢Es T3 hemisimétrico?

7.3 Considérese el tensor Qp € T(R?) definido por la igualdad
Da((z1,v1,21), (T2, Y2, 22)) = 3T1Y2 + 4T122 — Y122 — 3Y172 — 42172 + 2192 -
(a) Pruébese que 9 es hemisimétrico.
(b) Sea {e1,ea,e3} la base usual de R3 y {w;,ws, w3} su base dual. Calctilense las coorde-

nadas de 5 en la base de AQ(RS) definida por la base {ej, eq,e3} de R3.
(C) Si QQ = w1 A wsy + 2w9 A wsg, héllense Qo A Qg y Qg A Qs.

7.4 Supéngase que dimE = 3. Calciilese la matriz del endomorfismo T} = 3w; ® e;—
2w ® ez + w3 ®es € T1H(E) = Endi(E) en la base {e1, ez, e3}.
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7.5 Dadosvy,...,vp, € E = E** vy, ..., v, son formas lineales sobre E* y se tiene el siguiente
tensor hemisimétrico de orden p sobre E*:

V1A ANy = Npes, SIE(0) V(1) ® -+ ® Vg (p) -
(a) Demuéstrese que cualesquiera que sean ty,...,t, € E* se satisface
(Vi A Avp) (e tp) = (B A Atp) (V1,2 0p).
(b) Pruébese que la familia {vi,...,vp} es libre si y s6lo si vy A--- Av, # 0.

7.6 Para cada aplicacién lineal ¢ : E — E* se define la aplicacién Ty : Ex E :— k por
la férmula Ty(e,v) = ¢(e)(v) (e,v € E). Pruébese que T}, es una métrica sobre E y que la
aplicacién
Homk(E, E*) — TQ(E)
¢ = Ty

es un isomorfismo. Dada una métrica Ty € T2(FE), la aplicacién lineal ¢, € Homy(E, E*) que
se corresponde con Ty por el anterior isomorfismo (es decir, la tinica aplicacién lineal de E' en
E* que para cada vector e € E satisface ¢, (e) = ieT3), se denomina polaridad asociada a la
métrica Ts.

7.7 Sea ¢ € Homy(E, E*) tal que, segtin la notacién del problema anterior, existen escalares
Aij € k satisfaciendo Ty = 377" Ajj w; @wj. Calcilese la matriz de ¢ en las bases {e1, ..., e}
y {wi, .. wnte

7.8 Dada Qs € Ay(F), pruébese que para toda w € E™ se satisface w A Qy = Qs A w.

7.9 Considérese el conjunto N(T3) = {(e,v) € E x E : Ta(e,v) = 0}. ;Es cierto 6 falso que
N(T3) es un subespacio vectorial de E x E7? Razoénese la respuesta.

7.10 Supongase que dim £ = 3. Dado el endomorfismo f : £ — FE determinado por las
condiciones f(e1) = ea, f(e2) = ez y f(esz) = e1, y dado el tensor Th = w1 @ w1 + wo ® wo —
w1 ® w3 — wy ® ws, calctlese f5(Ty). Calctlese también w A W', siendo w = wy +wy — w3 y
W =w; —wy + ws.

7.11 Sean E = {polinomios de R[z] de grado < 2}, B = {1,z,2?} base de E y B* =
{w1,w2,ws3} su base dual. Considérense las aplicaciones t1,to,t3 : E — R definidas como

t1(q(z)) = q(=1) +q(0) +¢(1),  ta(q(z)) = —q(=1) +q(1),  t3(q(z)) = q(=1) +q(1).

(a) Pruébese que t1,ta,t3 € E* y que {t1,t2,t3} es base de E*.
(b) Calcilense las coordenadas de wi,ws,ws en la base {t1,ta,t3}.

(¢c) Pruébese que es una métrica simétrica la aplicacién T : E x E — R definida por la
igualdad T3 (p(z), q(x)) = p(—1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

(d) Calcilese la matriz en las bases B y B* de la polaridad asociada a Tb.
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7.12 Sea wy € E*, wy # 0. Para cada p € {0,1,...,n — 1} definimos la aplicacién lineal
fp t Ap(E) — Appi(E) por la formula f,(Q,) = wo Ay, (2, € Ap(E)). Pruébese que la
siguiente sucesion es exacta:

0 Ao(E) 2% AvE) I 0 I AL(B) S 0.

7.13 Tensores simétricos:
Sea p > 2. Se define el operador de simetrizacién sobre el espacio de tensores T),(E) como la
siguiente aplicacién (aqui E no necesariamente es de dimension finita)

sp:Ip(E) — TH(E)
T, — sp(Tp) := Z Ty .

oES)

Por definicién se toma s, : T,,(E) — Tp(E) como la identidad para p € {0, 1}.
(a) Demuéstrese que el operador s, es lineal y valora en S,(E).
(b) Si P, € S,(FE) compruébese la igualdad s,(P,) = p! P,.
(c) Pruébese que cualesquiera que sean wy,...,wy € E* se satisface

Sp(w1 @ - Quwp) = Z Wo(1) @+ @ Wo(p) -
oES)

La aplicacién lineal s, la hemos definido de T},(E) en T},(E) pero segun (a) valora en Sy,(E),
motivo por el cual se considera dicha aplicacién como s, : T (E) — Sp(E).

(d) Supdngase que E tiene dimensién finita igual a n y sean {ej,...,e,} una base de F
y {wi1,...,wn} su base dual. Para cada entero positivo p sea Ny el conjunto de las n-uplas
(a1, ...,a,) de nimeros naturales tales que oy + - -+ + a,, = p. Pruébese que la familia de

tensores simétricos
{sp(wl ® O QW R Quw,® % Quy) & (a1,...,an) € Ng}

es una base del espacio vectorial S,(E). Ademas, la expresién de un tensor P, € S,(E) en la
anterior base es

P, = > AagomSp(W1® 2L Qw1 ® -+ Quy ® 9 @ wy),

(a17-~~7an)€N$

donde
Aar..an = Ppler, QL er, ... en, . ep).
(e) Obténgase como consecuencia de lo anterior que si E es de dimensién finita n, entonces
sp es epiyectiva y se satisface la igualdad dim(S,(E)) = (” + ;’ - 1).

(f) Se llama producto simétrico de p formas lineales w,...,w, al tensor wi:... w, €
Sp(E) dado por la igualdad

Wi wp = Sp(w1 @ Quwp) .
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Pruébese que para toda permutacién o € S), se satisface

Wo(1)* -+ * Wo(p) = W1* -+ Wp.
Dadas formas lineales wy, ... ,wy, sobre E y (ai,...,q,) € Ny, para simplificar la notacion
suele escribirse wi”- c.ocwom en lugar de wye QL swye ... s wpe & wy; con esta notacion, en las

condiciones del apartado (d) se tiene que la base de S,(FE) se escribe
{wit g (o, an) €NJEL

(g) Considérese ahora una aplicacién lineal ¢ : E — F. La aplicacién ¢ : T,(F) — T,(E)
transforma tensores simétricos en tensores simétricos, de modo que se tiene la aplicacién lineal

¢;o : Sp(F) - Sp(E)

Py = ¢p(Pp) = ¢p(Pp).

Ademas, si ¢ : G — E es otra aplicacién lineal entonces (¢ O(p)l', = 0,00,
Pruébese que cualesquiera que sean las formas lineales wy,...,0, € F * se satisface la
igualdad

7.14 Siw y w' son dos formas lineales no nulas sobre E demuéstrese que w @ w’' = w' @w siy
s6lo si w' = Aw para algtin escalar A € k. Si e, ¢ € E son dos vectores no nulos, jes cierto que
e®e =¢ @esiysolosiey e son proporcionales?

7.15 Dadas formas lineales wi,ws sobre E, digase de cada uno de los siguientes enunciados
si es verdadero 6 falso (razonandose las respuestas):

(a) wirwa#0 = {wi,ws} es libre;

(b) wirwa=0 = {wi1,ws} no es libre;

(C) W Q®uwr=0 = w; =01 w=0;

(d) wiAwea=0 = w =01 wy=0;

() wirwa=0 = w1 =01w=0.

7.16 Determinense las coordenadas en la base {w;®e;}1<; j<n del tensor de tipo (1,1) definido
por el endomorfismo identidad de F.

7.17 Dados T} e T}(E)yw € E* (¢ > 2), se define el tensor iwTi € TI‘}_l(E) por la igualdad
iwTH (w1, vp, W1,y we—1) = T (01, Vg Wy Wi, We—1) -

Sea T} el tensor definido por un endomorfismo T : E — E. Demuéstrese que ieT} = T(e)
para todo vector e € E, y que i, T} = T*(w) para toda forma lineal w € E*.

7.18 Demuéstrese la existencia de un isomorfismo canénico TZ(E) = TP(E*). Pruébese
que el isomorfismo Endy(E) = T1(E) = T} (E*) = Endg(E*) transforma cada endomorfismo
T: E — E en el endomorfismo traspuesto T%: E* — E*.
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7.19 Para cada métrica Ty sobre F, pruébese que la aplicacién T4 : E x E — k definida
por la igualdad T%(e,v) := Tz(v,e) también es una métrica. Demuéstrese que la aplicacién
Ty(E) — To(E), Ty — T%, asf obtenida es un isomorfismo lineal.

Dada Ty € To(E), pruébese que Sy := Ty +T% es una métrica simétrica y que Hy := Ty —T%
es una métrica hemisimétrica. Dediizcase que si la caracteristica de k no es 2, entonces toda
métrica sobre E descompone en suma de una métrica simétrica y otra hemisimétrica. ;Es tnica
esta descomposiciéon?

7.20 Sea T» una métrica (simétrica 6 hemisimétrica) sobre E. Pruébese que su radical
radTy :={e € E: Ty(e,v) =0, Yv € E}

es un subespacio vectorial de E. Se dice que la métrica T5 es no singular cuando su radical
es nulo, y en caso contrario se dice que es singular. Demuéstrese que rad T = Ker ¢, donde ¢
es la polaridad asociada a Ty (véase el ejercicio 6), y concliyase que el que T, sea no singular
equivale a que ¢ sea un isomorfismo.

Pruébese que si Ty es no singular, entonces existe una tnica métrica contravariante 72
(métrica sobre E*), llamada métrica dual de Tb, tal que

T*(¢(e), ¢(v)) = Ta(e,v),

y demuéstrese que T2 también es no singular. Al ser 72 una métrica no singular sobre E*,
define una métrica dual T en E** = E. Pruébese que T = T5 en el caso simétrico y Th = —Th
en el caso hemisimétrico.

721 Sin=3yTs =w Quwy+wrR®w| —w3 Vw3 —wy Vw3 — w3 ®wsy, compruébese que Ts es
no singular y calctilense las coordenadas de la métrica dual T2 en la base e; ® ej, 1 <1,5 <3,
de To(E*) = T?*(E).

7.22  SeaTy = };; ajjw;®@w; una métrica simétrica no singular. Determinense las coordenadas
de la métrica dual T? en la base e; ® €j.

7.23 Sea T una métrica sobre E. Si V es un subespacio vectorial de FE, pruébese que su
ortogonal
V= {e€ E: Ty(e,v) =0, Vo eV}

es un subespacio vectorial de E. Pruébense ademas:

(a) Si ¢ denota la polaridad asociada a T, pruébese la igualdad V+ = ¢~1(V?). Dediizcase
que dim V+ > dim E — dim V, y que se da la igualdad cuando la métrica es no singular.

(b) Estidiese si es cierto que V- NV = 0 cuando la métrica es no singular; ;y si es una
métrica simétrica no singular?

724 Sin=3yTs=wi Qws—w3®wi —2ws ®ws + 2w3s ® ws + 3w1 ®ws — 3ws ® w1, calcilese
la matriz de la polaridad asociada ¢: E — E* en las bases {e1,e2,e3} v {w1,wa,ws}.

Determinese el radical de 75 y los subespacios ortogonales de Vi =< e; +e2 +e3 > y
Vo =< e, e3 >.
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7.25 Sea T, una métrica sobre E. Pruébese que las aplicaciones T}, Ty: E — E* definidas
por las igualdades

Ti(e)(x) := Ta(e, x) , Ty(e)(z) = To(x,e) e,x € E

son lineales (suele decirse que T; es la polaridad por la izquierda (6 simplemente polaridad,
véase el ejercicio 6) definida por T, y que Ty es la polaridad por la derecha). Demuéstrense

(a) (T)* =Ty y (Ta)* =Ti;

(b) T; y Ty tienen igual rango;

(¢) Tj es simétrico siy sélo si T; = Ty;

(d) T; es un isomorfismo si y sélo si T;; es un isomorfismo.
7.26 Supongase que la caracteristica de k no es 2. Pruébese que T es hemisimétrico si y
solo si T; = —Ty. Demuéstrese que la relacién de ortogonalidad definida por T5 es simétrica
(en el sentido de que, dados e,v € E, se satisface Ta(e,v) = 0 = Ta(v,e) = 0) si y s6lo si Ty
es simétrico 6 hemisimétrico. [Indicacion: Pruébese primero que para cada e € E existe A € k
tal que Tj(e) = ATy(e), y luego que A no depende de e. Concluir que \? = 1].

7.27 Demuéstrese que la aplicacién To(E) — Homy(E, E*), Ty +— Tj;, es un isomorfismo
lineal. ;Es también un isomorfismo la aplicacién T — Ty ?

728 Sin=3y T =w ®wy—ws ®ws~+ 2wz ®ws — 3wz ® wy, calcilense las matrices de T;
y T4 en las bases {e1,e9,e3} v {w1,ws,ws}.

7.29 SiTh =}, ajjw; ®wj, calcilense las matrices de T; y Ty en las bases {ei} v {wi}.

7.30 SeaV := E x E*. Definase un isomorfismo canénico ¢: V — V* y determinese el tensor
covariante de orden 2 sobre V' cuya polaridad por la izquierda es ¢, y aquél cuya polaridad por
la derecha es ¢. Definanse sobre V', sin necesidad de elegir una base, una métrica simétrica no
nula y otra hemisimétrica no nula. ;Son no singulares estas métricas?

7.31 Supoéngase que la caracteristica de k no es 2 y que la dimensién de E es impar. Pruébese
que toda métrica hemisimétrica sobre E es singular. [Indicacidn: Si una matriz cuadrada A
coincide con la opuesta de su traspuesta y tiene un ntmero impar de columnas, entonces su
determinante es nulo.]

7.32 Sea F el espacio vectorial formado por todas las aplicaciones E' — k (no necesariamente
lineales) y sea Q(FE) el subespacio vectorial de F' generado por los productos w'w de pares
de formas lineales. Los elementos de Q(F) reciben el nombre de formas cuadréticas sobre E.
Demuéstrense las siguientes afirmaciones:

(a) Q(E) es un espacio vectorial de F' de dimensién n(n 4+ 1)/2, y una base suya esta
formada por los productos dobles w;w;j, 1 <i < j <n.

(b) SiTy es una métrica sobre F, entonces ¢q(e) := Th(e, e) (e € E) es una forma cuadratica;
denotemos g = ¢(1»).

(c) La aplicacién ¢: To(F) — Q(FE) es lineal y epiyectiva, y su nucleo es Ao(E).
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7.33 Supoéngase que la caracteristica del cuerpo base k no es 2. Demuéstrense las siguientes
afirmaciones:

(a) S2(E)NA2(E) =0 (y por tanto Tx(E) = S2(E) @ A2(E); véase el ejercicio 19).

(b) La aplicacién ¢: So(E) — Q(F), que a cada métrica simétrica T» asocia su forma
cuadratica g(e) := Th(e, e), es un isomorfismo lineal.

(c) Una aplicacién q: E — k es una forma cuadrética si y sélo si g(Ae) = A2¢(e) para
cualesquiera A € k, e € E, y Ty(e,v) := g(e +v) — ¢q(e) — g(v) es una aplicacién bilineal.

(d) La aplicacién ¢: Q(E) — Sa2(E), que a cada forma cuadritica ¢ asocia la métrica
simétrica Ta(e,v) := g(e +v) — q(e) — q(v), es un isomorfismo lineal.

(e) ¢¥ =2 Iy, V¢ =2 Igmp).

(f) Si g es la forma cuadratica asociada a una métrica simétrica T, entonces

Ty(e.v) = 3 [ale +v) — ale) — a(v)].

2
7.34 Supoéngase que la caracteristica del cuerpo base k es 2 y que la dimension n de E es > 2.
Estudiese si es cierta la igualdad S2(E)NA2(E) = 0, y demuéstrense las siguientes afirmaciones:

(a) La aplicacién lineal ¢: So(E) — Q(E), (¢Tz)(e) := Ta(e,e), no es epiyectiva y su
imagen estd generada por las formas cuadraticas w?, 1 < i < n.

(b) Si ¢ es una forma cuadratica sobre E, entonces Ta(e,v) := g(e+v) — q(e) — qg(v) es una
métrica simétrica sobre E. La aplicacidn lineal ¢: Q(E) — S2(E) asi obtenida no es epiyectiva
y su imagen esta generada por las métricas w; @ w; +w; ®w;, 1 <i < j < n.

(c) ¢v=0, =0

(d) Im¢ =Kervy, Imp = Ker ¢.

7.35 Sean p,q enteros positivos y sea T}/ € T;](E). Para cada par de indices i € {1,...,p},
j€{1,...,q} se define el tensor C{T7 € Tg:ll (E) por la férmula:
y n
CZ'JTI;I('UL - ,Upfl,tl, - ,tqfl) = Zh:l Tg(vl, e Uim15 Ry Uy o ooy Up—1,
b1, s tj—1,Whs L5, . ,tqfl)

donde {ey,...,e,} esuna base de E'y {w1,...,wy} es su base dual. Demuéstrense las siguientes
afirmaciones: ‘

(a) La definicién de C{T} no depende de la base {ey,...,e,} de E.

(b) La aplicacién C? : THE) — Tg__ll (E) asi obtenida es lineal.

7.36 Dados T, T € Endy(E), demuéstrense las igualdades TT = CHTRT)y TeT = C3(T®
T), donde en la expresion T ® T, T y T denotan los tensores de tipo (1,1) con los que se
corresponde cada uno de los endomorfismos.

7.37 Se define la traza de un endomorfismo T: E — E como el escalar tT' := C}(T).
Demuéstrense las siguientes afirmaciones:
(a) La traza define una aplicacién lineal y epiyectiva t: Endg(E) — k.
(b) t(T°T) = t(T°T) para cualesquiera T, T € Endy(E).
(c) La traza define una métrica simétrica no singular Ty (T, T) := t(T°T) sobre Endy(E).
(d) Si A= (a;j) es la matriz de T € Endy(FE) en la base {e;}, calcilese 7.
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(e) Sik=Ryn =2, jescierto que la métrica de la traza es definido positiva? (Una métrica
simétrica Ty sobre un espacio vectorial real E se dice que es definida positiva si Ta(e,e) > 0
para todo e € E.)

7.38 Teoria de la Relatividad Especial:

En el sistema de coordenadas (t, 1, z2,z3) que usa un observador inercial se ha comprobado
que la velocidad de la luz siempre es una constante ¢, independiente del observador y del estado
de movimiento de la fuente de luz: las trayectorias de la luz emitida aqui-ahora vienen definidas
por la anulacién de la forma cuadratica t? — c~2(z% + 23 +23). Por eso en la Teorfa Especial de
la Relatividad se admite que los sucesos forman un espacio de Minkowski (Ej, g) de dimensién
4; i.e., un espacio vectorial real F4 de dimensién 4 dotado de una métrica simétrica g que en
alguna base {eg, e1, €2, e3} tiene la matriz

1 0 0 0

|0 =2 0 0

9710 0o -2 o
0 0 0 —c?

Tales bases de Ey4 reciben el nombre de sistemas de referencia inerciales, la recta < ey > es la
trayectoria del observador (6 mévil) inercial y las rectas < e; >, < es > y < e3 > son los ejes
del sistema de referencia. Si (t,z1, z2,z3) son las coordenadas de un suceso en tal base, se dice
que t es el tiempo observado y que xi1e1 + Toes + x3es es la posicion espacial observada. En
general, los vectores espaciales son los del subespacio vectorial < ey, eo,e3 >.

Fijado un sistema de referencia inercial {eg, e1, €2, €3}, demuéstrense las siguientes afirma-
ciones:

(a) La coordenada temporal coincide con ieyg .

(b) Los vectores espaciales son los vectores ortogonales, segin g, a los vectores < ey >
de la trayectoria del observador. Es decir, dos sucesos son simultaneos cuando el vector e que
determinan verifica que g(eg,e) = 0.

(¢) Si (x1,22,23), (y1,Y2,y3) son las coordenadas espaciales de dos sucesos simultdneos
para el observador, la distancia

\/(111 —1)? + (Y2 — 22)* + (y3 — 23)?
observada entre ambos coincide con /—c?g(€, €), donde

€:= (y1 —x1)e1 + (y2 — x2)ea + (y3 — 3) .

Es decir, es el médulo del vector espacial que determinan ambos sucesos, respecto de la métrica
—c?g, que por eso recibe el nombre de métrica espacial.

(d) El tiempo |t' —¢| transcurrido entre dos sucesos (¢,0,0,0) y (¢,0,0,0) de la trayectoria
del observador coincide con el médulo /g(e,e) del vector e que determinan ambos sucesos
respecto de la métrica g, que por eso recibe el nombre de métrica del tiempo.

Considérese ahora otro observador inercial, y sea ¥ := wie; + vaeg + vgeg su velocidad
aparente para nosotros (el primer observador), en el sentido de que ey + ¥ es un vector de la
trayectoria del nuevo observador.
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(e) Pruébese que su velocidad aparente v := \/v? + v3 4+ v3 es menor que c. (Ningin mévil
puede alcanzar la velocidad de la luz).

(f) Si (z1,z2,23), (y1,y2,y3) son las coordenadas espaciales de dos sucesos simultdneos
para nosotros, determinese el tiempo transcurrido entre ambos sucesos para el nuevo obser-
vador.

(g) Si entre dos sucesos de la trayectoria del nuevo observador medimos un tiempo ¢,
determinese el tiempo transcurrido entre ambos sucesos para el nuevo observador.

Supoéngase de ahora en adelante, para simplificar los calculos, que los sucesos forman un
espacio de Minkowski de dimensién 2, en el sentido de que nosotros determinamos una base
{ep,e1} en la que la métrica del tiempo es

(1 0
g = 0 _072

(h) Si vemos que dos méviles inerciales se alejan de nosotros en direcciones opuestas a dos
tercios de la velocidad de la luz, ; Qué velocidad aparente tiene cada uno de estos para el otro?

(i) Sila vida media de cierto tipo de particulas, en reposo, es de t segundos, determinese
la vida media de las mismas particulas cuando se aceleran hasta alcanzar una velocidad v.

(j) Si la longitud de una varilla, en reposo, es de [ metros, calcilese la longitud de tal
varilla para otro observador que se aleje de nosotros con velocidad v. ;Y para un observador
que se acerque con velocidad v?

(k) (Efecto Doppler) Si un observador se aleja de nosotros con velocidad v y emite fotones
a intervalos regulares (digamos que f fotones cada segundo) jcon qué frecuencia recibimos los
fotones?. ;Y si se acerca con velocidad v?



