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Resumen

El grupo de Heisenberg aparece en la matemética de la mecanica cuantica al consi-
derar el algebra de operadores generado por (Qf)(z) = zf(x), (Pf)(x) = —if'(x).
Estos operadores cumplen la relacién de Born:

@, P)f =if

El grupo de Heisenberg es un grupo de Lie cuya algebra de Lie es la generada por @),
P, iy el corchete. Por sus aplicaciones no es conveniente tomar el grupo simplemente
conexo sino un cierto cociente, el grupo generado por los operadores:

(pf)(@) = flz+p), (mef)(z) =" f(z)

Si interpretamos a P como el momento p de una particula y a () como la posicién
q, dada una funciéon a(q, p) {qué operador en S o L? debemos asociarle? Este pro-
cedimiento es conocido como cuantizacion, es vital para entender otras magnitudes
fisicas como la energia H(q,p) = % + V(q), y es necesario entender el grupo de
Heisenberg para estudiarlo.

Esto también tiene interés desde un punto de vista matematico. Imaginemos que
tenemos un operador de la forma:

n dk
k=0

LH) =Y (@) P @) =3 ae) / FB()eerag

k=0 k=0

I
—

(Z ak(w)(—i%é)'“) f(§)emendg

k=0

Esto sugiere estudiar operadores T" de la forma:

~

(Tf)(x) = / ale, ) F(€)eP e de

que llamaremos pseudo-diferenciales. Mencionamos la relaciéon entre esta teoria ma-
tematica y la cuantizacion.

Empezamos con un resumen sobre la teoria de representaciones unitarias, par-
ticularizando en la representacion de Schrodinger del grupo de Heisenberg que en-
capsula las ideas de la cuantizacion para acabar dado la prueba del teorema de
Stone-Von Neumman sobre la unicidad de las representaciones unitarias del grupo.

Anadimos un breve apéndice sin mucha rigurosidad matematica sobre probabi-
lidad libre y mecanica cuantica, para los interesados en entender qué es fisicamente
la cuantizacién y sus reglas probabilistas, asi como el principio de incertidumbre.
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Capitulo 1

Representaciones del grupo de
Heisenberg

1.1. Integracion de funciones vectoriales y operado-
res

Necesitamos definir la integral de funciones f : X — B donde (X, ) es un
espacio de medida y B es un espacio de Banach que en las aplicaciones serd B =
B(H), los operadores acotados de un espacio de Hilbert. Hay varias formas de llevar
esto acabo, segin si integramos fuerte o débilmente.

Definiciéon 1.1. Sea X un espacio medible y (B, || - ||) un espacio normado.

Una funcién f : X — B es medible si lo es respecto de la o-algebra de Borel
de B (generada por la norma). f es Bochner-medible si ademés f = g c.t.p. y g(X)
es separable.

f se dice Pettis-medible si para todo ¢ € B* (el dual topologico) ¢o f: X — C
es medible.

Una funciéon simple s : X — B es una funciéon medible que toma un ntimero
finito de valores:

s(z) = Z%’XE” y; € X, E; medibles y disjuntos
i=1

Si todos los E; son de medida finita, definimos su integral respecto de la medida pu

como: .
/ sdp = Z%M(Ez)
X i=1

Equivalentemente, una funcion simple es integrable si lo es su norma.
La separabilidad es necesaria para las aproximaciones por funciones simples [1].

Proposicién 1.2. Sea X un espacio medible y (B, || - ||) un espacio normado. Son
equivalentes:

» [ se aproxima c.t.p. por funciones simples s, (en norma). Y ademds podemos
suponer que en c.t.p. x:

[Isn(2)]] < [1f ()]
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s f es Bochner-medible

Demostracion. Una implicaciéon estd clara. Si f = g c.t.p. y g se aproxima por
funciones simples entonces g es medible y g(X) es separable.
Sea D un subconjunto numerable denso de f(X). Anadimos multiplos racionales
y el 0 a D, llamamos al conjunto resultante D~ = {y;}22, y suponemos y; = 0.
Asi, se cumple que para todo x € X y € > 0, existe y,,:

yml| <AL 1 (2) = yml| < €

Para cada n y z, tomamos el menor! j < n tal que:

il < 11f ()]

£ (2) = yill <[1F (@) = well, kB=1,.m

Y definimos f,(x) = y;. Obviamente f,(x) toma como mucho los valores y, ..., Yn,
y ademas los conjuntos {z € X | f,(z) = y;} son medibles, pues sélo involucran y;,

f(z), yj — f(x) y sus normas.
Trivialmente || f,(z)|| < ||f(z)|| y se da la convergencia. Para cada x y € > 0 hay

un Y con |[ym|| < |[f(2)][ ¥ [lym — f(@)[| < €, luego para todo n = m, fu(z) = yk
para algin £ y:

L fu(2) = f@)I| = [lye = F@)]] < lym — f(@)]] <€
O

Proposicion 1.3. (Integral de Bochner)
Sea (X, p) un espacio de medida, (B, ||-||) un espacio de Banach y f : X — B,
son equivalentes:

» J(s,) sucesion de funciones simples integrables que cumplen:
Jo1r = sl — 0
X

= f es Bochner-medible y
[ 1Al < +oc
b's

Si alguna condicion ocurre, decimos que f es Bochner-integrable y definimos su

integral como el limite:
/ fd,uzlim/ Sndjt
X noJx

que existe y no depende de la sucesion s, escogida de la primera condicion.

Demostracion. Para una implicacién:

Joustis [ s =sll+ [ lsall < +oc

Ademas sabemos que una subsucesion s, converge c.t.p. a f.

'El conjunto no es vacio pues 0 = [|y1|] < ||f(z)]|
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Para la otra, nos tomamos la sucesion (s,) de la proposicion anterior que son
integrables, convergen c.t.p. a fy ||f — sal| < 2||f||- Por el teorema de convergencia
dominada el limite da 0.

El dltimo limite existe porque la sucesion es de Cauchy:

n,Mm—00
| [ sa= [sall< [lis=sall < [llsu=fil+ [ 117 =50l "0

Si s, fuese otra sucesion con la primera propiedad:
| fsn= [l < [llse=sall < [llsu= s+ [ 117 =500

Definicion 1.4. (Integral de Pettis)

Sea (X, 1) un espacio de medida, (B, ||-||) un espacio de Banachy f: X — B
Pettis-medible.

Decimos que f es Pettis-integrable si ¢ o f € L' para todo ¢ € B* y ademés
existe un v € B tal que:

]

o) = [0 fiu, Vo

Este v si existe es tinico y es llamado la integral de Pettis de f:

| fn

Claramente si f es Bochner-integrable también es Pettis-integrable con la misma
integral.

Ambas nociones de integrabilidad coinciden en espacios B de dimension finita.
En el caso de que B = B(H), tenemos dos integrales mas ttiles.

Definicion 1.5. Sea (X, p) un espacio de medida y H un espacio de Hilbert y B(H)
el conjunto de operadores acotados. Sea V' : X — B(H) una funcién.
Decimos que V es fuertemente/débilmente medible si para cada u € H:

V(Ju: X — H

es Bochner/Pettis medible.
V es fuertemente/débilmente integrable si para cada u, V(-)u es Bochner/Pettis
integrable y:

u|—>/XV(x)ud,u

define un operador acotado al que llamamos la integral fuerte/débil de V' y denota-

mos:
/ Vdu
X

Por el teorema de representacion de Riesz, V' es débilmente integrable si y sélo
si hay un A € B(H) tal que:

(Au, v) = /X (V(@)u, v)du(x), Yu,ve H
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en cuyo caso A es la integral débil de V:

A::/ Vdu
X

Claramente si V' es fuertemente integrable entonces V' es débilmente integrable
y definen la misma integral.

Es importante notar que si V(-)u es medible para todo w y H es separable,
entonces V' es fuertemente medible.

Damos una condicion suficiente de integrabilidad que usaremos con frecuencia.

Proposicion 1.6. (Condicion suficiente de integrabilidad)

Sea H un espacio de Hilbert, (X, i) un espacio de medida yV : X — B(H) una
funcion. Supongamos que ||V (x)|| < M(z) con M € L' y V(-)u es medible Borel.
Entonces:

» V' es débilmente integrable.
» Si ademds H es separable, V' es fuertemente integrable.

Demostracion. Como V(-)u es medible, también es débilmente medible. Si H es
separable entonces V (-)u es Bochner-medible.
Para la primera parte, es evidente que la aplicacién:

g:HxH—C

g(u,v) = / (V (@), v)du(z)

Esta bien definida, es lineal en la primera componente, antilineal en la segunda y es
una acotada:
|g(u, v)| < Cllul|[[v]]

Luego por el teorema de representacion de Riesz, g(u,v) = (Au,v) para un tnico
A€ B(H) y V es débilmente integrable.

Para la segunda parte, V'(-)u es Bochner-medible y, por la cota, Bochner-integrable.
Ademés el operador:

uH/XV(:c)udu(x)

es claramente acotado, por lo que V es fuertemente integrable. O

1.2. Grupos unitarios uniparamétricos

Damos algunas nociones bésicas sobre representaciones unitarias, las no demos-
tradas se pueden encontrar en [9]. También recomendamos el libro [3]. En todo lo
que sigue H es un espacio de Hilbert complejo y B(H) son los operadores acotados.

Definicion 1.7. (Operador adjunto)
El adjunto del operador A : D(A) — H es el (tinico) operador A*:

(A*u,v) = (u, Av), Yu € D(A"), Yv e D(A)



Donde el dominio maximal D(A*) es:
DA*)={ue H|3C, >0, |(u, Av)| < Cy||v||,Yv € D(A)}
Un operador se dice autoadjunto si:
D(A)=D(A"), A=A
Se dice anti-autoadjunto si:
D(A)=D(A"), A*=-A
Notamos que A es autoadjunto si y solo si iA es anti-autoadjunto.

Definicién 1.8. (Grupos unitario uniparamétricos)
Un grupo unitario uniparamétrico es una funcion V' : R — B(H) con las
propiedades:
V(t)V(s)=V(t+s)

V() =V(t)" =V(-t)

Y V es continuo con la topologia fuerte de operador, es decir la aplicacion:
V(Ju:R— H

es continua para todo v € H. Como consecuencia, V' (t) es débilmente integrable
sobre intervalos finitos.

El generador infinitesimal es el operador:

V(h)u —
Au := lim M
h—0

Siendo D(A) el subespacio de todos los u € H para los que el limite existe. Vamos
a ver que D(A) es denso.

Si A es el generador infinitesimal de V' lo denotamos por:

V(t) = e
Si A es un operador acotado podemos definir la exponencial cémo la serie absoluta-

mente convergente:
An
et = E —
n!

n=0

Y V(t) = e define un grupo uniparamétrico, generalmente no unitario, y de hecho
es suave.

Proposicion 1.9. Sea V(t) un grupo unitario uniparamétrico, entonces su genera-
dor infinitesimal es un unico operador A anti-autoadjunto y densamente definido.
Ademds:
V(t)D(A) C D(A)

_d
o dt

Todo operador A anti-autoadjunto y densamente definido es el generador infini-
tesimal de un grupo V().

AV (Hu = = (V(t)u)



Demostracion. Demostramos solo la existencia de A. Por un lado:

V(t+ h)u—V(t)u V(h)u —u
=Vit)———
h ®) h
De donde se deducen las propiedades. Ademés:
V(h)—1 V(=h)—1

(0, ) = ()
Y tomando h — 0, se ve que es anti-autoadjunto:
(U7 AU) = (_AU7 U)

Para cada u, tomamos:

1 €
U = —/ V (t)udt
0

€
Unos calculos muestran que:

V(h)z;: — Ue hg Vieu —u
€

ue € D(A) para todo € > 0, pero u, 28w, asi D(A) es denso.

1.3. Representaciones de grupos topologicos

Definicién 1.10. Sea G un grupo topoldgico y H un espacio de Hilbert complejo.
Denotamos U(H) C B(H) el grupo de operadores unitarios:

Ut =Ut

Una representacion unitaria es un homomorfismo de grupos 7 : G — U(H)
continuo con la topologia fuerte de operador.

7 se dice fiel si ker m = {e}. 7 se dice irreducible si los tnicos subespacios cerrados
M C H rw-invariantes (m(G)M C M) son el trivial y el total.

Una equivalencia entre dos representaciones (w1, Hy) y (w2, Hz) es un operador
acotado 1" : Hi — H, que cumpla:

Tm(g) = ma(g)T

Dos represenaciones son equivalentes si existe una equivalencia no nula, y son uni-
tariamente equivalentes si podemos tomarla unitaria. El conjunto de todas las equi-
valencias C'(my, m2) forma un espacio vectorial.

Notemos que si m : G — U(H) es una representacion unitaria, para todo vector
no nulo v € H el subespacio cerrado generado por 7(G)v es m-invariante. Luego si
7 es irreducible, es todo H:

span(m(G)v) = H, Vv #0

Queremos dar la idea de la demostracion del lema de Schur [2], necesario a
continuacion. Estan basados en el teorema espectral:
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Teorema 1.11. (Teorema espectral) Sea A un operador acotado y autoadjunto en
un espacio de Hilbert H complejo, entonces existe un espacio de medida (X, p1), una
funcion ¢ € L=(X) y un operador unitario U : H — L*(X):

UAU "(x) = ¢(a)(x), Vi€ L

Gracias al teorema, para cada f medible y acotada podemos definir el operador
f(A) por la ecuacion:

Uf(AU(x) = fodla)y(x), V€ L?

Proposicién 1.12. (Lema de Schur 1)
Sea 1 : G — U(H) una representacion unitaria. 7 es irreducible si y sdlo si

C(m,m) =C.

Demostracion. Si M es un subespacio cerrado w-invariante distinto del trivial y
el total, M+ también lo es por ser m unitaria. Luego la proyeccién ortogonal Py,
también es una equivalencia pero no es un mdaltiplo de la identidad I.

Si existe T € C(m,m) distinto de un maltiplo de la identidad, (T + T*) o
5(T'—T") son equivalencias autoadjuntas y alguno no es un miltiplo de la identidad,
llamémosle A.

Por el teorema espectral, tomando P = yg(A) con E algin boreliano de medida
finita, P es una proyeccion y Pm(g) = m(g)P. En particular la imagen de P es un
subespacio invariante que no es trivial ni total. O

Proposicién 1.13. (Lema de Schur 1)

Sean (my, Hy) y (ma, Hy) dos representaciones unitarias irreducibles, entonces
C(my,mo) tiene dimension 0 o 1.

En particular, T y mo son equivalentes st y solo si son unitariamente equivalentes.

Demostracion. Si son equivalentes, existe T' € C(m,m) T # 0, T*T € C(m,m),
TT* € C(my,ms). Por el primer lema, T*T = cI, TT* = A y con ¢, \ > 0, luego
U = +/cT es isométrico y biyectivo luego unitario.

Ademas, dados T,U € C(my,m) y U unitario, U™'T € C(my,m), luego U™'T =
cl, de donde C(my,m) = {cU | c € C}. O

Si un elemento g € G cumple que 7w(g)n(h) = w(h)w(g) para todo h € G,
entonces 7(g) = €I por el primer lema. En particular toda representacion unitaria
irreducible de un grupo abeliano es una representacion del tipo:

7T(ZL‘) _ €i27r/\(m)7 H=C

para una funcion continua que cumpla A(zxy) = A(z) + A(y) mddulo una constante
entera.

Definicién 1.14. (Representacion integral)

Dado un grupo topolégico G' con medida de Haar p (u(hA) = p(A) para todo A
medible y para todo h € G) y una representacion unitaria 7 : G — U(H) definimos
la funcion:

m: LYG) — B(H)
w(f) = / f(@)m(x)dp(z)

8



La integral esta bien definida en sentido débil y ademas:

[l (OI < 11F 1]

Notemos que si definimos la convolucion de dos funciones de L'(G):

= / FW)gly " z)du(y)
G

Entonces, aplicando Fubini y la invarianza de la medida por la izquierda:

0= ([ srwa) [ s

/</f m(yx)dp(z )) /(/f o(y~15) (:r)du(q;)) il
/ (/ FW)g(y™ " x)du(y )> m(z)dp(z) = 7(f * g)

En general, la convolucion no es una operacién conmutativa.

Nota: Todo grupo topologico localmente compacto Haussdorf GG tiene una tnica
medida de Radon invariante a izquierdas |3|, llamada medida de Haar.

Si p es una medida de Haar, también lo es la medida v(A) := u(Ag™"). Luego
v = A(g)p para cierta constante A(g) € (0,00). Los calculos llevan a que:

A(gh)u(A) = u(A(gh)™) = p(AR™ g™") = A(g) A(h)u(A)
Es decir que la funcion:
A:G— R

A(gh) = A(g)A(h)

define un homomorfismo de grupos, llamada la funcién modular. Se cumple que para
toda funcion f > 0 medible:

/f-%m /f (@)

Un grupo se dice unimodular si su medida de Haar es bi-invariante o equivalen-
temente A = 1.

Aunque no lo vayamos a usar, por completitud, hemos preferido mencionar estos
aspectos para el que desconozca el anéalisis en grupos.

1.4. Grupo de Heisenberg

A partir de aqui la referencia principal es el libro de Folland [2].
En R?"*! definimos el corchete de Lie:

[(p,q,t), (', ¢, t)] = (0,0,p- ¢ —q- D)

Definimos el algebra de Heisenberg como b, = (R?*"*! [.,]). La base candnica re-
presentada por P;, Q);, T" cumple las relaciones:

[P Pl = [Qi, Q] = [P, T] = [Qi, T] = 0

9



[Pi7 Q]] = T(SZJ
El grupo de Heisenberg H,, es el grupo de Lie simplemente conexo cuya algebra de

Lie es b,,. Vamos a dar un calculo explicito como un grupo de matrices.
Notemos que la matriz (n + 2) x (n + 2):

0O p t
m<pa q, t) =10 On><n q
0O 0 0

Es una representacion del dlgebra de Heisenberg pues:
m(p,q,t)ymp’,¢',t') =m(0,0,p - ¢')

[m(p,q.t), mp, ¢, t)] = m([(p,q. 1), (P, 1)])
Ademas m(p, q,t)?> = m(0,0,p-q) y m(p,q,t)* = 0 para k > 0, asf:

] 1 p t+5
010 = I+ m(p,q. 1) +5m(0,0,p-q) = | 0 L g
00 1

Ademas:

1
exp(m(p, q,t)) exp(m(p’, ¢, 1)) = exp(m(p +p', ¢+ ¢, t +t' + §(p ¢ —q-p)))

Luego el grupo de Heisenberg es H,, isomorfo a (R?**™! .) con el producto:
1
(p:g,) - (0, ¢ 1) = 0+ 1 g +d st + 0+ S(p-d —q-))

(p.q,t) " =(—p.—q—1)

Por comodidad, definimos el producto simpléctico en R?™:
[(p.9), (P, d)=p-d—q- 7

El grupo de Heisenberg reducido es el cociente H™ := H, /Z por el subgrupo
normal Z = {(0,0,m) € H, | m € Z} < H,. Los centros de ambos grupos son los
elementos de la forma (0,0,?), t € R.

La medida de Lebesgue en R?>"*! es bi-invariante con el producto pues:

(paQ7t) = (a,b, C)(p,q,t) = (p+ a,q+ct+c+ %[(au b)> (pa Q)D

(p,q:t) = (p,q,t)(a,b,¢) = (p+a,q+ct+c+ %[(p, q); (a,b)])

son cambios de coordenadas cuya jacobiana tiene determinante 1. Asi, H, y H'
son grupos unimodulares.
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1.5. Representacion de Schrodinger

En el espacio de Hilbert separable H = L*(R"), tomamos los operadores auto-
adjuntos definidos en la clase de Schwarz S(R"):

Xjb(r) = zj9(x)

Dy0(e) = 5@
R(x) = w(a)

Cumplen que:
(X:, X;] = [Di, Dj] = [D;,I] = [X;,I] =0
0ij 7
271
Asi, para cada h € R tenemos el isomorfismo de algebras de Lie:

dpn(p, q,t) = 2mi(phD + ¢X + thl)

[DivXj]

Nos preguntamos si la exponencial define una representaciéon unitaria:
on(p, q,t) = exp(2mi(phD + qX + thl))
Para ello veamos como actiia sobre funciones f € L?. Definimos:
p(p,q,t) := exp(2mi(pD + qX + tI))

pr(p; q,t) = p(hp, q, ht)
Lema 1.15. Para toda u € L?,
p(p, 4 tu(z) = 2T 2mTTTT Ay (1 p)

En particular p es una representacion unitaria del grupo de Heisenberg pues:

L 0.0). 0 )) = Pl 0.0 1)

Demostracion. Sea A = 2mi(pD + ¢X +tI) y u € S(R"), definimos:

o, q, ), d t) =plp+p,q+d t+t' +

g(x,s) = eSAu(x)

Queremos evaluar g(z, 1). Derivando respecto a s, obtenemos la ecuacion diferencial:

0
8‘2 Ag =2ri(q-x+t)g+p- Vg
Jg
79 P V.9 =2mi(q-z+1)g
9(r,0) = u(z)
Su solucién es de la forma:
g(x,5) = XTSt2MISaTHTIPAY (1 4 )

Finalmente: ‘ A ‘
p(p,q,t)u(x) — g(l‘, 1) — 627rzt62mq.a:+7rzp-qu(l, -I—p)

11



Asi p: H, — U(L*(R")) es una representacion unitaria, ademas:
p(p.a.t) = p(p, q)e*™

p(p,q) == p(p,q,0)

y kerp = 7Z. Esta es llamada la representacién de Schrodinger, veremos que es
irreducible y en cierto modo tnica.

Notemos que p, ¥ ppr no son equivalentes para h # h', pues si lo fuesen:

. _ . S
627rzht = U 1627rzhtU — e27rzht
h="n

1.5.1. Representaciéon integral

La representacion integral en el grupo de Heisenberg reducido H'*® viene dada
por la integral (que ahora si existe en el sentido fuerte):

p: L'(H,*) — B(L*(R"))

p(F) = / F(p,q,t)p(p, q,t)dpdqdt
R27x[0,1]

Dada F € L'(H"*?), la podemos desarrollar por una suma Cesaro:

F(p,q,t) =Y Fu(p,q)e™™

ne”L

Se puede justificar que la suma Cesaro saldria de la integral, lo interesante es que
suponiendo esto:

p(F)=>" / [ ]Fn(p,q)p(p,Q)em(”*”tdpdth= / F_1(p,q)p(p, q)dpdg
R27 x[0,1

neL R2n

Asi podemos definir la transformada de Weyl:

p: L'(R*™) — B(L*(R))

p(F) = /R F(p,q)p(p, q)dpdq

Acttia sobre funciones f € L?:

p(F)f(z) = /R _ F(p.a)p(pq)f (x)dpdq = / F(p, q)e*™ ™+ f (1 + p)dpdyq

R2n

n

- /Rzn Fly =z, q)e™ " f(y)dydq = / ke(z,y) f(y)dy

io-(x _ T+
kp(x,y) == / Fy—z,q)e™Wdg = Fy'F (y -, — y)

Donde F; indica la transformada de Fourier en la segunda variable.
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Un operador acotado T' € B(H) se dice Hilbert-Schmidt si Y ||Tuq|* < +00
para cierta base ortonormal. El espacio de operadores Hilbert-Schmidt Byg(H) es
un espacio de Hilbert con el producto escalar (T,5)pys == Y, (Sua, Tus) (que no
depende de la base elegida). Ademas ||T|| < ||T||us-

En el caso de H = L*(R"), hay una correspondencia biyectiva e isométrica entre
operadores integrales y de Hilbert-Schmidt [6].

Estos calculos muestran lo siguiente:

Proposicion 1.16. La funcion:
p: LNR") — B(LX(R"))
es inyectiva en L' y se puede extender a L:
p: L*(R") — Bps(L*(R"))
stendo esta funcion biyectiva, ademds:
lo(F)| < IF|L, VFeL

p(F)||lgs = ||F|la, VF € L?

Demostracion. Para L' es obvio que:

Pyl =11 | Flo. ot udpdal < [ 1F(p,0ldpdallal

R2n R2n

Por otro lado si p(F) = 0:

0 = (p(a,b)p(F)p(—a,—b)u,v) = / 2l @ @Dl f(p q)(p(p, q)u, v)dpdg
R2n

Y como la transformada de Fourier es inyectiva en L':

EF(p,q){p(p, @)u,v) =0

para todo u, v, luego F(p,q) = 0.
Si F € L' N L2, notemos que la aplicacion de L?:

Fl—>l{7F

Es un cambio de variable isométrico, seguido de una transformada de Fourier en la
segunda variable, también biyectivo e isométrico. Pero ademas:

p(F) s = [|kell2

De donde por aproximacién ademéas podemos definir p para toda F' € L?, cum-
pliendo la igualdad requerida. O

Definicién 1.17. Convolucion «natural»
Dadas F, G € L'(R?"), definimos la operacion:

FiG(p, q) = / F(,d)G(p—1,q— ¢)em @ edlgy qqf

R2n

13



Tomando F%(p,q,t) := F(p,q)e 2" € L'(H!*?), se cumple que:

p(F°) = p(F)

Y ademas:

FO*GO(p’ qﬂf) = /2 o F(p/, q/)e—QMt’G(p_p/7 q_q/)e—2m‘(t—t’)67ri[(p’,q’),(p,q)}dp/dq/dt/
R27 x[0,1

= (F4G)"(p, 4. 1)
En particular:
p(FEG) = p((F1G)") = p(F % G°) = p(F")p(G") = p(F)p(G)

Como con la convoluciéon normal, si p,q,r € [1,00] cumpliendo % + % =141,
F e L?y G e L% la integral esta bien definida y:

IFEG]] < |[F]],]IGlq
Ademsés si F,G € L? entonces:

[|FEG |2 = [|p(FiG)|[us < ||p(F)||as||p(G)||as = |[F]]2]|G]]2

1.6. El teorema de Stone-Von Neumman

Proposicién 1.18. Para todo h € R\ {0} la representacion py, es irreducible.

Teorema 1.19. Teorema de Stone-Von Neumman

Sea m un representacion unitaria del grupo de Heisenberg H, en un espacio de
Hilbert H complejo. Supongamos que 7(0,0,t) = > para un h € R\ {0}, entonces
H =@, H, donde los H, son ortogonales, m|y, son unitariamente equivalentes a

Ph-
En particular, si m es irreducible, es equivalente a py,.

Teorema 1.20. Sea 7 es una representacion unitaria e irreducible del grupo de
Heisenberg en un espacio de Hilbert complejo H. Entonces, o bien es unitariamente
equivalente a algun py, para un unico h # 0, o bien a:

Uab(p7 q, t) = e?m’(ap—i—bq)’ H=C

Vamos a demostrar estos teoremas. Para ello hemos de introducir la transformada
de Fourier-Wigner:

Definicién 1.21. La transformada de Fourier-Wigner es el operador bilineal:

V(f,9)(p,q) = (p(p,q) f, 9) = / . D)

n

IV(f, D)oo < 11£1l2llg]]2

14
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Por otra parte, como L*(R™) ® L*(R") es naturalmente isométrico a L*(R*"),
definimos la aplicacion:

N . 1 1
V(F) = / M WF (y + 3Py~ §p)dy

V(f®g) =V(f9)

V' es un cambio de variable isométrico seguido de una transformada de Fourier
parcial, luego es una isometria y:

V{9l = 1IV(f @9l = IIf @3l = [|£]l21lg]l2

También tiene la utilidad de que:

w)f9) = |

R2n

F(p,q)(p(p,q)f, 9)dpdq = / F(p,q)V(f,9)(p,q)dpdq

R2n

Demostracion. (Proposicion 1.18)

Supongamos que M C L*(R™) es un subespacio cerrado pp-invariante no nulo,
y sea f € M una funcién no nula. Si g € M+ entonces g L pn(p,q)f = p(hp,q)f
y para todo p,q € R"™. Luego V(f,g) = 0y [[f|l2llgll2 = [[V(f,9)I| = 0, de donde
g =0.

Es decir que M+ = {0}, luego M = L?*(R"). O

Para el teorema nos basamos en unos céalculos no muy complicados que se pueden
encontrar en |[2|.

Lema 1.22. Sea ¢ la Gaussiana:
o(x) = 2/

Entonces:
] ; 2
¢ab($) = p(a’ b)¢($) — 2n/462mb:c+7rzabe—7r(x+a)

N(p,q) o= (@, ) = T e Ao+ la )
(buq)ab _ e—7r/2(a2+b2)q)

Demo teorema de Stone-Von Neumman: Veadmoslo para h = 1, el resto es analogo.
La idea consiste en tomar las funciones Gaussianas:

QZ)(ZL’) _ 2n/46—7rac2

¢ (x) == p(a, b)g(x)
Como las funciones ¢ (x) generan todo L?(R), buscamos funciones v® = 7(a, b)v €
H, que generen todo H, tal que la aplicaciéon:

Uab — ¢ab

sea una isometria, y por lo tanto extienda a una equivalencia unitaria.
Dada una representacion m, definimos:

m(p,q) == m(p, q,0)

15



27t

m(p, ¢, t) = m(p,q)e

definimos su representacion integral para funciones F € L:

m(F) = /Rzn F(p,q)7(p, q)dpdq

Se sigue cumpliendo:
T(F1G) = 7(F)m(G)
m(F)" =7(G), G(p,q) = F(=p,—q)
m(F)m(a,b) = 7(G), G(p,q) =™ P E(p—a,q—0)
m(a,b)w(F) = 7(G), G(p,q) =™ P DE(p—a,q—0)

Y similarmente a la demostracion de la representacion integral p es inyectiva, m
también lo es.
Observamos que:

(@) (a, b)m(®) = m(PhD®) = ¢ /) ()

En particular 7(®)? = 7(®), y como 7(®) es autoadjunto, 7(®) es una proyeccion
ortogonal no nula. Tomemos la imagen R = 7(®)H. Tenemos que:

(n(p, )7 (®)u, (@, 0)m(P)v) = ™) (w(@)7(p — a, q — b)m(P)u, v)

— eﬂ'z(ps—qr)e—ﬂ/?((p—a)2+(q—b)2) (u’ /U)

Tomemos una base ortonormal v, de R,y definimos H, como el subespacio cerrado
generado por {7(p, q)v. | p,q € R"}. Entonces los H, son ortogonales y m-invariantes
e irreducibles.

Queremos ver que N = (D, HOC)L es vacio, que por construccion es w-invariante
y m(®)|ny = 0. Pero si fuese distinto del vacio, el mismo razonamiento lleva a que
m(®)[n # 0.

Ahora veamos que cada 7|y, equivale a p. Tomamos vP? = 7(p, ¢)7(P)v,, enton-

ces:
(VP9 0"%) = emips—ar) o —m/2((p—a)*+(a-b)*) _ (677, ¢7°)

Luego la aplicaciéon que manda:
,qu — ¢Pq

extiende a una equivalencia unitaria entre p y 7|g, . [

Demostracion. (Demo 1.20) Por el lema de Schur:
7(0,0,t) = 2™

Para alguna constante i € R. Si h # 0 el teorema de Stone-Von Neumman dice que
es equivalente a py,.

Si h = 0, notamos que 7(p,q, )7 (p/, ¢, t') = 7(p', ¢, t)7(p,q,t), y por el lema de
Schur, 7 es equivalente a ogy,. O
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Capitulo 2

Cuantizacion de Weyl y operadores
pseudo-diferenciales

Sea O el conjunto de operadores densamente definidos en L?(R") y A un subanillo
de funciones medibles definidas en R?". Buscamos una aplicacion Q : A — O que
cumpla:

QNS + ng) = AQ(f) + 1nQ(g)
QL) =1, Qzj) =X;, Qpj)=

Para toda ¢ : C — C medible podemos definir el operador ¢(A) por el teorema
espectral. Nos gustaria que:

_h 9
I 21 03:j

Q(po f) =¢oQ(f)

Y ademas:
h

QU 9} = 3[R Q)

Donde el corchete de dos funciones se define:
of dg  dg Of
{f g} Z <8pz Ox; 3]77; Ox;

Esta aplicacion es imposible para un anillo suficientemente grande A. Si se dan
las 2 primeras condiciones y Q(f)? = Q(f?), se puede deducir que:

Q(f)Q(g) + Q(g)Q(f)
2

Q(fg) =

Sustituyendo f = x1, ¢ = p; nos queda:

XiP+ X P

Q(z1p1) = 9

Elevando al cuadrado:

X1P + X.1P)? h? 1
Qiph = BT T —amioy+ )
X2P2+X2P2 h2
Qg = TR _ g anay 1)

La cuarta condicion también es contradictoria, se puede encontrar en [2].
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2.1. Cuantizacion de Weyl

La idea de Weyl es la siguiente, «toda» funcion F(&, ) se puede representar
como una combinaciéon de exponenciales e??7(#€+%) asignamos a cada una de éstas
el operador e27(@D+0X) - Agi g la funcion:

Flga) = [ Flpa)e o ®pdg
]Rn

Le correspondera el operador:

F(D,X) = / F(p, )™ P dpdg = p(F)

R2n

Que representaremos también por Q(F).
La integral tiene sentido cuando F' € L, pero también esta definida para el caso

L? y tenemos que:
Q : L*(R*") — Bgs(L*(R"))

es un isomorfismo isométrico.
Notemos que:

QF)Q(G) = p(F)p(G) = p(F1G)

Asi, para F,G € L?, definimos la convolucién sostenida:
FiG = (F1G)"
IFEG[2 < [[F[2]|Gl]2
Q(FIG) = Q(F)Q(G)
Otra aplicacion interesante es la transformada de Wigner:

A

Q)0 = [ Foa)olpa)f.odpds = [ FeaW(J.g)(€.a)isda

R2n

W(f.9)(& )= (p(-.)f,9)" (& 2) = V(f,9)"(& )
Y cumple que:

W, 9)ll2 = [V 9)ll2 = [ fll2llg]]2

En vista de los muchos célculos que se realizan en mecanica cuantica si || f||2 = 1,
f representa un estado. La esperanza de un operador F' vendria dado por:

QUL = [ FeoW (. (e aisda

En vistas de la integral W f := W(f, f) es llamada la cuasi-distribucion de pro-
babilidad del estado f. Nombramos algunas propiedades sin demostracion [2] que
justifican esta interpretacion:

Wig, f) =W(f.9), W[(Ex)eR

s W (e, )dE = | ()2, 5 W f (€ x)dz = |£(€)?

18



W Flloo < 112 |/EWf| < I/1Bu(E)

W(f,9) = lIf1l2

RQ'VL
De las ultimas dos desigualdades vemos que no se puede concentrar toda la masa
de W f en regiones u(E) < 1. Esto es otra forma de ver el principio de incertidum-
bre. Por otro lado, W f puede tomar valores negativos. Por otro lado p(a,b) o mas
concretamente p'(a, b) := p(—b, a) corresponde a una traslacion:

W(p'(a,b)f, p'(a,b)g)(§,2) = W(f,9)(§ —a,z—b)

En [2] se puede ver como extender @) a funciones méas generales como polinomios,
cumpliendo la segunda condiciéon de cuantizacion.

2.2. Operadores pseudo-diferenciales

Nombramos la relacion de la cuantizacién con los operadores pseudo-diferenciales,
para los interesados recomendamos los libros de [2]| y [7]. Consideremos una funcion
de la clase de Schwarz f € S(R") y un operador de la forma:

Lf = au(x)D"f

laj<n
o L 0
T (27i)lel 9z

Usando la tranformada de Fourier, podemos escribir:

J@) = | T

1= [ 3 @@ H©emie = [ Y anlst feemde

jal<n lal<n
Asi pues, dada una funcion a(&, z) definimos el operador pseudo-diferencial:
Tf = | al&a)f(©emds
Que podemos escribir formalmente como:
L= a (€, x)e?™ ) fy)dydé = | K@) f(y)dy

Cuyo nicleo es:
k'(l’, y) = / a(f? m)GQWiS(Iiy)dg = f1a<y - T, .T)

Por lo que si a € L*(R*"), T, € Bus(L*(R™)) y esta correspondencia es biyectiva
e isométrica:

| Tallzzs = llall2
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Es muy parecido al ntcleo integral para la expresion de Q:

14 Tty T+y
kg (z,y) = Fy laly — =, 5 )I}Ha(y—z, 5 )

Qa)f = [ eseng (5, vt y) F(y)dedy

R2n 2

De hecho, la diferencia consiste en que T, «deriva primero y multiplica después»:

1) = [ alg.o)e o+ p)dpd = [ alp. )™ (o + p)dpdy

R2n

- / _alp.g) (e*™9X ™D 1) (z)dpdg

Queremos extender este operador a una clase més amplia, como el polinomio L
anterior. Terminamos con la proposicién:

Proposicion 2.1. Sea a € C®(R?*"). Supongamos que existe m € R tal que para
todo multiindice o, B existe A,z > 0 tal que:

070 al€, @)| < Aap(1+[¢])m 1

Entonces para todo f € S(R™) la integral:

T.f= [ a(&z)f(€)e*™d¢

Rn
converge absolutamente (y existe) y T,f € S(R™)
Demostracion. Por las hipo6tesis tenemos la cota:
[0¢a(&, )10 F()] < AL+ [¢))"f(¢) € L*

en particular la integral converge absolutamente.
Como (1 — Ag)e™?™* = (1 4 47%|z|?)e’®*. Llamamos al operador:

Le = (1 +47°[z|*) (1 = A¢)
Lé\fez'%rﬁx — ei27r§r

Luego integrando por partes:
Lf= | L (a(&2)f()) emede
Rn

De donde pasando (1 + 4x|z|*)" al otro miembro y teniendo en cuenta la acotacion

que ya teniamos, T, f es de la clase de Schwarz.
O

Este es el caso de polinomios:

a6, x) = Y as(x)&”

|a|<n

Con a,(z) € C™ y ellas y todas sus derivadas acotadas.

20



Apéndice A
Introducciéon a la mecanica cuantica

Este apéndice pretende ser una breve introducciéon a la mecanica cuantica, lle-
gando a mostrar la relacion existente con el analisis funcional y abstracto. Para el
lector interesado sobre mas aspectos fisicos, recomiendo el libro de Landau [5] y para
aspectos més matematicos el libro de Folland [2].

A.1. Planck, Einstein y De Broglie

A finales de siglo XIX parecia que la fisica estaba a punto de ser concluida: New-
ton habia formulado sus leyes del movimiento, incluyendo las leyes de la gravedad,
en 1687; Maxwell habia descrito publicada sus ecuaciones sobre los fenémenos elec-
tromagnéticos en 1862; y también parecia estar a punto de comprenderse las leyes
de la termodinamica.

Max Planck afront6é un problema que mezclaba el electromagnetismo con la ter-
modinamica. Todo cuerpo caliente emite energia en forma de radiacién electromag-
nética, el problema era dar con la férmula que modelaba este fenémeno en cuerpos
ideales llamados cuerpos negros. Consiguié dar una férmula que se ajustaba a los
datos, introduciendo una misteriosa constante h =~ 6,626 x 10734 J - s. El esperaba
que su formula se derivase de las leyes de la termodinamica y del electromagnetismo,
pero no fue asi, sino que contradecia estas leyes: se derivd una féormula teodrica que
contradecia los datos.

En 1905, Albert Einstein llevé una de las hipotesis de Planck hasta sus dltimas
consecuencias. Planck, al derivar su ley, pensaba que la energia luminica s6lo tomaba
un namero discreto de valores, y fue lo que llevé a Einstein al descubrimiento del
foton y el efecto foto eléctrico. Segtin Einstein la luz se dividia en particulas llamadas
fotones, la energia de un fotén seria £ = hr donde v es su frecuencia. Asi, si un
electron necesita energia W para ser extraido y se le incide un fotén con suficiente
frecuencia v, la energia cinética del electron después de la absorcion del fotéon sera
E.=hv—-W >0.

Pero espera, jla luz es una onda, una particula o ambas a la vez? Para anadir mas
lena al fuego, el fisico Louis de Broglie penso, ;y por qué los electrones no pueden
ser también ondas? 6 anos después se observo la primera difraccion de electrones.

En relatividad es conocida la ecuacion! E? = m2c* +p?c?, que para una particula

sin masa serfa F = pc, siendo c la velocidad de la luz. Asi para un fotén p = h—c” = %

TAqui m y todas las masas que sigan serdn masas «en reposo». Una interpretacion de la relati-
vidad es que la masa aumenta con la velocidad, pero no parece ser estandar en la fisica actual.
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donde A\ = v/c, es la longitud de onda. De Broglie propuso que para un electron se
seguia cumpliendo que p = % y E = hv.

A.2. La ecuacion de Schrodinger

Si los electrones son ondas, {qué ecuacion siguen? Parece que esta misma pregun-
ta fue formulada en una conferencia de Schrédinger sobre la hipotesis de De Broglie.
Asi, en 1925, dio con la ecuaciéon que revoluciono la fisica hasta el momento:

th U(x,t)+ V(e)¥(x,t) 'ha\lf( t)
- x )V (x,t) =1h—V(x
2m 7 ot

Vamos a «deducirlay a partir del principio de De Broglie. Como sabemos, la luz
son ondas, combinaciones lineales de funciones del tipo:

U(z, t) = exp(iQW(g —vt)) = exp(i(k - x — wt))

Donde k£ = Qfﬁ, w = 27 y n alglin vector unitario que representa la direcciéon de la
onda. Si llamamos h := %, sustituyendo E = hw vy p = hk tenemos que:

U(z,t) = exp(%(p -x — Et))

Y derivando:
—R*A Y (2, t) = p*U(,t)

0
ih—V(z,t) = EV(z,t)
ot
Tomando la expresion de la energia en mecénica clasica £ = % + V donde V es la
energia potencial (que suponemos constante), obtenemos:

2

EV(x,t) = ;—m\IJ(x,t) + VU (2, ¢)

2

g, I
B (1) = — A, VU
Zh@t (z,1) 5 e (z,t) + VU(x,t)

Asi, como la ecuacion es lineal como queriamos, podemos dar el siguiente salto:
si U(x,t) es la funcién de onda asociada a un electrén, entonces sigue la ecuacion
anterior (y ahora V' = V(x) podemos suponer que vale variable).

Si buscamos electrones con energia dada, nuestros calculos para la exponencial:

2

o, h
EV(z,t) = zhallf(x,t) = —%AI\D(%IS) + V(z)W(x,t)

Sugieren considerar la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo:

_;_mAq/(z) +V(z)¥(r) = EV(x)

No siempre se puede solucionar, buscamos valores E para los cuales la solucion sea
buena (por ejemplo que esté en S o L?). A tales valores se les llama espectro de la

energia.
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La ecuacion de Schrodinger ha dado soluciones satisfactorias para la descripcion
del espectro energético del &tomo de hidrogeno? lo cual es todo un hito.

A.2.1. Ecuaciéon de Klein-Gordon y de Dirac

Como hemos mencionado, la energia relativista para una particula libre es cal-
culada por la formula E? = m?2c* + p?c®. Si en la deduccion de la ecuacion de
Schrédinger hubiésemos utilizado esta ecuaciéon, tendriamos la ecuacion de Klein-

Gordon: L o -
m=c

Sin embargo, desde un punto de vista fisico las soluciones no son correctas. Por
ejemplo, hay soluciones con «energia negativa»?:

U(z,t) = exp(i(k - x F wt))

0
zha\lf(x,t) = t+hw

Dirac argument6 que el problema estaba en que la ecuacion era de segundo orden
respecto al tiempo. Para reducirla de orden, cogi6 cuatro matrices 4 x 4, {;}3_, con
la propiedad:

Vi v = 205l

No=—1,m;,=1,1=1,2,3

Asi, sobre un cierto espacio de funciones vectoriales tenemos la igualdad de opera-

dores:
2

19 10 < 0
A, — —=— = -—— 4+ i—
c? ot? T 121 Tz
Esto permite considerar la ecuacién de Dirac:

My

> i) = ()

con 2° := ct. Esta ecuacion es la aceptada para modelar el electrén, y con ligeras

modificaciones, para un electréon en un campo electromagnético.
Dirac redescubri6 asi el algebra de Clifford inventada por el matemético en 1878.

2Para atomos méas complicados. El problema esta en incluir las interacciones electrén-electrén
y no so6lo electron-nucleo. Si se desprecian estas interacciones el modelo es bastante bueno, practi-
camente igual al del atomo de hidroégeno, pero insuficiente en muchos calculos. La quimica compu-
tacional estudia, entre otras cosas, como resolver numéricamente la ecuacién para &tomos y molé-
culas.

3Como —A es un operador positivo en L?, el espectro de la energia cinética es positiva en la
ecuacion de Schrodinger.
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A.3. Probabilidad en mecanica cuantica, la inter-
pretaciéon de Copenhage

Una herramienta basica en andlisis funcional es el estudio del espectro de un
operador. La ecuacion de Schrodinger sugiere tratar las variables fisicas como ope-
radores:

Tip(x) = z;0(x)
pip(xr) = —id; ()

o) = { o (51 + 4 5) + V(o) boto) = {- D a v foto)

tal que su espectro matematico representa el conjunto de valores posibles que puede
tomar. Desde un punto de vista matemético la clase de Schwarz S parece la ido-
nea para que los operadores y sus composiciones estén bien definidos, pero no L2.
Sin embargo se prefiere esta clase por varios motivos, vamos a dar una motivacion
probabilista.

Por simplicidad pensemos en H = C" un espacio de Hilbert complejo de dimen-
si6n finita. Recordamos que:

1. Una matriz A es normal si conmuta con su transpuesta conjugada, AAT = ATA;
A es hermitica si A = AT,

2. Una matriz A es normal si y s6lo si existe una base de autovectores ortonor-
males.

3. Los autovalores de una matriz normal A son reales si A es hermitica y son
positivos si A = BB con B normal.

4. Si Ay B son normales y AB = BA, entonces hay una base ortonormal que
diagonaliza las matrices simultdneamente.

Se pueden probar caracterizaciones similares para operadores acotados o incluso
densamente definidos para espacios de Hilbert de dimension infinita (que cumplen
Zj, Dy ﬁ), pero volvamos al caso de dimension finita.

Sea A es una matriz diagonalizable en H y {u;}, una base ortonormal de
autovectores con autovalores {\;}7_;. Todo vector v € H se expresa de la forma:

UV =cCcuy + -+ cypuy,

n

(ui, v) = ZCj(Ui»Uj) =G

Jj=1

y ademaés:
n

(v, Av) =) e’ A

i=1
Si tomamos |v| = 1, la suma anterior es una media ponderada de los autovalores con
pesos p; = |¢;|%. Esta interpretacién permite medir momentos de orden superior:

Z piAF = (v, AFv)
i=1
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fundamental en estadistica para definir la desviaciéon tipica de una matriz A auto-
adjunta’:

o = ((A—(4))") = (A%) = (4)* > 0
Estamos en condiciones de dar el siguiente salto conceptual:

0. La probabilidad cuantica se modela en un espacio de Hilbert H.

1. Un estado cuéntico puro es un vector del espacio proyectivo v € PH. Por
comodidad trabajamos con representantes unitarios que estan definidos salvo
un factor e%.

2. Un observador cuantico es una matriz normal A, decimos que es real si A es
hermitica y positivo si A = BB' con B normal. Un observador sélo puede
tomar los valores de su espectro.

3. Sea v un estado puro y A un observador.

La probabilidad P(A = A | v) de que A tome un autovalor A en el estado v es:
P(A=X|v)=(v,P0)

donde P, es la proyeccion ortogonal al subespacio Hy = ker(A — \I).

A consecuencia, los momentos estadisticos (no centrados) de A se escriben:

<Ak>v = (v, A*v)

4. Si al realizar una medida en el estado v del observador A nos da un autovalor
A, el estado del sistema pasa a ser Pyv/|P\v|.

De este modo una solucién normalizada de la ecuaciéon de Schrodinger ¢(z,t) €
L? representa un estado puro y |¢(z,t)|* representa la densidad de probabilidad de
la posicién x, pues por ejemplo:

(25(1)) = /R ol o) dr

Maés atn, su transformada de Fourier gg(p, t) representa la densidad de probabilidad
del momento p.

Neils Bohr, junto con Max Born y Werner Heisenberg, establecieron esta in-
terpretacion estadistica de la mecéanica cuéntica. Ya habian estudiado previamente
este comportamiento tan extrano en el d&tomo de hidrégeno introduciendo «ma-
trices infinitas», nuestros conocidos operadores pero representados en [?. Con ésta
interpretaciéon se formula el principio de incertidumbre, qué es consecuencia de que
[Z;, D] = ihd .

La teoria de la probabilidad «clasicay (de Kolmogorov) esté intuitivamente ba-
sada en que todas las magnitudes se puede determinar simultdAneamente y hay una
distribuciéon de probabilidad conjunta. En la teoria cuantica ésto no pasa: dos ob-
servadores que no conmuten no se pueden observar a la vez, luego no hay ninguna
distribucion de probabilidad conjunta.

48i A = AT, (v, A%0) = (Av, Av) >0
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El principio de incertidumbre, que luego deduciremos, implica que la probabilidad
de encontrar la posicion y el momento de una particula en una region del orden de
h? es nula. Como R? es una unién numerable de éstas regiones, podriamos deducir
que la probabilidad del total es 0... si las leyes de la probabilidad fuesen clasicas.

El punto 4 también implica que el acto de observar «modifica» el estado. Es algo
también clésico: una moneda puede dar cara o cruz, y el acto de lanzarla hace que el
estado sea, o bien cara, o bien cruz... pero los efectos cuanticos van mucho mas alla.
Imaginemos que A y B son dos observadores. Empezamos con un estado u, medimos
Ay nos da el autovalor A, entonces caemos en el estado (salvo una constante) P{lu,
ahora medimos B, nos da el autovalor ; y caemos en el estado PfP/\Au. En general
no podemos asegurar que PfP{‘u € ker(A — M) (excepto si A y B conmutan),
asi que la medicion de A podria dar otro autovalor A" # A. Esto no ocurre en la
probabilidad clasica y parece totalmente ilogico: si A valia A, ;por qué ahora vale
N7,y jpor culpa de observar B!

Esta interpretacion tuvo muchos detractores, entre ellos los propios fundadores
de la teoria cuantica, Einstein y Schrodinger. «Dios no juega a los dados con el
universo» escribiria Einstein. El crefa que habia un nivel mas profundo determinista
de cuyas reglas se deducirian éstas, el tiempo terminé tumbando esta idea.

A.3.1. Ejemplo «Toy», la particula en una caja
Imaginemos que en R tenemos el potencial:

fo,  zeo I
V(x)_{+oo, r &0, L]

Las soluciones a la ecuacion de Schrédinger deberan seguir la ecuacion:

R? 02

ot
U(z,t) =0, x¢]|0,L]

cuyas soluciones son de la forma (asumiendo cierta condicion de sumabilidad en
Cn):

U(a,t) =Y cutpy(a)e ot/
n=1

On(z) = \/%sin(pnx/h), z €10, L]

p? _ nrh

Pn =
2m’ L
Las funciones ¢, (z) forman una base ortonormal del espacio de soluciones, en

particular:
+oo o
YRR SISt

o0 n=1

b, =

Cantidad que normalizamos a 1.
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Ademés las ¢, (z) diagonalizan el operador energia H:

. h?
H¢n(x) = —%Qﬁi(@ = En¢n(x)

Asi por ejemplo, la energia media en el estado V(z,t) es:

(E) :/ Ooxp(x,t)ﬁq:(m,t):Zycn|2En

—00

O para el momento P¢(z) = —ih¢/(z):

(Py=0, o7 =(P*) =) |cal’p}
n=1

La densidad de probabilidad es:

Plat) B R 2 o PO

n,m=1

la posicion media, su media cuadratica y desviacion tipica en cierto instante ¢ vienen
dadas por:

<x(t)):/_ OoxP(x,t)da:

o0

(2(8)?) = /_ " 2P )

o0

0z = (@(t)?) — (x(1))*

A.4. Cuantizacion, ;qué es?

En la secciéon anterior hemos justificado la necesidad de introducir operadores en
un espacio de Hilbert como modelo fisico. Ahora se entiende mejor nuestro problema
inicial:

Tal y como a la posici()n le asociamos el operador x, al momento el operador
—1hd; y a la energia ——A + V(x), en general, ;qué operador se le debe asociar a
una funcmn f(z,p) dependlente de la posicién y el momento? Y mas importante,
.qué espacio de Hilbert debemos asociarle a nuestro sistema fisico?

En nuestro trabajo s6lo hemos considerado el espacio L?(RY) que corresponde
a una particula libre en el espacio RY, y la llamada cuantizacién canénica. Lo ideal
serfa resolverlo en una variedad cualquiera M, y no tratar al tiempo como una
dimensién aparte. Por otro lado es necesario entender la «cuantizacién de campos»
para estudiar la teoria cuintica del campo electromagnético.

Observamos asi que para responder a esta pregunta son necesarios conocimientos
avanzados de analisis y geometria.
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A.5. Probabilidad libre y analisis no conmutativo

Como matemaéticos, lo natural es preguntarse: ;por qué un espacio de Hilbert?
.No habra algo méas basico y entendible de donde se deduzca la existencia del mismo?
.Por qué es tan diferente la probabilidad usual de la cuantica?

Aunque la completa modelizacion de la cudntica es un tema abierto, parece que
podemos afirmar que el espacio de Hilbert es innecesario.

* .

Definiciéon A.1. Una x-algebra es una C algebra unital A con una operacién
A — A que cumple:

(a+b)*=a"+0b
(Aa)* = \a*
@) =a
(ab)* = b*a”

Un elemento se dice normal si a*a = aa®, autoadjunto si a = a* y positivo si
a = bb* con b normal.
A es una C*-algebra con norma || - |, si ademas es un espacio vectorial de Banach
=1
[labl] < [lal][b]]
lla*al| = [la™][]|al]

Un estado en una x-algebra A es una funcién lineal w : A — C que ademés:

Si A es una C*-algebra requerimos que ||w|| = 1.
Un espacio de probabilidad libre es un par (A,w) donde A es una *-algebra y w
un estado.

Un modelo de C*-algebra son los operadores acotados de un espacio de Hilbert
complejo, y de hecho es el inico salvo isomorfismo [4]. Todo vector unitario v define
el estado w(A) = (v, Av) (en analogia con los estados puros de la interpretacion de
Copenhague). Los momentos estadisticos de un elemento a vienen dados por:

Nos gustaria entender la x-algebra unital dada por:

Q= (x,p|[x,p] =ih, " =2, p" =p)

No es una subalgebra de operadores de algin espacio de Hilbert de dimension
finita, pues en C" Tr(AB) = Tr(BA) pero entonces:

0=Tr[z,pl=Tr()=i-n
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Tampoco puede ser una C*-algebra pues por induccion:
[z",p] = inha™!
luego si hubiese una norma:
2llplllll™ = Il plll = nhllz"""] = nhllz|"
2[plll|=|| = nh, ¥n

No podemos hacer anéalisis en () directamente, no obstante, parte de la teoria
espectral puede ser transportada a las *-algebras. Recomiendo leer las notas de
Terence Tao [8] para el lector interesado.

Vamos a dar una prueba del principio de incertidumbre. Notamos primero que,
en toda *-algebra y para todo estado w, tenemos que la aplicacion:

(,):AxA—C
(a,b) == w(a™b)
es una forma hermitica semidefinida positiva, es decir:

(a,b+c) = (a,b) + (a,c)

(a, Ab) = X(a, b)
m = (bv CL)
(a,a) >0

por lo que cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[(a,0)[* < (a,a)(b,0)

es decir:

[w(ab)* < w(a"a)w(b"d)
Tomando a = a*, b = b*, tenemos que:

w(ab)| < v/w(a?)w(b?)

w(ba)] < v/w(a?)w(b?)

[w(ab —ba)| < |w(ab)| + |w(ba)| < 2v/w(a?)w(b?)

Notamos que si @ = a — w(a) y b= b — w(b), entonces:

[@,b] = ab— ba = ab — ba = [a, b]
Con un lenguaje més estadistico los calculos quedan:

Proposicion A.2. (Principio de Incertidumbre)
Sea A una x-dlgebra, w un estado y a y b dos elementos autoadjuntos. Sea:

0s = w((a—w(a))?)

oy = w((b—w(b))?)

Entonces: )
()]
2
En particular para x y p de Q:
S h
OpOp > —
P=2



La relacion de la probabilidad libre con la usual es la siguiente. Dado un espacio
medible X, el algebra de funciones medibles es una *-algebra conmutativa y unital
con la conjugacion puntual.

Una medida de probabilidad p da el estado E en la subalgebra L>~:

Lo (X) = () LX)

p€E[1,00)

E: L (X)—C

/ Jdu

Esta subalgebra contiene a la C*-algebra L>°(X).

Asi, la probabilidad libre pretende estudiar espacios de probabilidad mediante sus
algebra de funciones, incluso permitiendo a éstas ser no conmutativas. Originalmente
surge en el estudio de algebras de operadores.
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